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In der Reihe

"

Logis
he Philosophie\ werden philosophis
h re-

levante Ergebnisse der Logik vorgestellt. Dazu geh

�

oren ins-

besondere Arbeiten, in denen philosophis
he Probleme mit

logis
hen Methoden gel

�

ost werden.

�

Ubli
herweise wird in der Logik-Ausbildung viel Zeit auf

die Vermittlung metatheoretis
her Zusammenh

�

ange verwen-

det. Das L

�

osen von

�

Ubungsaufgaben | unerl

�

a�li
h f

�

ur das

Verst

�

andnis der Theorie | ist zumeist Teil der erwarteten

selbst

�

andigen Arbeit der Studierenden. Insbesondere Logik-

Lehrb

�

u
her f

�

ur Philosophen bieten jedo
h h

�

au�g wenige oder

keine Aufgaben. Wenn Aufgaben vorhanden sind, fehlen oft

die L

�

osungen oder sind s
hwer na
hzuvollziehen.

Das vorliegende Trainingsbu
h enth

�

alt Aufgaben mit L

�

osun-

gen, die aus Klausur- und Tutoriumsaufgaben in einem 2-

semestrigen Grundkurs Logik f

�

ur Philosophen entstanden

sind. Ausf

�

uhrli
he Kommentare ma
hen die L

�

osungswege

lei
ht verst

�

andli
h. So

�

ubt der Leser, Ents
heidungsverfahren

anzuwenden, Theoreme zu beweisen u.

�

a., und erwirbt damit

elementare logis
he Fertigkeiten. Erwartungsgem

�

a� beziehen

si
h die meisten Aufgaben auf die Aussagen- und Quanto-

renlogik, aber au
h andere logis
he Gebiete werden in kurzen

Abs
hnitten behandelt.

Diese Aufgabensammlung ist kein weiteres Lehrbu
h, sondern

soll die vielen vorhandenen Logik-Lehrb

�

u
her erg

�

anzen.
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Fachinformationsdiensts Philosophie (https://philportal.de/)

Dieses Werk ist lizenziert unter der Creative Commons Attribution 4.0 Lizenz
CC BY-SA (https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/). Die Bedingungen
der Creative-Commons-Lizenz gelten nur für Originalmaterial. Die Wiederverwen-
dung von Material aus anderen Quellen (gekennzeichnet mit Quellenangabe) wie
z.B. Schaubilder, Abbildungen, Fotos und Textauszüge erfordert ggf. weitere Nut-
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Vorwort

Wer als Philosoph Logik studiert, bekommt in Vorlesungen und Semina-

ren haupts

�

a
hli
h metatheoretis
he Zusammenh

�

ange vermittelt. F

�

ur das

Verst

�

andnis der Theorie ist jedo
h das praktis
he Ein

�

uben elementarer logi-

s
her Fertigkeiten unerl

�

a�li
h, daf

�

ur fehlt leider in der Regel die Zeit. Damit

sind die Studierenden dann allein gelassen. F

�

ur Tutorien stehen nur selten

ausrei
hend �nanzielle Mittel zur Verf

�

ugung. Die meisten Logik-Lehrb

�

u
her

enthalten s
hon aus Platzgr

�

unden keine oder nur wenige

�

Ubunsaufgaben mit

knappen und daher oft s
hwer verst

�

andli
hen L

�

osungen. Das vorliegende

Bu
h enth

�

alt Aufgaben und L

�

osungen, die aus Klausur- und Tutoriumsauf-

gaben in einem 2-semestrigen Grundkurs Logik f

�

ur Philosophen entstanden

sind. Viele sind ausf

�

uhrli
h kommentiert, so da� der Leser die L

�

osungswege

lei
ht selbst na
hvollziehen kann. Damit wird ihm die M

�

ogli
hkeit geboten,

die Vermittlung der Theorie in der Logik-Ausbildung selbst

�

andig dur
h das

L

�

osen von Aufgaben zu erg

�

anzen.

Die Reihenfolge der Aufgabengebiete entspri
ht in den ersten f

�

unf Ka-

piteln dem

�

ubli
hen Aufbau der Lehrb

�

u
her. Diese Kapitel k

�

onnen daher

{ teilweise aufeinander aufbauend { von vorn na
h hinten dur
hgearbeitet

werden. Die wi
htigsten Ents
heidungs- und Beweisverfahren der klassi
hen

Aussagen- und Pr

�

adikatenlogik, wie sie in fast allen Logik-Lehrb

�

u
hern ge-

lehrt werden, kommen dabei exemplaris
h zur Anwendung. Dieser umfang-

rei
hste Teil des

�

Ubungsbu
hes kann si
herli
h in jedem Standard-Logikkurs

f

�

ur Philosophiestudenten genutzt werden.

Es folgen vier k

�

urzere Kapitel zur traditionellen Logik, zum Intuitionis-

mus, zu Theorien der logis
hen Folgebeziehung und zur ni
httraditionellen

Pr

�

adikationstheorie. Sie erg

�

anzen { je na
h Bedarf { das

"

klassis
he\ Ange-

bot.

Der S
hwierigkeitsgrad der Aufgaben ist unters
hiedli
h, wobei das jeder

anders emp�nden mag. Wir haben uns jedo
h bem

�

uht, das Niveau einem

einf

�

uhrenden Kurs anzupassen und empfehlen ehrgeizigen Lesern beispiels-

weise Alonzo Chur
hs Introdu
tion to Mathemati
al Logi
 f

�

ur weiterf

�

uhren-

iii



iv

de

�

Ubungen. In der Regel werden zu Beginn der Abs
hnitte die elementa-

ren Fertigkeiten ge

�

ubt, w

�

ahrend si
h weiterf

�

uhrende und anspru
hsvollere

Aufgaben ans
hlie�en. Auf metatheoretis
he Aufgaben zum selbst

�

andigen

�

Uben wurde weitgehend verzi
htet. Am Ende der meisten Kapitel �nden

si
h

"

Ri
htig oder fals
h?\-Aufgaben, in denen wi
htige Begri�e und De�ni-

tionen abgefragt werden. Deren L

�

osungen stehen am Ende des Bu
hes. Soll-

ten die S
hwierigkeiten beim L

�

osen einiger Aufgaben trotz der Konsultation

von L

�

osungen und Kommentaren un

�

uberwindbar s
heinen, sollten zun

�

a
hst

die

"

Ri
htig oder fals
h?\-Aufgaben dieses Kapitels gel

�

ost und sorgf

�

altig

dur
hda
ht werden.

Weil die Aufgabensammlung an der Humboldt-Universit

�

at zu Berlin ent-

standen ist, folgt sie in der Symbolik und in den vorgestellten Systemen

weitgehend dem dort verwendeten Lehrbu
h Logik von Horst Wessel [5℄.

Die Symboltabelle im Anhang (auf Seite 173) ma
ht es jedo
h lei
ht, in an-

deren Lehrb

�

u
hern benutzte davon abwei
hende Symbole zu

�

ubersetzen. Wo

immer wir Systeme und Begri�e voraussetzen, die kein allgemeiner Standard

sind, werden diese eingef

�

uhrt. Diese mit Rahmen gedru
kten Einleitungen

einiger Abs
hnitte sollen kein Lehrbu
h und keine Vorlesung ersetzen. Sie

bieten au
h keine Hilfe bei der Erarbeitung des Sto�es sondern sollen le-

digli
h die darau�olgend verwendete Terminologie beziehungsweise die in

den Beweisen und Ents
heidungsverfahren verwendeten Mittel einf

�

uhren,

insofern sie ni
ht selbstverst

�

andli
h sind. So bleibt das Bu
h lesbar, ganz

glei
h na
h wel
hem Lehrbu
h man die Logik studiert. Au
h aufgrund der

jahrzehntelangen Lehrerfahrungen Berliner Logiker mit fr

�

uheren Au
agen

k

�

onnen wir aber [5℄ w

�

armstens als Begleitlekt

�

ure empfehlen.

Wir k

�

onnen imMoment ni
ht v

�

ollig auss
hlie�en, da� uns keinerlei Fehler

irgendwel
her Art unterlaufen sind. Im trotz sorgf

�

altiger Pr

�

ufung m

�

ogli
hen

anderen Fall { es ist uns bewu�t, da� dies in einem sol
hen Bu
h beson-

ders peinli
h ist { sind wir f

�

ur Hinweise und Kritik dankbar. Wir bedanken

uns bei Paul Hoyningen-Huene, bei Ingolf Max und bei Hans Rott f

�

ur die

F

�

orderung unseres Projektes und f

�

ur umfangrei
he Verbesserungsvors
hl

�

age

und ganz besonders bei Fabian Neuhaus f

�

ur das Korrekturl

�

osen und Kor-

rekturlesen aller Aufgaben, L

�

osungen und Kommentare. Hinweise, Kritiken,

interessante Aufgaben sowie Anregungen und Fragen k

�

onnen Sie

�

uber die

unten angegebene E-mail{Adresse oder die angegebene Homepage an uns

senden.

Berlin, September 2000

Henning Franzen

Uwe S
he�er

URL: www.logos-verlag.de:/logikaufgaben

E-mail: logikaufgaben�logos-verlag.de
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Kapitel 1

Spra
he der Aussagenlogik

1.1 Formelde�nitionen

(L

�

osungen ab Seite 2)

Aufgabe 1.1.1: / / /

De�nieren Sie den Begri�

"

Aussagenlogis
he Formel\ f

�

ur eine Aussagenal-

gebra, deren Grundoperatoren Negation (�), Konjunktion (^), Adjunktion

(_), Subjunktion (�) und Bisubjunktion (�) sind!

Aufgabe 1.1.2: / / /

Gegeben sind abz

�

ahlbar unendli
h viele Aussagenvariablen p, q und r mit

und ohne Indizees sowie die aussagenlogis
hen Operatoren Negation (�) und

Replikation (�). Die entspre
hende Aussagenalgebra hei�e Replikation. Die

Negation ist wie

�

ubli
h de�niert, die Replikation hat folgende semantis
he

De�nition:

A B A � B

w w w

w f w

f w f

f f w

De�nieren Sie

"

Aussagenlogis
he Formel\ in Replikation!

Aufgabe 1.1.3: / / /

Wel
he der folgenden Zei
henreihen ist eine aussagenlogis
he Formel na
h

der De�nition aus Aufgabe 1.1.1?

a) (p _ �p) = w

b) ((p ^ q) � (r _ p))


) ((�r ^ q) �)

1



2 KAPITEL 1. SPRACHE (AL)

d) ((p � q) ^ ((q � r) � (p � r)))

e) (A � �B)

f) (p _ q � (p ^ (r _ q) ^ r)

Aufgabe 1.1.4:. . .

Gegeben sei folgendes Alphabet:

� p; q; r { Aussagenvariablen

� u { ein dreistelliger aussagenbildender Operator (sowohl . . . als au
h

. . . und . . . )

� (,) { Klammern

De�nieren Sie f

�

ur dieses Alphabet den Terminus

"

aussagenlogis
he Formel\!

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 1.1.1:1.1.1

1. Alleinstehende Aussagenvariablen sind aussagenlogis
he Formeln.

2. Wenn A eine aussagenlogis
he Formel ist, ist au
h �A eine aussagen-

logis
he Formel.

3. Wenn A und B aussagenlogis
he Formeln sind, so sind au
h (A ^ B),

(A _B), (A � B) und (A � B) aussagenlogis
he Formeln.

4. Ni
hts anderes, als in den Punkten 1{3 de�niert wurde, ist eine aussa-

genlogis
he Formel.

Kommentar:!

Verwenden Sie unbedingt Metavariablen und keine Aussagenvariablen in

den Punkten 2 und 3, sonst sind nur die konkreten Zei
henreihen mit den

entspre
henden Aussagenvariablen als Formeln de�niert. Wenn Sie n

�

amli
h

z.B. in Punkt 3 statt (A � B) (p � q) s
hreiben, dann ist zwar (p � q)

als Formel de�niert, ni
ht aber (p � �q), (�p � (p � q)) und viele andere

mehr. Vergessen Sie ni
ht die Klammern in Punkt 3, sonst sind die Formeln

ni
ht mehr eindeutig lesbar. Verwenden Sie ni
ht mehr Operatoren, als als

Grundoperatoren vorgegeben sind.

L

�

osung 1.1.2:1.1.2

1. Alleinstehende Aussagenvariablen sind aussagenlogis
he Formeln.

2. Wenn A eine aussagenlogis
he Formel ist, ist au
h �A eine aussagen-

logis
he Formel.

3. Wenn A und B aussagenlogis
he Formeln sind, ist au
h (A � B) eine

aussagenlogis
he Formel.
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4. Ni
hts anderes, als in den Punkten 1{3 de�niert wurde, ist eine aussa-

genlogis
he Formel.

Kommentar: !

Die L

�

osung ist

�

ahnli
h wie die der vorigen Aufgabe (mit der Ver

�

anderung

in Punkt 3). Wel
he Operatoren als Grundoperatoren gegeben sind, spielt

keine prinzipielle Rolle beim Formelaufbau.

L

�

osung 1.1.3: 1.1.3

a) Dies ist keine Formel, denn

"

=\ ist kein Operator und der Wahrheits-

wert w ist ni
ht Teil der Spra
he.

b) Dies ist eine Fomel.


) Weil re
hts vom Operator

"

�\ keine Teilformel steht ist dies keine For-

mel.

d) Dies ist eine Formel.

e) A und B sind keine Aussagenvariablen, sondern Metavariablen, deshalb

ist dies keine Formel.

f) Weil drei Klammern ge

�

o�net (

"

(\), aber nur zwei ges
hlossen (

"

)\) wer-

den, ist au
h dies keine Formel.

L

�

osung 1.1.4: 1.1.4

1. Alleinstehende Aussagenvariablen (das hei�t: p, q und r) sind aussagen-

logis
he Formeln.

2. Wenn A, B und C aussagenlogis
he Formeln sind, ist au
h (uABC)

eine aussagenlogis
he Formel.

3. Ni
hts anderes, als in den Punkten 1 und 2 de�niert wurde, ist eine

aussagenlogis
he Formel.

Kommentar: !

Bea
hten Sie, da� die Formel (upqr) mit der eingef

�

uhrten dreistelligen Kon-

junktion syntaktis
h vers
hieden von m

�

ogli
hen Zusammensetzungen mit

der

�

ubli
hen zweistelligen Konjunktion ist: Sie ist ni
ht die Formel ((p^q)^r)

und ni
ht die Formel (p^(q^r)). Allerdings k

�

onnen die Formeln bei geeigne-

ter (und naheliegender) De�nition der Operatoren

�

aquivalent sein. Bea
hten

Sie weiterhin, da� ein endli
hes Alphabet angegeben wurde: Es gibt genau

drei Aussagenvariablen.



4 KAPITEL 1. SPRACHE (AL)

1.2 Formalisieren von Aussagen der nat

�

urli
hen

Spra
he

(L

�

osungen ab Seite 5)

Aufgabe 1.2.1:. . .

Wel
he der folgenden S

�

atze sind Aussagen?

a) Wer reitet so sp

�

at dur
h Na
ht und Wind?

b) Es ist der Vater mit seinem Kind!


) I
h denke, also bin i
h.

d) Erkenne di
h selbst!

e) Der Mond ist aus gr

�

unem K

�

ase.

f) Was du ni
ht willst, dass man dir tu, das f

�

ug au
h keinem andern zu!

g) Der Staat.

Aufgabe 1.2.2:. . .

Gegeben sind folgende Aussagen:

p { die Renten sinken; q { die Steuern steigen.

�

Ubersetzen Sie folgende Aussagen in die Spra
he der Aussagenalgebra!

a) Die Steuern steigen ni
ht.

b) Die Renten sinken, die Steuern steigen.


) Die Renten sinken, aber die Steuern steigen ni
ht.

d) Wenn Steuern steigen, sinken die Renten ni
ht.

e) Weder steigen die Steuern, no
h sinken die Renten.

f) Die Renten sinken, es sei denn, die Steuern steigen.

Aufgabe 1.2.3:. . .

�

Ubersetzen Sie die folgenden Aussagen in die Spra
he der Aussagenalgebra:

(Zergliedern Sie dabei die Aussagen so weit wie m

�

ogli
h in ihre Bestandteile

und s
hreiben Sie unbedingt auf, wel
he Aussagenvariablen Sie f

�

ur wel
he

Teilaussagen verwenden!)

a) Die Erde ist eine S
heibe oder der Mond ist aus gr

�

unem K

�

ase.

b) Es ist ni
ht wahr, da� die Zahl 2 keine gerade Primzahl ist.


) Wenn der Hahn kr

�

aht auf dem Mist,

�

andert si
h das Wetter oder es

bleibt wie es ist.

d) Wer Banknoten na
hma
ht oder verf

�

als
ht oder na
hgema
hte si
h ver-

s
ha�t und in Verkehr bringt, ma
ht si
h strafbar.

e) Eine formalisierte Theorie ist genau dann ents
heidbar, wenn es einen

Algorithmus gibt, mit dem festgestellt werden kann, ob ein beliebiger

Satz der Theorie wahr oder fals
h ist.
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f) Eine Person ma
ht si
h strafbar, wenn sie einen Mens
hen t

�

otet, es sei

denn sie handelt aus Notwehr.

g) Und kam die goldene Herbsteszeit

und die Birnen leu
hteten weit und breit,

Da stopfte, wenns Mittag vom Turme s
holl,

Der von Ribbe
k si
h beide Tas
hen voll . . .

(Th.Fontane: Herr von Ribbe
k auf Ribbe
k im Havelland)

Aufgabe 1.2.4: / / /

Gegeben sind folgende Aussagen und Formeln;

�

ubersetzen Sie die formalen

Ausdr

�

u
ke in die nat

�

urli
he Spra
he!

a) p { Philosophen s
hreiben dunkel;

q { Philosophen verdienen Geld mit ihren S
hriften.

1. (p ^ �q)

2. (�p � q)

3. �(p � q)

b) p { Die Vielheit ist nur S
hein;

q { Das Wahre ist das Ganze;

r { Die Bewegung liegt au�erhalb des Dingseins.

1. ((p ^ q) � �r)

2. (p ^ (q � �r))

3. (�p � �(�r _ q))

L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 1.2.1: 1.2.1

Aussagen sind b), 
) und e).

L

�

osung 1.2.2: 1.2.2

a) �q

b) (p ^ q)


) (p ^ �q)

d) (q � �p)

e) (�q ^ �p)

f) �(p � q)

Kommentar: !

Der Satz ist glei
hbedeutend damit, da� entweder die Renten sinken

oder die Steuern steigen. Dies l

�

a�t si
h wie angegeben formalisieren.
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L

�

osung 1.2.3:1.2.3

a) (p _ q)

p {

"

Die Erde ist eine S
heibe.\; q {

"

Der Mond ist aus gr

�

unem K

�

ase.\

b) ��p

p {

"

2 ist eine gerade Primzahl.\


) (p � (q _ �q))

p {

"

Der Hahn kr

�

aht auf dem Mist.\; q {

"

Das Wetter

�

andert si
h.\

d) (((p

1

_ p

2

) _ (p

3

^ p

4

)) � q)

p

1

{

"

Jemand ma
ht Banknoten na
h.\; p

2

{

"

Diese Person verf

�

als
ht

Banknoten.\; p

3

{

"

Diese Person vers
ha�t si
h verf

�

als
hte Bankno-

ten.\; p

4

{

"

Diese Person bringt die betre�enden Banknoten in Ver-

kehr.\; q {

"

Diese Person ma
ht si
h strafbar.\

Kommentar:!

Je na
h dem, wie man den Satz versteht, k

�

onnte au
h die Formel

(((p

1

_ p

2

) _ p

3

) ^ p

4

)) � q) eine L

�

osung sein.

e) (p � q)

p {

"

Eine formalisierte Theorie ist ents
heidbar.\; q {

"

Es gibt einen

Algorithmus . . .\

f) (p � (q � �r))

p {

"

Eine Person t

�

otet einen Mens
hen.\; q {

"

Diese Person ma
ht si
h

strafbar.\; r {

"

Diese Person handelt aus Notwehr.\

Kommentar:!

Der formalisierte Satz hei�t

"

Wenn eine Person einen Mens
hen t

�

otet,

dann ma
ht sie si
h genau dann strafbar, wenn sie ni
ht aus Notwehr

handelt\. Dieser Satz ist bedeutungsglei
h mit dem in der Aufgaben-

stellung und damit eine korrekte Formalisierung.

g) ((p

1

^ p

2

) � (q � r))

p

1

{

"

Die goldene Herbsteszeit kam.\; p

2

{

"

Die Birnen leu
hteten weit

und breit.\; q {

"

Es s
holl mittags vom Turme.\; r {

"

Herr von Ribbe
k

stopfte si
h beide Tas
hen voll.\

L

�

osung 1.2.4:1.2.4

a) 1. Philosophen s
hreiben dunkel und verdienen kein Geld mit ihren

S
hriften.

2. Wenn Philosophen ni
ht dunkel s
hreiben, verdienen sie Geld mit

ihren S
hriften.

3. Entweder s
hreiben Philosophen dunkel oder sie verdienen Geld

mit ihren S
hriften.
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b) 1. Wenn die Vielheit nur S
hein ist und das Wahre das Ganze, dann

liegt die Bewegung ni
ht au�erhalb des Dingseins.

2. Die Vielheit ist nur S
hein und wenn das Wahre das Ganze ist,

dann liegt die Bewegung ni
ht au�erhalb des Dingseins.

3. Die Vielheit ist genau dann ni
ht nur S
hein, wenn es ni
ht der Fall

ist, da� die Bewegung ni
ht au�erhalb des Dingseins liegt oder das

Wahre das Ganze ist.

Kommentar: !

Bea
hten Sie die Notwendigkeit, Betonung (oder

�

ahnli
he Mittel) zur

Strukturierung des letzten Satzes im

"

Philosophenjargon\ einzusetzen.

1.3 Klammern, Hauptoperator,

Klammerfreie S
hreibweise

(L

�

osungen ab Seite 9)

Mit der Bezei
hnung

"

Klammerkonvention\ beziehen wir uns auf

folgende Vereinbarung:

1. In einer Formel k

�

onnen die beiden Au�enklammern weggelassen

werden.

2. Bei bena
hbarten unters
hiedli
hen Operatoren k

�

onnen die

Klammern um den bindungsst

�

arkeren Operator weggelassen

werden. Die Bindungsst

�

arke der Operatoren nimmt in folgender

Reihenfolge ab: �; j; y;^;_;�;�.

3. Bei bena
hbarten glei
hen Operatoren k

�

onnen die Klammern

um die linken Operatoren weggelassen werden.

Aufgabe 1.3.1: / / /

In den folgenden Formeln sind Klammern entspre
hend der Klammerkon-

vention weggelassen worden. Setzen Sie in den Formeln alle Klammern, um

die Ausgangsformel wieder herzustellen!

a) p � q ^ �q

b) (p � q) ^ �q � �p


) p ^ (q � r) � r ^ �p

d) �(�p ^ �q) � p _ q

e) (p � q � r) _ q ^ r _ �p � q
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Aufgabe 1.3.2:. . .

Entfernen Sie in den folgenden Formeln alle gem

�

a� der Klammerkonvention

�

uber


�

ussigen Klammern:

a) ((p ^ q) ^ �q)

b) ((p � q) ^ (�q ^ p))


) (�(p ^ q) _ ((q y p) � �p))

d) ((p _ (q ^ �q)) � (p � (�q _ p)))

e) ((((p � q) � r) ^ (p ^ r)) _ �(q _ q))

Aufgabe 1.3.3:. . .

Wel
hes ist der Hauptoperator in den folgenden Formeln?

a) �p

b) p � q � p � p


) �(p y p)

d) (p � q) _ (q � p) ^ (r � p)

e) q � r � (p � q � (p � r))

Aussagenlogis
he Formeln k

�

onnen in einer klammerfreien, polni-

s
hen Notation aufges
hrieben werden. Dabei werden die dur
h die

Operatoren verbundenen Teilformeln den Operatoren na
hgestellt,

ein n{stelliger Operator bezieht si
h auf die folgenden n Formelaus-

dr

�

u
ke in der Reihenfolge ihres Vorkommens. Dies wird beispiels-

weise mit folgender De�nition f

�

ur eine Spra
he mit den Operatoren

Negation N , Konjunktion K, Adjunktion A, Subjunktion C und Bi-

subjunktion E errei
ht (als Metavariablen f

�

ur Formeln werden kleine

grie
his
he Bu
hstaben verwendet):

1. Alleinstehende Aussagenvariablen sind aussagenlogis
he For-

meln.

2. Wenn � und � aussagenlogis
he Formeln sind, sind au
h N�;

K��, A��, C�� und E�� aussagenlogis
he Formeln.

3. Ni
hts anderes ist eine aussagenlogis
he Formel.

Aufgabe 1.3.4:. . .

�

Ubersetzen Sie folgende Formeln in die klammerfreie S
hreibweise:

a) p _ �p

b) p � q � p � r


) (r ^ �r) � q

d) ((p

1

_ p

2

) � (�p

2

_ �p

1

))

e) (p � q � r) _ q ^ r _ �p � q
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Aufgabe 1.3.5: / / /

�

Ubersetzen Sie folgende in der klammerfreien, polnis
hen S
hreibweise no-

tierten Formeln in die geklammerte S
hreibweise mit Operatorensymbolen:

a) CpNq

b) CNpCqp


) CKpqKqp

d) CNKpqANpNq

e) CKKCpNqCrp

1

AprANqp

1

L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 1.3.1: 1.3.1

a) (p � (q ^ �q))

Kommentar: !

Die Klammer um q^ �q mu� man setzen, weil die Konjunktion st

�

arker

als die Subjunktion bindet. S
hlie�li
h mu� immer die Au�enklammer

um die gesamte Formel gesetzt werden.

b) (((p � q) ^ �q) � �p)

Kommentar: !

Die Konjunktion bindet st

�

arker als die Subjunktion, also mu� eine

Klammer um die gesamte dur
h die Konjunktion gebildete Teilformel

gesetzt werden: ((p � q) ^ �q) � �p. Dar

�

uber hinaus mu� die Au�en-

klammer gesetzt werden.


) ((p ^ (q � r)) � (r ^ �p))

d) (�(�p ^ �q) � (p _ q))

e) (((((p � q) � r) _ (q ^ r)) _ �p) � q)

L

�

osung 1.3.2: 1.3.2

a) p ^ q ^ �q

Kommentar: !

Die Au�enklammer kann man immer weglassen. Au�erdem kann die

Klammer um p ^ q weggelassen werden, weil von links geklammert ist

und die bena
hbarten Operatoren glei
h sind.

b) (p � q) ^ (�q ^ p)

Kommentar: !

Die Klammer um p � q mu� bleiben, weil die Subjunktion ni
ht so stark

bindet wie die Konjunktion. Die Klammer um die re
hte Konjunktion
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bleibt, weil der re
hte zweier glei
her bena
hbarter Operatoren geklam-

mert ist. Sie mu� also bleiben, wennglei
h die obige Formel zu der For-

mel (p � q) ^ �q ^ p

�

aquivalent ist { dies spielt jedo
h im gegebenen

Zusammenhang keine Rolle.


) �(p ^ q) _ (q y p � �p)

Kommentar:!

Die erste Negation bezieht si
h auf (p ^ q), deshalb mu� die Klammer

bleiben. Weil y st

�

arker bindet als �, kann die Klammer um q y p weg-

gelassen werden.

d) p _ q ^ �q � p � �q _ p

e) (p � q � r) ^ (p ^ r) _ �(q _ q)

Kommentar:!

Die Klammer um p ^ r mu� bleiben { siehe b).

L

�

osung 1.3.3:1.3.3

a) Einziger Operator und damit Hauptoperator ist die Negation.

b) Die letzte Subjunktion ist der Hauptoperator.


) Die Negation ist der Hauptoperator, weil zun

�

a
hst die Negatkonjunk-

tion in der Klammer ausgef

�

uhrt werden mu�.

d) Zuerst werden die Operationen in den Klammern ausgef

�

uhrt, dann die

Konjunktion, weil sie st

�

arker bindet als die Adjunktion. Letztere ist der

Hauptoperator.

e) Die zweite Subjunktion ist der Hauptoperator.

L

�

osung 1.3.4:1.3.4

a) ApNp

Kommentar:!

Der Hauptoperator der Formel ist eine Adjunktion, daher das A zu

Beginn der polnis
hen Notation. Nun mu� als N

�

a
hstes das Vorderglied

(

"

p\) und dann das Hinterglied der Formel (

"

Np\) notiert werden.

b) CCCpqpr

Kommentar:!

Der Hauptoperator der Formel ist eine Subjunktion, daher das erste

"

C\. Nun m

�

ussen na
heinander das Vorderglied und dann das Hin-

terglied der Subjunktion ges
hrieben werden. Das Vorderglied ist eine

Subjunktion (zweites

"

C\) einer Subjunktion (drittes

"

C\) von p und

q und p; Hinterglied der ersten Subjunktion ist r.


) CKrNrq

d) EAp

1

p

2

ANp

2

Np

1

e) CAACCpqrKqrNpq
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L

�

osung 1.3.5: 1.3.5

a) p � �q

Kommentar: !

Zu Beginn steht ein C, der Hauptoperator der Fomel ist also eine Sub-

junktion. In der polnis
hen Notation folgt nun das Vorderglied, das ist

ledigli
h p, weil kein weiterer Operator folgt. Der verbleibende Rest ist

das Hinterglied, also �q.

b) �p � (q � p)


) p ^ q � q ^ p

Kommentar: !

Hauptoperator der gesu
hten Formel mu� eine Subjunktion sein, denn

in der klammerfreien S
hreibweise beginnt sie mit einem

"

C\. Das ver-

bindet die darauf folgenden kompletten Formeln. Erste Formel ist Kpq,

also die Konjunktion von p und q und damit das gesu
hte Vorderglied

der Subjunktion. Die zweite ganze Formel ist Kqp { die Konjunktion

im Hinterglied der L

�

osung.

d) �(p ^ q) � �p _ �q

e) (p � �q) ^ (r � p

1

) ^ (p _ r) � �q _ p

1

1.4 Ri
htig oder Fals
h?

(L

�

osungen ab Seite 167)

Aufgabe 1.4.1: / / /

a) Jede aussagenlogis
he Formel hat einen Hauptoperator.

b) Es gibt keine aussagenlogis
hen Formeln mit 0 Zei
hen.


) Es gibt keine aussagenlogis
hen Formeln mit 0 Aussagenvariablen.

d) Es gibt keine aussagenlogis
hen Formeln mit 0 Operatoren.

e) Es gibt keine aussagenlogis
hen Formeln mit 0 Klammern.





Kapitel 2

Semantik der Aussagenlogik:

Aussagenalgebra

2.1 Ents
heidungsverfahren und

�

Aquivalenz

(L

�

osungen ab Seite 17)

Eine aussagenlogis
he Formel ist genau dann

erf

�

ullbar

wenn es eine Belegung der vorkommenden Aussagenvariablen

mit Wahrheitswerten gibt, bei der sie den Wert w annimmt;

tautologis
h

wenn sie bei jeder Belegung der vorkommenden Aussagenva-

riablen mit Wahrheitswerten den Wert w annimmt;

kontradiktoris
h

wenn sie bei jeder Belegung der vorkommenden Aussagenva-

riablen mit Wahrheitswerten den Wert f annimmt; und

logis
h indeterminiert

wenn sie bei mindestens einer Belegung der vorkommenden

Aussagenvariablen mit Wahrheitswerten den Wert w annimmt

und bei mindestens einer Belegung der vorkommenden Aussa-

genvariablen mit Wahrheitswerten den Wert f annimmt.

13
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Logis
h indeterminierte Formeln werden au
h als erf

�

ullbare ni
ht-

tautologis
he Formeln bezei
hnet.

Aussagenlogis
he Formeln sind genau dann

�

aquivalent, wenn sie

bei jeder gemeinsamen Belegung f

�

ur die in ihnen vorkommenden

Aussagenvariablen den glei
hen Wahrheitswert annehmen.

Aufgabe 2.1.1:. . .

Ermitteln Sie mit Hilfe von Wahrheitstabellen, wel
he der folgenden For-

meln Tautologien, wel
he Kontradiktionen und wel
he logis
h indeterminiert

sind:

a) �(p � �p)

b) p � q _ �q


) �(�p ^ �q) � p ^ q

d) (p � q ^ �q) ^ p

e) pjp � p ^ q

f) p ^ q � r

g) p ^ q � r � (p � (q � r))

h) p ^ (q � r) � r ^ �p

i) p ^ q � r � (p � r) ^ (q � r)

Aufgabe 2.1.2:. . .

Wel
he der Formeln sind jeweils semantis
h

�

aquivalent?

a) (p � q) ^ (p � r) und p � q ^ r

b) (p � q) ^ (r � q) und p _ r � q


) p � �q, �(p � q), p ^ �q, �(p ^ q), p � q � p und �p _ �q

Aufgabe 2.1.3:. . .

Beweisen Sie folgende

�

Aquivalenzen:

a) A � B � �B � �A

b) �(A � B) � A ^ �B


) A � B � (�A _B) ^ (A _ �B)

Aufgabe 2.1.4:. . .

�

Uberpr

�

ufen Sie mit Hilfe des verk

�

urzten Ents
heidungsverfahrens, ob die

folgenden Formeln Tautologien sind oder ni
ht:

a) p � q ^ �q

b) p � q � (q � r � (p � r))


) q � r � (p � (r � q))

d) p � q � (�q � �p)

e) �p ^ �q � �(q _ p)
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f) (p � r) ^ (q � r) ^ r � p ^ q

g) �p ^ �q � �(�p � q)

h) p � (�p ^ �q � �(�q � p))

i) p � (q � r) � (p � q � (r � p))

j) (p � r) ^ (q � r) � (�r � p ^ q)

k) (p � r) _ (q � r) � (p _ q � r)

l) (p _ q) � �(�p ^ �q)

m) (p � r) ^ (q � r) � (r � p ^ q)

n) (p � q) ^ (p

1

� q

1

) � (p � p

1

� (q � q

1

))

o) (p

1

� q) ^ (p

2

� r) ^ �(q _ r) � p

1

y p

2

p) (p � p

1

) _ (p � p

2

) � (p

1

_ p

2

� p)

q) p

1

� �q � ((p

2

� �r) ^ �q y �r � p

1

y p

2

)

Aufgabe 2.1.5: / / /

Zus

�

atzli
h zum bekannten Alphabet de�nieren wir folgenden Operator:

A B A � B

w w w

w f w

f w f

f f w

�

Uberpr

�

ufen Sie mit Hilfe des verk

�

urzten Ents
heidungsverfahrens ob die

folgenden Formeln Tautologien sind, oder ni
ht:

a) p � q � (q � p)

b) p � q � (�p � �q)

Aufgabe 2.1.6: / / /

a) Geben Sie Formeln A, B und C an, die den folgenden Wertetabellen

gen

�

ugen! In ihnen sollen alle aufgef

�

uhrten Aussagenvariablen vorkom-

men.

p q r A B C

w w w f w f

w w f w w f

w f w f w f

w f f f f w

f w w f w w

f w f f w f

f f w w w f

f f f f f w
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b) Wie lassen si
h systematis
h Formeln zu vorgegebenen Wertetabellen

�nden?

Aufgabe 2.1.7:. . .

Konstruieren Sie eine Formel mit drei Variablen (p, q und r), die genau dann

wahr wird, wenn ...

a) . . . genau je zwei der Variablen wahr sind!

b) . . . h

�

o
hstens zwei der Variablen wahr sind!


) . . .mindestens zwei der Variablen wahr sind!

d) . . . h

�

o
hstens zwei der Variablen fals
h sind!

e) . . .mindestens zwei der Variablen fals
h sind!

Aufgabe 2.1.8:. . .

Geben Sie eine Menge von drei ni
ht gemeinsam erf

�

ullbaren Formeln an, von

denen aber je zwei gemeinsam erf

�

ullbar sind!

Aufgabe 2.1.9:. . .

Verneinen Sie folgende Aussagen:

a) I
h gehe ins Theater oder ins Kino.

b) I
h kam, (und) i
h sah, (und) i
h siegte.


) Wenn es regnet, wird die Stra�e na�.

d) Entweder war der G

�

artner der M

�

order oder der Butler.

e) Wenn i
h die Logik-Klausur bestehe, ma
he i
h meine Zwis
henpr

�

ufung

oder gehe f

�

ur ein Jahr na
h Frankrei
h.

�

Uberpr

�

ufen Sie Ihr Ergebnis: Formalisieren Sie die unnegierten obigen Aus-

sagen und setzen Sie die Negation davor. Formalisieren Sie nun Ihre negier-

ten Aussagen auf analoge Weise und pr

�

ufen Sie, ob die jeweils entspre
hen-

den einander

�

aquivalent sind

Aufgabe 2.1.10:. . .

Aus Smullyans

"

Logik-Ritter und andere S
hurken\ ([4℄)

M
Gregor f

�

uhrte einst auf der Insel der Ritter (diese sagen immer die Wahr-

heit) und der S
hurken (diese l

�

ugen stets) eine Volksz

�

ahlung dur
h. Er be-

fragte vier Ehepaare, wer von ihnen Ritter und wer S
hurke w

�

are. Dabei

ges
hah folgendes:

a) Im ersten Haus rief die Frau

�

argerli
h:

"

Wir sind beide S
hurken!\

b) Im zweiten Haus fragte M
Gregor:

"

Sind Sie beide S
hurken?\ {

"

Min-

destens einer von uns!\ war die Antwort.


)

"

Wenn i
h ein Ritter bin, so ist meine Frau au
h einer.\ spra
h der

Mann im dritten Haus.

d)

"

Mein Mann und i
h sind vom glei
hen Typ\, freute si
h die Frau im

vierten Haus,

"

entweder sind wir beide S
hurken oder beide Ritter!\
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Wer von den a
ht Ehepartnern ist nun Ritter und wer S
hurke?

TIP: Gegeben sind in jedem Haus zwei Inselbewohner P

1

und P

2

und q

i

sei die Aussage, da� P

i

ein Ritter ist (f

�

ur i=1 oder i=2). Dann ist �q

i

die Aussage, da� P

i

ein S
hurke ist. Jetzt h

�

oren wir, da� P

1

die Aussage

A behauptet. Wir wissen aber: Wenn P

1

ein Ritter ist, dann ist A wahr,

au�erdem ist dann au
h q

1

wahr. Wenn q

1

jedo
h fals
h ist, dann ist P

1

ein

S
hurke und dann ist au
h A fals
h. Also ist die Aussage q

1

� A unter den

gegebenen Umst

�

anden stets wahr. Man bringe nun jeweils die Aussagen der

Inselbewohner in die Form einer Formel A mit den Variablen q

1

und q

2

, dann

d

�

urfte es ni
ht mehr s
hwer fallen, die n

�

otigen Informationen zu bekommen.

L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 2.1.1: 2.1.1

a) Die Formel ist logis
h indeterminiert :

� ( p � � p )

w w f f w

f f w w f

5 1 4 3 2

Kommentar: !

Eine Wertetabelle wird entlang der Formelde�nition aufgebaut: Alle

m

�

ogli
hen Belegungen f

�

ur die vorkommenden Aussagenvariablen wer-

den solange auf die Teilformeln

�

ubertragen, bis der Werteverlauf der

Formel feststeht. Die Aussagenvariable p kann einen der beiden Wahr-

heitswerte w oder f annehmen. Da wir beide F

�

alle zu ber

�

u
ksi
htigen

haben, haben wir zwei Zeilen in der Tabelle. In den Spalten 1 und 2

sind die beiden m

�

ogli
hen Wahrheitswerte f

�

ur p jeweils eingetragen. Die

Werte in Spalte 3 ergeben si
h als Negation der Werte der Spalte 2; im

n

�

a
hsten S
hritt werden die Werte f

�

ur Spalte 4 bere
hnet. Sie ergeben

si
h na
h der Tabelle der Subjunktion aus den Werten der Spalten 1

und 3. Die Negation in Spalte 5 bezieht si
h auf die gesamte Teilfor-

mel in der Klammer, die Werte dieser Spalte sind also die Negationen

der Werte der Spalte 4. Diese Negation ist au
h der Hauptoperator der

Formel. Die Werte unter dem Hauptoperator sind nun die Werte, die

die gesamte Formel bei den entspre
henden Belegungen der vorkom-

menden Variablen annimmt. In diesem Fall kann die Formel also { je

na
hdem, wel
hen Wert p hat { sowohl den Wert w (in Zeile 1, Spalte 5)
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als au
h den Wert f (in Zeile 2, Spalte 5) annehmen. Sie ist also logis
h

indeterminiert.

b) Die Formel ist eine Tautologie:

p � q _ � q

w w w w f w

w w f w w f

f w w w f w

f w f w w f

1 4 1 3 2 1

Kommentar:!

Die Aussagenvariable p kann wahr oder fals
h sein. Bei wahrem p kann

die Aussagenvariable q ihrerseits wahr oder fals
h sein, bei fals
hem

p ebenfalls. Wir haben also vier m

�

ogli
he Belegungen mit Wahrheits-

werten zu ber

�

u
ksi
htigen. Allgemein gilt: Bei n vorkommenden ver-

s
hiedenen Aussagenvariablen m

�

ussen 2

n

m

�

ogli
he Wertekombinationen

ber

�

u
ksi
htigt werden.

Im ersten S
hritt werden wieder Wahrheitswerte unter die vorkommen-

den Variablen ges
hrieben, diesmal in vier Zeilen, damit alle m

�

ogli
hen

Kombinationen abgede
kt werden. Unter glei
hen Variablen stehen da-

bei die glei
hen Werte. Im zweiten S
hritt wird das zweite q negiert.

Weil die Adjunktion st

�

arker bindet als die Subjunktion, mu� sie zuerst

ausgere
hnet werden (3.), wobei das erste Adjunktionsglied das erste

q und das zweite Adjunktionsglied die Negation des zweiten q ist. Als

viertes und letztes werden die Werte f

�

ur die Subjunktion mit p als Ante-

zedens und der Adjunktion als Konsequens bere
hnet. Die Subjunktion

ist der Hauptoperator und wird immer wahr, egal, wel
he Werte die

Variablen annehmen. Die Formel ist also eine Tautologie.


) Die Formel ist logis
h indeterminiert :

� ( � p ^ � q ) � p ^ q

w f w f f w w w w w

w f w f w f f w f f

w w f f f w f f f w

f w f w w f w f f f

4 2 1 3 2 1 5 1 3 1

d) Die Formel ist eine Kontradiktion.

e) Die Formel ist logis
h indeterminiert.
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f) Die Formel ist logis
h indeterminiert :

p ^ q � r

w w w w w

w w w f f

w f f w w

w f f w f

f f w w w

f f w w f

f f f w w

f f f w f

1 2 1 3 1

Kommentar: !

Zuerst werden wieder alle m

�

ogli
hen Kombinationen von Wahrheitswer-

ten unter die Variablen ges
hrieben, daf

�

ur werden bei drei vers
hiedenen

Variablen a
ht Zeilen ben

�

otigt. Wegen der Bindungsst

�

arke wird dann

zun

�

a
hst die Konjunktion und dana
h der Hauptoperator, die Subjunk-

tion, bere
hnet.

g) Die Formel ist eine Tautologie:

p ^ q � r � ( p � ( q � r ) )

w w w w w w w w w w w

w w w f f w w f w f f

w f f w w w w w f w w

w f f w f w w w f w f

f f w w w w f w w w w

f f w w f w f w w f f

f f f w w w f w f w w

f f f w f w f w f w f

1 2 1 3 1 4 1 3 1 2 1

h) Die Formel ist logis
h indeterminiert.

i) Die Formel ist logis
h indeterminiert.

L

�

osung 2.1.2: 2.1.2

a) Die beiden Formeln sind

�

aquivalent.

Kommentar: !

In einer Tabelle wie der folgenden tr

�

agt man den Werteverlauf der bei-

den Formeln ein, abh

�

angig von den Werten der Variablen p, q und r.
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p q r p � q p � r (p � q) ^ (p � r) q ^ r p � q ^ r

w w w w w w w w

w w f w f f f f

w f w f w f f f

w f f f f f f f

f w w w w w w w

f w f w w w f w

f f w w w w f w

f f f w w w f w

Unter den beiden Formeln (p � q) ^ (p � r) und p � q ^ r ergibt si
h

der glei
he Werteverlauf, d. h. bei beliebigen Werten der Variablen p, q

und r nehmen die beiden Formeln den glei
hen Wert an. Sie sind also

semantis
h

�

aquivalent.

b) Die Formeln sind

�

aquivalent.


) Die Formeln p � �q, �(p^q) und �p_�q sind

�

aquivalent. Die Formeln

�(p � q) und p ^ �q sind ebenfalls

�

aquivalent.

L

�

osung 2.1.3:2.1.3

a) A B A � B �B �A �B � �A

w w w f f w

w f f w f f

f w w f w w

f f w w w w

Kommentar:!

Weil unter den Formels
hemata A � B und �B � �A in der Werteta-

belle die glei
hen Werte stehen, ist die

�

Aquivalenz der beiden Formel-

s
hemata gezeigt.

Die Spalten f

�

ur �B und �A sind f

�

ur die L

�

osung der Aufgabe ni
ht re-

levant, sie sind aber hilfrei
h bei der Bere
hnung der Werte der Formel

�B � �A.

b) A B A � B �(A � B) �B A ^ �B

w w w f f f

w f f w w w

f w w f f f

f f w f w f

Kommentar:!

Au
h in dieser Tabelle (ebenso wie in der folgenden) stehen einige Spal-

ten nur der

�

Ubersi
htli
hkeit wegen.
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) A B A � B �A _B A _ �B (�A _B) ^ (A _ �B)

w w w w w w

w f f f w f

f w f w f f

f f w w w w

L

�

osung 2.1.4: 2.1.4

a) p�q^�q

1: f

2: w f

3: f w f

Die Formel ist keine Tautologie.

Kommentar: !

Der

�

Ubersi
htli
hkeit wegen ist jeder S
hritt in einer einzelnen Zeile

dargestellt:

S
hritt 1 { Angenommen, die Formel ist keine Tautologie. Dann gibt es

(mindestens) eine Belegung der vorkommenden Variablen, bei der sie

den Wert f annimmt. Betra
hten wir eine sol
he Belegung. Unter dem

Hauptoperator der Formel wird

"

f\ eingetragen.

S
hritt 2 { Der Hauptoperator ist eine Subjunktion, daher mu�, wenn

die gesamte Formel den Wert f annimmt, das Antezedens den Wert w

und das Konsequens den Wert f annehmen.

S
hritt 3 { Damit das Konsequens den Wert f annimmt, gen

�

ugt es

o�enbar, da� q den Wert f hat.

Es gibt also (mindestens) eine Belegung, bei der die Formel den Wert

f annimmt, sie ist also keine Tautologie. Das bedeutet nat

�

urli
h ni
ht,

da� sie eine Kontradiktion sein mu�! Sie k

�

onnte n

�

amli
h au
h logis
h

indeterminiert sein.

b) p�q�(q�r�(p�r))

1: f

2: w f

3: w f

4: w f

5: w f

6: w f

Widerspru
h, die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar: !

S
hritt 1 { Angenommen, die Formel ist keine Tautologie. Dann gibt es

(mindestens) eine Belegung der vorkommenden Variablen, bei der sie



22 KAPITEL 2. AUSSAGENALGEBRA

den Wert f annimmt. Betra
hten wir eine sol
he Belegung. Unter dem

Hauptoperator der Formel wird

"

f\ eingetragen.

S
hritt 2 { Der Hauptoperator ist eine Subjunktion, daher mu� das An-

tezedens den Wert w und das Konsequens den Wert f annehmen.

S
hritt 3 { F

�

ur die wahre Subjunktion gibt es drei m

�

ogli
he Belegun-

gen von deren Antezedens und Konsequens, daher wird zun

�

a
hst die

fals
he Subjunktion betra
htet. Die kann wiederum nur dann den Wert

f annehmen, wenn ihr Antezedens und Konsequens jeweils den Wert w

beziehungsweise f annehmen.

S
hritt 4 { Verglei
he S
hritt 3. Zwei der Aussagenvariablen haben

Wahrheitswerte erhalten.

S
hritt 5 { Die bekannten Wahrheitswerte der Aussagenvariablen wer-

den

�

ubertragen.

S
hritt 6 { Wegen S
hritt 2 und S
hritt 5 erh

�

alt die Variable q den Wert

w, wegen S
hritt 3 und S
hritt 5 mu� ihr der Wert f (jeweils wegen der

semantis
hen De�nition der Subjunktion) zuges
hrieben werden.

F

�

uhrt die Annahme, da� die Gesamtformel bei einer Belegung der Aus-

sagenvariablen mit Wahrheitswerten den Wert f annimmt, dazu, da�

einer Teilformel sowohl der Wert w als au
h der Wert f zuges
hrieben

werden mu�, so kann es o�enbar keine sol
he Belegung geben. Das hei�t,

da� es keine Belegung derart gibt, da� die Formel den Wert f annimmt.

Sie nimmt also bei allen Belegungen den Wert w an und ist folgli
h eine

Tautologie.


) (q�r)�(p�(r�q))

fww f wf wff

Kein Widerspru
h { die Formel ist keine Tautologie

Kommentar:!

Genau wie in den vorangegangenen Aufgaben wird versu
ht, eine Bele-

gung der Formel zu �nden, bei der diese den Wert f annimmt. Dabei

ergibt si
h kein Widerspru
h, die angegebene Belegung ist eine der ge-

su
hten Art. Die Formel ist also keine Tautologie.

d) (p�q)�(�q��p)

wwf f w ff f w

Widerspru
h { die Formel ist eine Tautologie

Kommentar:!

Beim Versu
h, eine Belegung f

�

ur die Formel zu konstruieren, bei der sie

den Wert f annimmt, ergibt si
h folgender Widerspru
h: Der vorderen

Subjunktion mu� n

�

amli
h der Wert w zugeordnet werden, w

�

ahrend si
h

im hinteren Teil der Formel ergibt, da� p den Wert w und q den Wert f

annehmen mu�. Dann h

�

atte jedo
h die vordere Subjunktion den Wert
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f. Widerspru
h! Es l

�

a�t si
h also keine Belegung der Formel �nden, bei

der sie den Wert f annimmt, sie ist daher eine Tautologie.

e) �p^�q��(q_p)

w fw w ff f fwf

Widerspru
h { die Formel ist eine Tautologie.

f) (p�r)^(q�r)^r�p^q

fww w fww wwffff

Kein Widerspru
h { die Formel ist keine Tautologie

g) Tautologie

h) Tautologie

i) Keine Tautologie

j) Keine Tautologie

k) (p�r)_(q�r)�(p_q�r)

1: f w f f w ff

2: wf w wf w w erster Fall Widerspru
h.

3: wf fw w f zweiter Fall, kein Widerspru
h.

Die Formel ist keine Tautologie

Kommentar: !

Zun

�

a
hst wird wie

�

ubli
h unter der Annahme, die gesamte Formel neh-

me den Wert f an, begonnen, die entspre
hende Belegung der Variablen

zu �nden. Na
hdem man jedo
h alle Wahrheitswerte, die si
h direkt aus

der Annahme ergeben, unter die Operatoren und Variablen ges
hrie-

ben hat (Zeile 1.), bleiben f

�

ur die Belegung der Variablen p und q drei

M

�

ogli
hkeiten o�en. Mindestens eine der beiden mu� den Wert w ha-

ben, weil p _ q den Wert w hat. Alle drei F

�

alle m

�

ussen voraussi
htli
h

getestet werden.

Der erste Fall, beide haben den Wert w, f

�

uhrt zum Widerspru
h. Das

hei�t aber ni
ht, da� die Formel eine Tautologie ist, denn f

�

ur die Wi-

derlegung dieser Vermutung gen

�

ugt es ja, nur einen einzige Belegung

zu �nden, bei der die Formel den Wert f annimmt. Das k

�

onnte bei den

verbleibenden zwei Belegungen der Fall sein.

Der zweite Fall, nur p hat den Wert v, f

�

uhrt ni
ht zum Widerspru
h.

Eine Belegung ist also gefunden, bei der die gesamte Formel den Wert

f annimmt. Sie ist folgli
h keine Tautologie. Der dritte Fall mu� daher

do
h ni
ht mehr untersu
ht werden.

l) (p_q)��(�p^�q)

1: f

2: fwf f w fw w f erster Fall, Widerspru
h.

3: fff w w ff w f zweiter Fall, Widerspru
h.
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Die Formel ist eine Tautologie

Kommentar:!

Hier gibt es zwei F

�

alle zu untersu
hen, da die Bisubjunktion (der Haupt-

operator) den Wert f annimmt, wenn das Vorderglied wahr und das

Hinterglied fals
h ist oder umgekehrt. Der erste Fall f

�

uhrt zum Wider-

spru
h. Weil jedo
h der zweite Fall m

�

ogli
herweise eine Belegung ist, bei

der die Formel den Wert f annimmt, mu� er au
h untersu
ht werden.

Er f

�

uhrt ebenfalls zum Widerspru
h. Folgli
h gibt es keine Belegung,

bei der die Formel den Wert f annimmt, sie ist eine Tautologie.

m) Keine Tautologie

n) Tautologie

o) Tautologie

p) Keine Tautologie

q) Tautologie

L

�

osung 2.1.5:2.1.5

a) p�q�(q�p)

wwff ffw

Widerspru
h { die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar:!

Eine Formel mit dem Operator � wird nur fals
h, wenn das Hinterglied

wahr und das Vorderglied fals
h wird. Ber

�

u
ksi
htigt man dies, erh

�

alt

man na
h gewohnter Anwendung des Verfahrens den Widerspru
h.

b) p�q�(�p��q)

wwff f wf w f

Widerspru
h { die Formel ist eine Tautologie.

L

�

osung 2.1.6:2.1.6

a) A: (p ^ q ^ �r) _ (�p ^ �q ^ r)

B: �(p ^ �q ^ �r) ^ �(�p ^ �q ^ �r) oder (q _ r) _ (p ^ �p)

C: (p ^ �q ^ �r) _ (�p ^ q ^ r) _ (�p ^ �q ^ �r)

Kommentar:!

Es gibt weitere ri
htige L

�

osungen. Allerdings rei
ht die f

�

ur B nahelie-

gende L

�

osung q _ r ni
ht aus, denn es sollen alle Aussagenvariablen

vorkommen.

b) Es gibt zwei Strategien, systematis
h vorzugehen: Bei der ersten s
haut

man, unter wel
hen Bedingungen die gesu
hte Formel, den Wert w an-

nehmen soll. Bei Formel A aus der vorigen Aufgabe sind dies zwei F

�

alle.

So soll z.B. A wahr werden, wenn p und q wahr, r jedo
h fals
h ist. Die
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Formel (p ^ q ^ �r) ist genau dann wahr. Ebenso ist (�p ^ �q ^ r)

genau dann wahr, wenn r wahr, p und q jedo
h fals
h sind. Wenn man

nun diese beiden Formeln mit oder verkn

�

upft, wird die erhaltene Formel

genau in den beiden geforderten F

�

allen wahr, in den

�

ubrigen fals
h.

Bei der zweiten Strategie s
haut man, unter wel
hen Bedingungen die

Formel den Wert f annehmen soll. F

�

ur die Formel B ist dies der bessere

Weg, weil statt se
hs nur zwei F

�

alle untersu
ht werden m

�

ussen. So ist

o�enbar die Formel �(p^ �q^ �r) genau dann fals
h, wenn p wahr, q

und r aber fals
h sind. Au�erdem ist �(�p^ �q^ �r) nur dann fals
h,

wenn alle drei Variablen fals
h sind. Beide Formeln mit und verkn

�

upft

geben die gesu
hte Formel B, weil die Konjunktion fals
h wird, sobald

eines ihrer Glieder fals
h ist.

L

�

osung 2.1.7: 2.1.7

Mit Hilfe des in der vorigen Aufgabe vorgestellten systematis
hen Verfahrens

erh

�

alt man folgende L

�

osungen (es gibt au
h weitere):

a) (p ^ q ^ �r) _ (p ^ �q ^ r) _ (p ^ q ^ �r)

b) �(p ^ q ^ r)


) (p ^ q ^ �r) _ (p ^ �q ^ r) _ (p ^ q ^ �r) _ (p ^ q ^ r)

Kommentar: !

Eine elegante L

�

osung ist au
h (p ^ q) _ (q ^ r) _ (p ^ r).

d) �(�p ^ �q ^ �r)

e) (p ^ �q ^ �r) _ (�p ^ �q ^ r) _ (�p ^ q ^ �r) _ (�p ^ �q ^ �r)

Kommentar: !

Analog zu Aufgabe 
) l

�

a�t si
h folgendende L

�

osung �nden:

(�p ^ �q) _ (�q ^ �r) _ (�p ^ �r)

L

�

osung 2.1.8: 2.1.8

Eine m

�

ogli
he L

�

osung ist folgende Menge: fp; q; �(p ^ q)g.

L

�

osung 2.1.9: 2.1.9

a) p {

"

I
h gehe ins Theater\, q {

"

I
h gehe ins Kino\

Urspr

�

ungli
he Aussage: p _ q

Verneinte Aussage: �(p _ q) � �p ^ �q

I
h gehe ni
ht ins Theater und ni
ht ins Kino.

b) p {

"

I
h kam\, q {

"

I
h sah\, r {

"

I
h siegte\

Urspr

�

ungli
he Aussage: p ^ q ^ r

Verneinte Aussage: �(p ^ q ^ r) � �p _ �q _ �r

I
h bin ni
ht gekommen, (oder) habe es ni
ht gesehen oder habe ni
ht

gesiegt.
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) p {

"

Es regnet\, q {

"

Die Stra�e wird na�\

Urspr

�

ungli
he Aussage: p � q

Verneinte Aussage: �(p � q) � p ^ �q

Es regnet und die Stra�e wird ni
ht na�.

d) p {

"

Der G

�

artner war der M

�

order\, q {

"

Der Butler war der M

�

order\

Urspr

�

ungli
he Aussage: �(p � q)

Verneinte Aussage: p � q

Der G

�

artner war der M

�

order genau dann, wenn es au
h der Butler war.

Kommentar:!

Der verneinte Satz s
hlie�t ni
ht aus, da� keiner von beiden der M

�

order

war.

e) p {

"

I
h bestehe die Logik{Klausur\, q {

"

I
h ma
he meine Zwis
hen-

pr

�

ufung\, r {

"

I
h gehe f

�

ur ein Jahr na
h Frankrei
h\

Urspr

�

ungli
he Aussage: p � q _ r

Verneinte Aussage: �(p � q _ r) � p ^ �(q _ r) � p ^ �q ^ �r

I
h ma
he ni
ht meine Zwis
henpr

�

ufung und gehe ni
ht f

�

ur ein Jahr

na
h Frankrei
h und i
h bestehe meine Logik-Klausur.

L

�

osung 2.1.10:2.1.10

a) Die Frau ist S
hurkin und der Mann ein Ritter.

A = �q

1

^ �q

2

(

"

I
h bin kein Ritter und mein Mann au
h ni
ht.\)

q

1

� �q

1

^ �q

2

ist genau dann wahr, wenn q

1

fals
h und q

2

wahr ist.

(L

�

a�t si
h lei
ht mit einer Wahrheitstabelle pr

�

ufen.)

b) Wer die Antwort gab ist ein Ritter und dessen Ehepartner ein S
hurke.

A = �q

1

_ �q

2

(

"

I
h bin S
hurke oder mein Ehepartner oder wir bei-

de.\)

q

1

� �q

1

_ �q

2

ist wahr genau dann, wenn q

1

wahr und q

2

fals
h ist


) Beide sind Ritter. (A = q

1

� q

2

)

d) Es gibt zwei M

�

ogli
hkeiten:

1. Beide sind Ritter.

2. Die Frau ist S
hurkin und der Mann Ritter.

Das hei�t, da� der Mann ein Ritter ist und

�

uber die Frau logis
h ni
hts

folgt. (A = q

1

� q

2

)
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�
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2.2 Quasisyntaktis
he De�nitionen, Funktionale

Vollst

�

andigkeit und Unabh

�

angigkeit

(L

�

osungen ab Seite 28)

Aufgabe 2.2.1: / / /

De�nieren Sie . . .

a) . . . im System NS (bestehend aus Negation und Subjunktion) die

Adjunktion, die Konjunktion, die Negatadjunktion und die Bisubjunk-

tion!

b) . . . in einem System mit den Grundoperatoren Negatadjunktion, Ne-

gation die Konjunktion!


) . . . in einer Aussagenalgebra mit den Operatoren Negation und Kon-

junktion folgende Operatoren: _, �, �, y!

d) . . . in einem System von Grundoperatoren Negatkonjunktion, Nega-

tion die Subjunktion!

e) . . . folgende zweistellige Funktionen im System mit den Operatoren Ne-

gation, Adjunktion und Subjunktion!

A B F (A;B) F

0

(A;B) F

00

(A;B) F

000

(A;B)

w w w w f f

w f w w f w

f w w f w w

f f w w f f

Aufgabe 2.2.2: / / /

Wir de�nieren die Operatoren Replikation (�), Disjunktion (�) und S
harf

(℄) wie folgt:

A B A � B A � B A℄B

w w w f w

w f w w w

f w f w f

f f w f f

a) De�nieren Sie im System aus Negation und Replikation die Subjunkti-

on!

b) De�nieren Sie im System aus Negation und Disjunktion die Bisubjunk-

tion!


) De�nieren Sie S
harf quasisyntaktis
h im System aus Negation, Ad-

junktion und Konjunktion unter Verwendung von mindestens zwei ver-

s
hiedenen Metavariablen!
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Aufgabe 2.2.3:. . .

Es gelten folgende quasisyntaktis
he De�nitionen:

(A�B) �

Def.

(B � (B ^A))

(A
B) �

Def.

(�B _ (B ^A))

a) Geben Sie die Wertetabelle f

�

ur die Operatoren � und 
 an!

b)

�

Uberpr

�

ufen Sie, ob die folgende Formel eine Tautologie ist: (p� (p^ q))

Aufgabe 2.2.4:. . .

Gegeben ist ein System mit den aussagenlogis
hen Operatoren Negation

(�), Konjunktion (^) und Adjunktion (_).

a) Wel
he Operatoren sind abh

�

angig und wel
he unabh

�

angig in diesem

System?

b) Wel
he zwei der Grundoperatoren bilden ein funktional vollst

�

andiges

System?

Aufgabe 2.2.5:. . .

Gegeben ist ist die funktional vollst

�

andige und funktional unabh

�

angige Aus-

sagenalgebra mit den Grundoperatoren �;_. De�nieren Sie in diesem Sy-

stem von Grundoperatoren die Negatadjunktion und nennen Sie eine Teil-

menge von Operatoren des neuen Systems f

�

ur die gilt: sie bildet ein funk-

tional unvollst

�

andiges und funktional unabh

�

angiges System von Grundope-

ratoren.

Aufgabe 2.2.6:. . .

Beweisen Sie, da� das System von Grundoperatoren h�;^i funktional voll-

st

�

andig ist und benutzen Sie dazu die funktionale Vollst

�

andigkeit von h�;_i!

Aufgabe 2.2.7:. . .

Zeigen Sie, da� das System NS (mit den Grundoperatoren Negation und

Subjunktion) funktional unabh

�

angig ist!

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 2.2.1:2.2.1

a) A _B �

Def.

�A � B

A ^B �

Def.

�(A � �B)

AjB �

Def.

A � �B

A � B �

Def.

�((A � B) � �(B � A))

Kommentar:!

Die Adjunktion wird nur dann fals
h, wenn beide Adjunktionsglieder
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fals
h sind. Die Subjunktion wird nur dann fals
h, wenn das Antezedens

wahr und das Konsequens fals
h ist. Wenn m

�

ussen nun eine Subjunkti-

on bekommen, die genau dann fals
h wird, wenn A und B fals
h sind.

Diese Subjunktion ist o�enbar �A � B, weil dann ihr Antezedens wahr

und ihr Konsequens fals
h ist.

Die Konjunktion wird nur wahr, wenn sowohl A als au
h B wahr sind.

Weil die Subjunktion nur bei einer Belegung fals
h wird und sonst wahr

ist, konstruieren wir also zun

�

a
hst eine Subjunktion, die nur dann fals
h

wird, wenn A und B wahr sind { das ist (A � �B) { und negieren die-

se dann. Die Formel �(A � �B) wird also au
h nur dann wahr, wenn

sowohl A als au
h B wahr sind. Sie ist

�

aquivalent zu A ^ B und dient

daher als quasisyntaktis
he De�nition der Konjunktion.

Die Negatadjunktion ist bekanntli
h die Negation der Konjunktion (al-

so AjB � �(A^B)). Die bereits gefundene quasisyntaktis
he De�nition

der Konjunktion in NS mu� also nur no
h negiert werden, um die der

Negatadjunktion zu erhalten.

F

�

ur die Bisubjunktion wissen wir, da� die folgende

�

Aquivalenz gilt:

A � B � (A � B) ^ (B � A). In der zweiten Formel m

�

ussen wir nur

no
h die Konjunktion beseitigen, indem wir die bereits gefundene De-

�nition anwenden. F

�

ur das A in �(A � �B) setzen wir also (A � B)

ein und f

�

ur das B wird (B � A) eingesetzt.

b) A ^B �

Def.

�(AjB)


) A _B �

Def.

�(�A ^ �B)

A � B �

Def.

�(A ^ �B)

A � B �

Def.

�(A ^ �B) ^ �(B ^ �A)

A yB �

Def.

�A ^ �B

d) A � B �

Def.

�(�A yB)

e) F (A;B) �

Def.

A _ �A _B

F

0

(A;B) �

Def.

�A � �B

F

00

(A;B) �

Def.

�(�A � �B)

F

000

(A;B) �

Def.

�(�A � �B) _ �(A � B)

Kommentar: !

Bei der De�nition von F (A;B) h

�

atte nat

�

urli
h A_�A oder au
h B_�B

gen

�

ugt. Da es si
h bei F aber um eine Funktion mit zwei Argumenten

handelt, ist es s
h

�

oner, wenn beide Argumente au
h in der De�nition

vorkommen.

Zu erw

�

ahnen ist no
h, da� �A � �B

�

aquivalent zu B � A ist, so da�

z.B. F

0

(A;B) au
h dur
h B � A de�niert werden kann.
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L

�

osung 2.2.2:2.2.2

a) A � B �

Def.

B � A

b) A � B �

Def.

�(A � B)


) A℄B �

Def.

A ^ (B _ �B)

Kommentar:!

W

�

ahrend die De�nitionen von Subjunktion und Bisubjunktion oben

"

naheliegend\ und

"

intuitiv\ sind, gibt es hier mehrere au
h intuitiv

glei
h gute L

�

osungen.

L

�

osung 2.2.3:2.2.3

a) A B A�B

w w w

w f w

f w f

f f w

[� B � (B ^A)℄

Die Wertetabelle f

�

ur (A
B) ist mit der von (A�B) identis
h.

b) Die Formel ist eine Tautologie.

L

�

osung 2.2.4:2.2.4

a) Abh

�

angig: _, ^

Unabh

�

angig: �

Kommentar:!

Die Adjunktion ist abh

�

angig, weil man sie dur
h Negation und Konjunk-

tion de�nieren kann. Ebenso kann man die Konjunktion dur
h Negation

und Adjunktion de�nieren, sie ist also au
h abh

�

angig.

b) Jeweils h�;^i und h�;_i bilden ein funktional vollst

�

andiges System.

Kommentar:!

Dur
h � und ^ kann man jeden beliebigen Operator de�nieren. Deswe-

gen ist das System aus diesen beiden Operatoren funktional vollst

�

andig.

Das glei
he gilt f

�

ur h�;_i.

L

�

osung 2.2.5:2.2.5

A j B �

Def.

�A _ �B;

h�i und au
h h_i sind funktional unvollst

�

andig und (trivialerweise) un-

abh

�

angig.

Kommentar:!

Die Negatadjunktion allein bildet ein vollst

�

andiges System, ist aber (trivia-

lerweise) unabh

�

angig; jedes System mit mehr als einem der drei Operatoren

ist funktional vollst

�

andig, darunter sind drei funktional abh

�

angige Systeme.
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L

�

osung 2.2.6: 2.2.6

Wir m

�

ussen ledigli
h die Adjunktion im System h�;^i de�nieren:

A _B �

Def.

�(�A ^ �B)

Aufgrund der Vollst

�

andigkeit von h�;_i k

�

onnen wir jeden Operator dur
h

Negation und Adjunktion de�nieren. Jede sol
he De�nition l

�

a�t si
h je-

do
h nun auf die Operatoren Negation und Konjunktion zur

�

u
kf

�

uhren (in-

dem man obige De�nition benutzt), und damit ist au
h h�;^i funktional

vollst

�

andig.

L

�

osung 2.2.7: 2.2.7

Zu zeigen ist, da� die Subjunktion ni
ht dur
h die Negation (a) und die

Negation ni
ht dur
h die Subjunktion (b) zu de�nieren ist.

a) Aus Variablen und der Negation lassen si
h nur Formel der Form A,

�A, ��A, . . . , � : : : �A aufbauen. Diejenigen mit einer geraden An-

zahl von � sind zu A

�

aquivalent, w

�

ahrend die mit einer ungeraden

Anzahl von � zu �A

�

aquivalent sind. Es lassen si
h also mit Hilfe der

Negation nur sol
he zweistelligen Funktionen F (A;B) de�nieren die

mit A, �A, B oder �B

�

aquivalent sind. Keine von diesen ist jedo
h

die Subjunktion.

b) Da� si
h die Negation ni
ht mit Hilfe der Subjunktion de�nieren l

�

a�t,

zeigen wir dur
h Induktion

�

uber die Anzahl der Vorkommen von �

in der De�nition. Eine quasisyntaktis
he De�nition der Negation h

�

atte

n

�

amli
h die Form �A �

Def.

B, wobei B eine Fomel w

�

are, die nur Sub-

junktionen und Aussagenvariablen enth

�

alt. Der folgende Induktionsbe-

weis zeigt nun, da� f

�

ur jedes B der bes
hriebenen Art B 6� �A gilt,

also da� dur
h keines der m

�

ogli
hen B die Negation de�niert werden

kann. Es sei S(X) die Anzahl der Subjunktionen in der Formel X.

Induktionsanfang: S(B) = 0. Dann ist B eine Aussagenvariable und

es gibt zwei M

�

ogli
hkeiten: B ist glei
h A oder ni
ht. In beiden F

�

allen

jedo
h gilt B 6� �A.

Induktionsannahme: Sei n � 1, dann gilt f

�

ur jede Fomel X mit S(X) <

n: X 6� �A.

Induktionss
hritt: Es sei S(B) = n. Dann gibt es Formeln C und D, so

da� B = C � D und S(C) < n und S(D) < n. Angenommen es gelte

�A � C � D, dann ist gem

�

a� der Wahrheitswerttabelle der Subjunk-

tion C eine Tautologie und D � �A. Letzteres widerspri
ht jedo
h der

Induktionsannahme. Also gilt A 6� C � D und damit au
h �A 6� B,

was zu zeigen war.
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2.3 Ersetzung und Einsetzung

(L

�

osungen ab Seite 33)

Die Formel A

0

ist das Resultat einer

Ersetzung der Teilformel B in A dur
h C

wenn sie dur
h Substitution von 0 oder mehr Vorkommen von

B dur
h C aus der Formel A erhalten wurde; und einer

Einsetzung von C f

�

ur die Aussagenvariable a in A

wenn sie dur
h Substitution aller Vorkommen von a dur
h C

aus der Formel A erhalten wurde.

Aufgabe 2.3.1:. . .

Gegeben ist folgende Formel: �p � (p � p).

a) Nennen Sie alle Teilformeln dieser Formel!

b) Nennen Sie alle Resultate folgender Einsetzung:

�p � (p � p)fp = q � �qg


) Nennen Sie alle Resultate folgender Ersetzung:

�p � (p � p)[p = q � �q℄

Aufgabe 2.3.2:. . .

Geben Sie alle Formeln an, die mit folgenden Symbolen (mit e
kigen Klam-

mern f

�

ur die Ersetzung und ges
hweiften Klammern f

�

ur die Einsetzung)

bezei
hnet werden:

a) ((p

1

_ p

2

) � (�p

2

_ �p

1

))[p

1

= p � p℄

b) ((p

1

_ p

2

) � (�p

2

_ �p

1

))fp

1

= p � pg


) ((p

1

_ p

2

) � (�p

2

_ �p

1

))fp

1

; p

2

= p � p; p � pg

Aufgabe 2.3.3:. . .

Betra
hten Sie die Formel (p � r) ^ (q � r) � (p _ q � r). Formulieren Sie

eine Einsetzung f

�

ur p und eine Ersetzung von p in der Formel so, da� diese

beiden ni
ht untereinander

�

aquivalent sind, und nennen Sie diejenige Ihrer

Formeln, die zu der Ausgangsformel

�

aquivalent ist!

Aufgabe 2.3.4:. . .

Angenommen, das Resultat einer Ersetzung C[A = B℄ sei die aussagenlogi-

s
he Formel q � ((p^ q) � (p^ q)), A sei die Formel p und B sei die Formel

p ^ q. Wel
he Formel ist dann C?
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L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 2.3.1: 2.3.1

a) p, �p, p � p, �p � (p � p)

Kommentar: !

Anstelle der dritten Formel h

�

atte man au
h (p � p) s
hreiben k

�

onnen,

do
h werden hier und im Folgenden Klammern in der Regel konsequent

eingespart, wo es der

�

Ubersi
htli
hkeit ni
ht abtr

�

agli
h ist. Um zwei

vers
hiedene Teilformeln handelt es si
h dabei ni
ht, denn p � p ist

na
h Klammerkonvention eine Abk

�

urzung f

�

ur (p � p).

b) �(q � �q) � ((q � �q) � (q � �q))


) �p � (p � p)

�(q � �q) � (p � p)

�p � ((q � �q) � p)

�p � (p � (q � �q))

�(q � �q) � (p � (q � �q))

�(q � �q) � ((q � �q) � p)

�p � ((q � �q) � (q � �q))

�(q � �q) � ((q � �q) � (q � �q))

L

�

osung 2.3.2: 2.3.2

a) ((p

1

_ p

2

) � (�p

2

_ �p

1

))

((p

1

_ p

2

) � (�p

2

_ �(p � p)))

(((p � p) _ p

2

) � (�p

2

_ �p

1

))

(((p � p) _ p

2

) � (�p

2

_ �(p � p)))

b) (((p � p) _ p

2

) � (�p

2

_ �(p � p)))


) (((p � p) _ (p � p)) � (�(p � p) _ �(p � p)))

L

�

osung 2.3.3: 2.3.3

C bezei
hne die Ausgangsformel (p � r) ^ (q � r) � (p _ q � r),

a bezei
hne p,

B bezei
hne �q.

Einsetzung Cfa = Bg: (�q � r) ^ (q � r) � (�q _ q � r)

Ersetzung C[a = B℄: (p � r) ^ (q � r) � (�q _ q � r)

Die Einsetzung ist der Ausgangsformel

�

aquivalent.

Kommentar: !

Es gibt nat

�

urli
h weitere L

�

osungen. Die Einsetzung in die Ausgangsformel
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ist zu der Ausgangsformel

�

aquivalent, weil diese eine Tautologie ist und eine

Einsetzung in eine Tautologie immer eine Tautologie ergibt.

L

�

osung 2.3.4:2.3.4

Es gibt drei M

�

ogli
hkeiten:

q � (p � p) oder

q � ((p ^ q) � p) oder

q � (p � (p ^ q)) oder

q � ((p ^ q) � (p ^ q)).

2.4 Normalformtheorie

(L

�

osungen ab Seite 36)

Die Normalformtheorie bietet ein weiteres Ents
heidungsverfahren. Wegen

des Umfangs der Aufgaben halten wir es f

�

ur gere
htfertigt, einen eigenen

Abs
hnitt daf

�

ur zu reservieren.

Aufgabe 2.4.1:. . .

Wel
he der folgenden Formeln be�ndet si
h in der konjunktiven oder ad-

junktiven Normalform?

a) q _ (p ^ r)

b) p ^ �p _ q


) ��r

d) �q _ �p

e) p � q _ r

f) �q

g) p _ �p ^ q _ (r ^ p)

h) (p _ q) ^ (�q _ q _ �p) ^ �p

Aufgabe 2.4.2:. . .

�

Uberf

�

uhren Sie folgende Formeln in eine

�

aquivalente adjunktive Normalform!

Wel
he der Formeln ist eine Kontradiktion?

a) �(p � �p)

b) (p _ �p) � (q ^ �q)


) (p _ q) ^ �(�p � q)

d) pjq � p ^ q

e) p � q � p � p
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Aufgabe 2.4.3: / / /

�

Uberf

�

uhren Sie folgende Formeln in eine

�

aquivalente konjunktive Normal-

form! Wel
he der Formeln ist eine Tautologie?

a) p � p

b) �(r ^ �r)


) �p _ q � �(p ^ �q)

d) (�q � �p) � (p � (p ^ q))

e) pj(pjp)

Aufgabe 2.4.4: / / /

�

Uberpr

�

ufen sie mit Hilfe der Theorie der Normalformen, ob die folgenden

Formeln Tautologien, Kontradiktionen oder logis
h indeterminiert sind:

a) p � (q � p)

b) �p � (p � p)


) p _ �q � �(�p ^ q)

d) (p ^ q) ^ (p � �q)

e) �(q � �q)

f) �p � �(p � q � p)

g) p � �q � p � p

h) (p � q) _ (r � q) � (r � p)

i) (p � q) ^ (r � q) � (p � r)

j) p � (q ^ r) � (p � q)

Aufgabe 2.4.5: / / /

Zeigen Sie mit Hilfe von Normalformen, da� folgende Formeln Tautologien

sind:

a) (p ^ q) � (q ^ p)

b) ((p ^ p

1

) ^ p

2

) � (p ^ (p

1

^ p

2

))


) �(p ^ q) � �p _ �q

d) p � q � (p _ r � q _ r)

Aufgabe 2.4.6: / / /

a) Gegeben ist eine Formel, deren konjunktive und adjunktive Normalfor-

men keine Negation enthalten. Ist diese Formel eine Tautologie, eine

Kontradiktion oder logis
h indeterminiert?

b) Gegeben ist eine Formel, in deren konjunktiven und adjunktiven Nor-

malformen keine Aussagenvariablen ohne unmittelbar vorausgehende

Negation vorkommen. Ist diese Formel eine Tautologie, eine Kontradik-

tion oder logis
h indeterminiert?
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Aufgabe 2.4.7:. . .

F

�

ur jede aussagenlogis
he Formel l

�

a�t si
h eine ihr

�

aquivalente konjunktive

bzw. adjunktive Normalform �nden. So etwas wie eine

�

aquivalente

"

bisub-

junktive Normalform\, in der nur Negationen und Bisubjunktionen vorkom-

men, gibt es ni
ht f

�

ur jede Formel. Warum ni
ht?

Aufgabe 2.4.8:. . .

Erl

�

autern Sie, warum Sie aufgrund einer Eigens
haft der Normalformen einer

Formel

�

uber die Formel selbst aussagen k

�

onnen, ob sie eine Tautologie, eine

Kontradiktion oder logis
h indeterminiert ist!

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 2.4.1:2.4.1

a) Diese Formel ist eine Adjunktion der beiden elementaren Konjunktio-

nen q und (p ^ r) und be�ndet si
h damit in der adjunktiven Normal-

form.

Kommentar:!

q ist eine elementare Formel (das hei�t: eine alleinstehende Aussagen-

variable oder eine Negation einer Aussagenvariablen) und deshalb eine

elementare Konjunktion (das hei�t: eine elementare Formel oder eine

links geklammerte Konjunktion elementarer Formeln). (p ^ r) ist ei-

ne links geklammerte Konjunktion der elementaren Formeln p und r

und daher eine elementare Konjunktion. Die angegebene Adjunktion

der beiden Formeln ist unter Ber

�

u
ksi
htigung der Konvention

�

uber die

Einsparung von Au�enklammern in adjunktiver Normalform.

b) Diese Formel ist eine Adjunktion der beiden elementaren Konjunktio-

nen p ^ �p und q und be�ndet si
h damit in der adjunktiven Normal-

form.

Kommentar:!

Um p ^ �p hat man Klammern na
h der Klammernkonvention ein-

zuf

�

ugen, denn die Konjunktion bindet laut dieser Vereinbarung st

�

arker

als die Adjunktion. Man sieht dann lei
ht, da� die Formel eine (links

geklammerte) Adjunktion elementarer Konjunktionen ist und si
h also

in der adjunktiven Normalform be�ndet.


) Diese Formel be�ndet si
h ni
ht in einer Normalform, denn in einer

Normalform darf keine doppelte Negation vorkommen.
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d) Diese Formel be�ndet si
h sowohl in der adjunktiven als au
h in der

konjunktiven Normalform. Im ersten Fall interpretiert man die Formel

als eine Adjunktion der beiden elementaren Konjunktionen �q und �p,

w

�

ahrend man im zweiten Fall die gesamte Formel als elementare Ad-

junktion der elementaren Formeln �q und �p au�a�t. Na
h De�nition

sind elementare Adjunktionen in konjunktiver Normalform.

e) Wegen des Vorkommens der Subjunktion be�ndet si
h die Formel in

keiner Normalform.

f) Diese (elementare) Formel be�ndet si
h in der adjunktiven und in der

konjunktiven Normalform.

Kommentar: !

Sie ist als elementare Formel eine elementare Adjunktion und eine ele-

mentare Konjunktion; als einziges Glied einer (entarteten) Konjunktion

bzw. Adjunktion aufgefa�t be�ndet sie si
h in der entspre
henden Nor-

malform.

g) Die Formel be�ndet si
h in der adjunktiven Normalform.

h) Die Formel be�ndet si
h in der konjunktiven Normalform.

L

�

osung 2.4.2: 2.4.2

Wir verwenden in dieser und in den folgenden Aufgaben folgende Abk

�

urzun-

gen zur Kommentierung der

�

Ubef

�

uhrungss
hritte (re
hts neben den For-

meln):

AF Ausgangsformel

S/A A � B � �A _B

B/K A � B � (�A _B) ^ (A _ �B)

DM �(A ^B) � �A _ �B

�(A _B) � �A ^ �B

Neg ��A � A

Dstr (A _B) ^ C � C ^ (A _B) � (A ^ C) _ (B ^ C)

(A ^B) _ C � C _ (A ^B) � (A _ C) ^ (B _ C)

Ass A _ (B _ C) � (A _B) _ C

A ^ (B ^ C) � (A ^B) ^ C

Dopp A ^A � A

A _A � A
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Aus ein und derselben Formel kann man unters
hiedli
he Normalformen die-

ser Formel erhalten. Das hei�t, da� die angegebene L

�

osung ni
ht die einzig

m

�

ogli
he ist. Glei
hwohl ist das Ergebnis der

�

Uberpr

�

ufung, ob die Ausgangs-

formel eine Tautologie, eine Kontradiktion oder logis
h indeterminiert ist,

trotz unters
hiedli
her Normalformen eindeutig.

a) 1. �(p � �p) AF

2. �(�p _ �p) S/A

3. p ^ p DM

Die letzte Formel be�ndet si
h bereits in der adjunktiven Normalform.

Sie ist eine elementare Konjunktion und das einzige Glied einer (entar-

teten) Adjunktion elementarer Konjunktionen.

Weil sie ni
ht eine Aussagenvariable und ihr Negat enth

�

alt, ist die For-

mel keine Kontradiktion und die Ausgangsformel damit au
h ni
ht. (Das

bedeutet jedo
h ni
ht, dass die Formel eine Tautologie sein mu�, sie

k

�

onnte au
h logis
h indeterminiert sein.)

Kommentar:!

In der Ausgangsformel wurde im ersten S
hritt die Subjunktion

�

aqui-

valent dur
h Negation und Adjunktion ersetzt. Im Ergebnis dieser Er-

setzung in Zeile 2 wurde na
h einer der De Morgans
hen Regeln die

negierte Adjunktion dur
h die Konjunktion der Negate ersetzt. Je na
h

Formulierung der Regeln wurden doppelte Negationen beseitigt.

Die Formel in Zeile 3 ist keine Kontradiktion. Die Formel in Zeile 1, die

Ausgangsformel, ist ihr

�

aquivalent, weil gilt:

Satz 1

1. Wenn A � B, so C � C[A=B℄ (Ersetzbarkeitstheorem).

2. Wenn A � B und B � C, so A � C (Transitivit

�

at).

3. Die genannten Ersetzungen sind

�

aquivalente Ersetzungen, d.h., die

zu ersetzende Teilformel und die substituierte Formel sind

�

aquiva-

lent.

Daher ist die Ausgangsformel ebenfalls keine Kontradiktion.

b) 1. (p _ �p) � (q ^ �q) AF

2. �(p _ �p) _ (q ^ �q) S/A

3. (�p ^ ��p) _ (q ^ �q) DM

4. (�p ^ p) _ (q ^ �q) Neg
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Die letzte Formel be�ndet si
h in der adjunktiven Normalform und jede

der elementaren Konjunktionen enth

�

alt eine Aussagenvariable und ihr

Negat. Deshalb ist die Formel { und damit au
h die Ausgangsformel {

eine Kontradiktion.


) (p ^ �p ^ �q) _ (q ^ �p ^ �q)

Die Formel ist eine Kontradiktion.

d) (p ^ q ^ �p) _ (p ^ q ^ �q)

Die Formel ist eine Kontradiktion. Vgl. [5℄, S. 63, zweites Beispiel.

e) �p ^ �p _ q ^ �p _ p

Die Formel ist keine Kontradiktion.

L

�

osung 2.4.3: 2.4.3

a) 1. p � p AF

2. (�p _ p) ^ (p _ �p) B/K

Die letzte Formel ist in der konjunktiven Normalform. Jede der elemen-

taren Adjunktionen enth

�

alt eine Aussagenvariable und ihr Negat, daher

ist die Formel eine Tautologie, ebenso wie die Ausgangsformel.

b) 1. �(r ^ �r) AF

2. �r _ r DM

Die letzte Formel be�ndet si
h bereits in der konjunktiven Normalform.

Sie ist eine Tautologie.


) 1. �p _ q � �(p ^ �q) AF

2. �(�p _ q) _ �(p ^ �q) S/A

3. (p ^ �q) _ �p _ q DM

4. (p _ �p _ q) ^ (�q _ �p _ q) Dstr

Die letzte Formel ist in der konjunktiven Normalform. Sie ist eine Tau-

tologie.



40 KAPITEL 2. AUSSAGENALGEBRA

d) 1. (�q � �p) � (p � (p ^ q)) AF

2. (��q _ �p) � (�p _ (p ^ q)) 2� S/A

3. �(q _ �p) _ (�p _ (p ^ q)) S/A; Neg

4. �q ^ p _ (�p _ (p ^ q)) DM

5. �q ^ p _ (�p _ p) ^ (�p _ q) Dstr

6. (�q _ (�p _ p) ^ (�p _ q))^

^(p _ (�p _ p) ^ (�p _ q)) Dstr

7. (�q _ �p _ p) ^ (�q _ �p _ p)^

^(p _ �p _ q) ^ (p _ �p _ q) Dstr

Die letzte Formel ist in der konjunktiven Normalform. Sie ist eine Tau-

tologie.

e) �p _ p

Die Formel ist eine Tautologie.

L

�

osung 2.4.4:2.4.4

a) 1. p � (q � p) AF

2. �p _ (q � p) S/A

3. �p _ (�q _ p) S/A

4. (�p _ �q) _ p Ass

Die letzte Formel der Aufz

�

ahlung ist eine elementare Adjunktion, da-

her in konjunktiver Normalform. Sie enth

�

alt eine Aussagenvariable und

deren Negat (p und �p) und ist deshalb eine Tautologie.

Kommentar:!

Die S
hritte 2 und 3 sind Anwendungen derselben Regel auf vers
hie-

dene Vorkommen der Subjunktion: Im Falle von 2 spielt die Teilformel

p die Rolle von A in S/A und (q � p) die von B, im S
hritt 3 wird

q als A und das zweite Vorkommen von p in p � (q � p) als B inter-

pretiert. Die beiden S
hritte h

�

atten au
h in umgekehrter Reihenfolge

erfolgen k

�

onnen. Der letzte S
hritt wird unter der oben eingef

�

uhrten

Klammernkonvention (Linksklammerung bei ungeklammerten glei
hen

Operatoren)

�

ubli
herweise dur
h einfa
hes Weglassen der Klammern

gegangen. Sind in einer Formel in konjunktiver Normalform in jeder

elementaren Adjunktion (mindestens) eine Aussagenvariable gemein-

sam mit ihrem Negat enthalten, dann ist die Formel eine Tautologie.

S
hlie�li
h nimmt bei jeder Belegung der vorkommenden Aussagenva-

riablen entweder die fragli
he Aussagenvariable oder deren Negation

den Wert w an und damit au
h die elementare Adjunktion. Da die Kon-

junktion von Tautologien eine Tautologie ist, ist die Formel unter diesen

Bedingungen selbst eine Tautologie.
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b) ANF: p _ �p { keine Kontradiktion

KNF: p _ �p { Tautologie


) ANF: �p ^ q _ p _ �q { keine Kontradiktion

KNF: (�p _ p _ �q) ^ (q _ p _ �q) { Tautologie

d) KNF: p ^ q ^ (�p _ �q) { keine Tautologie

ANF: (p ^ q ^ �p) _ (p ^ q ^ �q) { Kontradiktion

e) ANF: q _ �q { keine Kontradiktion

KNF: q _ �q { Tautologie

f) ANF: p _ (�p ^ �p) _ (�p ^ q) { keine Kontradiktion

KNF: (p _ �p _ �p) ^ (p _ �p _ q) { Tautologie

g) ANF: �p ^ �p _ �p ^ �q _ p { keine Kontradiktion

KNF: (�p _ �q _ p) ^ (�p _ p) { Tautologie

h) ANF: p ^ �q ^ r ^ �q _ �r _ p { keine Kontradiktion

KNF: (�r _ p _ p) ^ (�q _ �r _ p) ^ (r _ �r _ p) { keine Tautologie

Die Formel ist also logis
h indeterminiert.

i) ANF: p ^ �q _ r ^ �q _ �p _ r { keine Kontradiktion

KNF: (p_r_�p_r)^(�q_r_�p_r)^(p_�q_�p_r)^(�q_�q_�p_r)

{ keine Tautologie

Die Formel ist also logis
h indeterminiert.

j) ANF: p ^ �q _ p ^ �r _ �p _ q { keine Kontradiktion

KNF: (p_�p_q)^(�q_p_�p_q)^(p_�r_�p_q)^(�q_�r_�p_q)

{ Tautologie

L

�

osung 2.4.5: 2.4.5

a) KNF: (�p _ �q _ q) ^ (p _ �p _ �q) { Tautologie

Kommentar: !

Es gen

�

ugt o�enbar, die Formel in eine konjunktive Normalform zu

�

uberf

�

uhren und festzustellen , da� in jeder elementaren Adjunktion eine

Aussagenvariable und ihr Negat vorkommen.

b) KNF: (p_�p_�p

1

_�p

2

)^(p

1

_�p_�p

1

_�p

2

)^(p

2

_�p_�p

1

_�p

2

)


) KNF: (p _ �p _ �q)^ (q _ �p _ �q)^ (�p _ �q _ p) ^ (�p _ �q _ q)

d) KNF: (�p_p_q_r)^(�r_p_q_r)^(�p_ �q_q_r)^(�r_ �q_q_r)

L

�

osung 2.4.6: 2.4.6

a) Die Formel ist logis
h indeterminiert. Wenn n

�

amli
h die Formel eine

Tautologie w

�

are, dann m

�

u�te in ihrer KNF jede elementare Adjunktion

eine Aussagenvariable und ihr Negat enthalten. Das ist aber ni
ht der

Fall, weil die KNF keine Negationen enth

�

alt. Ebenso enth

�

alt die ANF

keine Negationen, was aber ganz analog der Fall sein m

�

u�te, falls die

Formel eine Kontradiktion w

�

are.
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b) Au
h diese Formel ist logis
h indeterminiert, denn au
h in diesem Fall

ist es ni
ht m

�

ogli
h, da� in den Normalformen eine Aussagenvariable

und ihr Negat enthalten sind, weil keine unnegierten Variablen vorkom-

men.

L

�

osung 2.4.7:2.4.7

Da das System von Grundoperatoren hNegation, Bisubjunktioni ni
ht funk-

tional vollst

�

andig ist, kann man ni
ht jede Formel in eine

�

aquivalente Formel

mit nur diesen beiden Operatoren umformen.

L

�

osung 2.4.8:2.4.8

Weil na
h dem Ersetzbarkeitstheorem

�

aquivalente Ersetzungen von Teilfor-

meln zu

�

aquivalenten Ersetzungsergebnissen f

�

uhren und im Verfahren zur

Herbeif

�

uhrung der konjunktiven und adjunktiven Normalformen Teilformeln

dur
h

�

aquivalente Formeln ersetzt werden, ist au
h die Formel in der Nor-

malform (wegen der Transitivit

�

at der

�

Aquivalenz)

�

aquivalent zu der Aus-

gangsformel.

2.5 Ri
htig oder fals
h?

(L

�

osungen ab Seite 168)

Aufgabe 2.5.1:. . .

a) Jede aussagenlogis
he Formel hat einen Wahrheitswert.

b) Jede aussagenlogis
he Formel hat einen Werteverlauf.


) Der Wahrheitswert einer Formel bei einer Belegung der vorkommen-

den Variablen h

�

angt davon ab, was mit dem Hauptoperator der Formel

gemeint ist.

d) Der Wahrheitswert einer Formel bei einer Belegung der vorkommenden

Variablen h

�

angt von der Belegung und den Wertetabellen der vorkom-

menden Operatoren ab.

e) Wenn eine Formel und die Belegung der vorkommenden Variablen mit

Wahrheitswerten gegeben sind, so kann der Wahrheitswert der Formel

bei dieser Belegung stets eindeutig bere
hnet werden.

f) Wenn eine Formel und ein Wahrheitswert f

�

ur diese Formel gegeben sind,

so kann die dazugeh

�

orige Belegung der in der Formel vorkommenden

Variablen stets eindeutig bere
hnet werden.
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Aufgabe 2.5.2: / / /

Wir betra
hten das System mit den Grundoperatoren Negation, Konjunk-

tion und Bisubjunktion. Das System ist . . .

a) . . . funktional abh

�

angig, weil die Bisubjunktion dur
h Negation und

Konjunktion de�niert werden kann.

b) . . . funktional unabh

�

angig, weil die Konjunktion ni
ht dur
h Negation

und Bisubjunktion de�niert werden kann.


) . . . funktional abh

�

angig, weil die Konjunktion dur
h Negation und Bi-

subjunktion de�niert werden kann.

d) . . . funktional vollst

�

andig, weil jede aussagenlogis
he Funktion dur
h

Negation und Konjunktion de�niert werden kann.

e) . . . funktional unvollst

�

andig, weil ni
ht jede aussagenlogis
he Funktion

dur
h Negation und Bisubjunktion de�niert werden kann.

f) . . . funktional vollst

�

andig, weil die Bisubjunktion dur
h Negation und

Konjunktion de�niert werden kann.

Aufgabe 2.5.3: / / /

Ri
htig oder fals
h? (Begr

�

unden Sie Ihre Antwort!)

a) Wenn das Resultat einer Einsetzung eine Kontradiktion ist, dann ist

die Formel, in die eingesetzt wurde, stets eine Tautologie.

b) Wenn in einer Tautologie eine Aussagenvariable an allen Stellen ihres

Vorkommens dur
h eine beliebige Formel ersetzt wird, ist das Ergebnis

wieder eine Tautologie.


) Wenn Afa=Bg eine Tautologie ist, so ist A eine Tautologie.

d) Wenn Afa=Bg eine Tautologie ist, so ist A erf

�

ullbar.

e) Wenn A eine logis
h indeterminierte Formel ist, so ist au
h Afa=Bg

indeterminiert.





Kapitel 3

Deduktive aussagenlogis
he

Systeme

In diesem Kapitel geht es haupts

�

a
hli
h um das Beweisen von Theoremen.

Egal in wel
hem System die Beweise gef

�

uhrt werden { stets ist es erlaubt,

bereits bewiesene Theoreme als Zeilen zu den Beweisen hinzuzuf

�

ugen. Dabei

mu� man si
h jedo
h streng an die Reihenfolge halten und darauf a
hten, da�

man ni
ht erst ein Theorem mit Hilfe des anderen und dana
h dieses andere

mit Hilfe des ersten

"

beweist\. F

�

ur die L

�

osungen der Aufgaben in diesem und

in sp

�

ateren Kapiteln darf also stets nur auf die Theoreme zur

�

u
kgegri�en

werden, die in diesem Bu
h bereits vor der jeweiligen Aufgabe bewiesen

wurden.

3.1 Ein axiomatis
her Aufbau der Aussagenlogik

(L

�

osungen ab Seite 48)

Wir verwenden in diesem Abs
hnitt eine Axiomatik NS

�

uber einer

Spra
he mit Negation und Subjunktion und mit den folgenden Axio-

men und Regeln:

45
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A1 p � (q � p)

A2 (p � (q � r)) � ((p � q) � (p � r))

A3 (�p � �q) � (q � p)

ER

A

Afa=Bg

(wobei a eine Aussagenvariable und B eine For-

mel ist)

AR

A � B

A

B

Neben dem herk

�

ommli
hen Beweisbegri� verwenden wir den Begri�

der Ableitung einer Formel B aus den Formeln A

1

; : : : ; A

n

(symbolis
h: A

1

; : : : ; A

n

` B). Damit ist eine endli
he Folge von For-

meln gemeint, deren letztes Glied die Formel B ist und von denen je-

de entweder eine der sogenannten Annahmeformeln A

1

; : : : ; A

n

oder

eine Variante eines Axioms ist oder aus zwei vorhergehenden Glie-

dern der Folge mit Hilfe der Regel AR oder aus einem vorherge-

henden Glied mit Hilfe der Regel ER erhalten wurde, wobei bei der

Anwendung von ER nur f

�

ur sol
he Variablen eingesetzt werden darf,

die ni
ht in den Annahmeformeln vorkommen.

Unter einer Variante eines Axioms verstehen wir eine Formel B,

die man aus einem der drei Axiome dur
h eine Einsetzung erh

�

alt,

bei der f

�

ur vers
hiedene Variablen wieder vers
hiedene Variablen

eingesetzt werden. Beispielsweise ist q � (r � q) eine Variante von

A1, q � (q � q) jedo
h ni
ht. Analog verwenden wir den Begri�

Variante eines Theorems.

Aufgabe 3.1.1:. . .

(F

�

ur die L

�

osung dieser Aufgabe mu� an einer Stelle auf das Theorem p � p

zur

�

u
kgegri�en werden, dessen Beweis si
h z.B. in [5, S. 106℄ �ndet.)

Beweisen Sie folgende Ableitbarkeitsbeziehungen im axiomatis
hen Kalk

�

ul

NS:

a) p � q; q � r; p ` r

b) p � (q � r); p � q; p ` r


) p � q � r; q ` r

d) q � r; p � q; (q � q) � p ` r

e) p � q � (q � r � p

1

); r; q ` p

1
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Aufgabe 3.1.2: / / /

Betra
hten Sie die Ableitungen aus Aufgabe 3.1.1 und formulieren Sie die

Theoreme, die Sie na
h entspre
hender Anwendung des Deduktionstheorems

als beweisbar erkennen!

Aufgabe 3.1.3: / / /

Beweisen Sie die folgenden Ableitbarkeitsbeziehungen! Benutzen Sie f

�

ur

Ihre Beweise den Satz:

Satz 2 Wenn A

1

; : : : ; A

n

; �B ` C und A

1

; : : : ; A

n

; �B ` �C, so

A

1

; : : : ; A

n

` B.

a) p � q; �q ` �p

b) p; �q ` �(p � q)


) �q � �r; p

1

; p

1

� �q ` �(p

1

� r)

d) r � q; p

1

; p

1

� �q ` �(�r � �p

1

)

Aufgabe 3.1.4: / / /

Beweisen Sie folgende Theoreme im Kalk

�

ul NS, ohne das Deduktionstheorem

zu benutzen!

a) q � (�r � �q � (q � r))

b) �p � (p � q)

Aufgabe 3.1.5: / / /

Beweisen Sie die folgenden Theoreme im Kalk

�

ul NS, ggf. unter Verwendung

von bereits bewiesenen Theoremen!

a) p � q � (�q � �p)

b) p � (p � q) � (p � q)


) ��p � p

Aufgabe 3.1.6: / / /

Die folgende Aufgabe stammt aus [1℄. Wir betra
hten ein formales System

mit einem Alphabet, das aus den Bu
hstaben M , I und U besteht. Aus

diesen werden sogenannte Ketten gebildet. Es gelten daf

�

ur folgende Axiome

und S
hlu�regeln:

Einziges Axiom:

MI

Regel 1:

Wenn am Ende einer Kette I steht, so kann U angeh

�

angt werden.

Regel 2:

Aus Mx kann man Mxx erhalten (x steht f

�

ur eine beliebige Kette).
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Regel 3:

Jedes Vorkommen von III kann dur
h U ersetzt werden.

Regel 4:

Kommt in einer Kette UU vor, kann man es strei
hen.

Kann man folgende Ketten mit diesen Axiomen und Regeln erzeugen? Wenn

ja, wie? Wenn nein, warum ni
ht?

a) MIIIIU

b) MIIUIIU


) MUIIU

d) MUIIIU

e) MU

Aufgabe 3.1.7:. . .

Gesetzt, jemand f

�

ugt zu den Axiomen von NS die Formel p � �r hinzu.

Aufgrund wel
her Eigens
haft von NS k

�

onnen Sie behaupten, da� q ^ �q in

fNS + (p � �r)g beweisbar ist?

Aufgabe 3.1.8:. . .

Gegeben sind zwei axiomatis
he Systeme S

1

und S

2

mit unters
hiedli
hen

Axiomen und Regeln.

a) Bekannt ist, da� beide Systeme semantis
h vollst

�

andig sind. Gilt die

Vermutung

"

F

�

ur jede Formel A gilt: `

S

1

A genau dann, wenn `

S

2

A\?

Begr

�

unden Sie ihre Antwort!

b) Bekannt ist, da� wenigstens eines der Theoreme von S

1

ni
ht Theorem

in S

2

ist. Gilt der Satz

"

Das System S

2

ist semantis
h unvollst

�

andig\?

Begr

�

unden Sie ihre Antwort!

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 3.1.1:3.1.1

In den L

�

osungen werden folgende Abk

�

urzungen verwendet:

AF Annahmeformel

VA Variante eines Axioms

VT Variante eines Theorems
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a) 1. p � q AF

2. q � r AF

3. p AF

4. q AR 3, 1

5. r AR 4, 2

b) 1. p � (q � r) AF

2. p � q AF

3. p AF

4. q AR 3, 2

5. q � r AR 3, 1

6. r AR 4, 5


) 1. p � q � r AF

2. q AF

3. q � (p � q) VA

4. p � q AR 2, 3

5. r AR 4, 1

d) 1. q � r AF

2. p � q AF

3. (q � q) � p AF

4. (q � q) VT

5. p AR 3, 4

6. q AR 5, 2

7. r AR 6, 1

Kommentar: !

Der Beweis ist ni
ht streng na
h De�nition gef

�

uhrt: In der vierten Zeile

wird dem Beweis eine Variante des Theorems p � p hinzugef

�

ugt, wobei

q f

�

ur p eingesetzt wird. Das ist deswegen erlaubt, weil es ja bei einem

bewiesenen Theorem m

�

ogli
h w

�

are, den gesamten Beweis an entspre-


hender Stelle einzuf

�

ugen. Damit w

�

are die Formel streng na
h De�nition

abgeleitet worden.
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e) 1. p � q � (q � r � p

1

) AF

2. r AF

3. q AF

4. q � (p � q) VA

5. p � q AR 3, 4

6. q � r � p

1

AR 5, 1

7. r � (q � r) VA

8. q � r AR 2, 7

9. p

1

AR 8, 6

L

�

osung 3.1.2:3.1.2

a) p � q � (q � r � (p � r))

b) p � (q � r) � (p � q � (p � r))


) p � q � r � (q � r)

d) q � r � (p � q � ((q � q) � p � r))

e) p � q � (q � r � p

1

) � (r � (q � p

1

))

Kommentar:!

Dur
h Vertaus
hung der Pr

�

amissen lassen si
h jeweils weitere Theoreme ge-

winnen. Wenn man z.B. statt

p � q; q � r; p ` r

die

�

aquivalente Ableitung

q � r; p � q; p ` r

betra
htet (es ist ja egal, in wel
her Reihenfolge die Pr

�

amissen ges
hrieben

werden), er

�

alt man als L

�

osung zu a) au
h folgendes Theorem:

q � r � (p � q � (p � r))

Dur
h weitere Vertaus
hungen lassen si
h nat

�

urli
h weitere Theoreme ge-

winnen.

L

�

osung 3.1.3:3.1.3

a) 1. p � q AF

2. �q AF

3. p �B

4. q AR 3, 1

Kommentar:!

Wir haben hier einen indirekten Beweis gef

�

uhrt. Zu den Annahmefor-

meln wird in Zeile 3 die Negation der Formel, die man ableiten will,

hinzugef

�

ugt. (Korrekterweise h

�

atte die Negation von �p, also ��p zur

Ableitung hinzugef

�

ugt werden m

�

ussen. Da die Beseitigung der doppel-
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ten Negation gilt, wird sie hier vorausgesetzt.) Dann versu
ht man,

einen Widerspru
h zu konstruieren, also eine Formel C und ihr Negat

abzuleiten. Diese Formel ist hier q. Weil au
h �q eine Zeile des Bewei-

ses ist, kann man das Metatheorem anwenden und erh

�

alt die G

�

ultigkeit

der Ableitbarkeitsbeziehung:

Aus p � q; �q; p ` q (na
h der Ableitung oben)

und p � q; �q; p ` �q (wegen A ` A)

folgt p � q; �q ` �p.

b) 1. p AF

2. �q AF

3. p � q �B

4. q AR 1, 3

Widerspru
h zwis
hen Zeile 2 und 4.


) 1. �q � �r AF

2. p

1

AF

3. p

1

� �q AF

4. p

1

� r �B

5. �q AR 2, 3

6. r AR 2, 4

7. �r AR 1, 5

Wdspr. 6, 7

d) 1. r � q AF

2. p

1

AF

3. p

1

� �q AF

4. �r � �p

1

�B

5. �q AR 2, 3

6. (�r � �p

1

) � (p

1

� r) VA3

7. p

1

� r AR 4, 6

8. r AR 2, 7

9. q AR 1, 8

Wdspr. 5, 9
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L

�

osung 3.1.4:3.1.4

a) 1. p � (q � p) A1

2. �p � �q � (q � p) A3

3. �r � �q � (q � r) ER 2

4. �r � �q � (q � r) �

� (q � (�r � �q � (q � r))) ER 1

5. q � (�r � �q � (q � r)) AR 3, 4

Kommentar:!

Die Einsetzungen, die die Zeilen 3 und 4 ergeben, sind fp = rg und

fp = �r � �q � (q � r)g.

b) 1. �q � �p � (p � q) VA

2. �q � �p � (p � q) �

2. (�p � (�q � �p � (p � q))) A1, ER

3. �p � (�q � �p � (p � q)) AR 1, 2

4. �p � (�q � �p � (p � q)) �

4. (�p � (�q � �p) � (�p � (p � q))) A2, ER

5. �p � (�q � �p) � (�p � (p � q)) AR 3, 4

6. �p � (�q � �p) A1, ER

7. �p � (p � q) AR 5, 6

Kommentar:!

Die Einsetzungen, die die Zeilen 2 und 4 liefern, sind

fq; p = �p; �q � �p � (p � q)g und fp; q; r = �p; �q � �p; p � qg.

L

�

osung 3.1.5:3.1.5

a) Der Beweis der Ableitbarkeitsbeziehung p � q; �q ` �p �ndet si
h in

den L

�

osungen zu Aufgabe 3.1.3! Wenn man darauf das Deduktionstheo-

rem zweimal anwendet, erh

�

alt man das zu beweisende Theorem.

b) Man beweise zun

�

a
hst: p � (p � q); p ` q:

1. p � (p � q) AF

2. p AF

3. p � q AR 2, 1

4. q AR 2, 3

Dur
h zweimalige Anwendung des Deduktionstheorems erh

�

alt man das

Theorem.


) F

�

ur den Beweis wird das Theorem ��p � (�p � ���p) ben

�

otigt, das

man dur
h Einsetzung in das bereits bewiesene Theorem �p � (p � q)
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erh

�

alt. Es gen

�

ugt nun, folgende Ableitbarkeitsbeziehung zu zeigen, auf

die man dann das Deduktionstheorem anwenden kann: ��p ` p.

1. ��p AF

2. ��p � (�p � ���p) Theorem

3. �p � ���p AR 1, 2

4. �p � ���p � (��p � p) VA

5. ��p � p AR 3, 4

6. p AR 1, 5

L

�

osung 3.1.6: 3.1.6

a) MIIIIU kann man wie folgt erzeugen:

1. MI Axiom

2. MII Regel 2

3. MIIII Regel 2

4. MIIIIU Regel 1

b) MIIUIIU kann man wie folgt erzeugen:

1. MI Axiom

2. MII Regel 2

3. MIIU Regel 1

4. MIIUIIU Regel 2


) MUIIU kann man wie folgt erzeugen:

1. MI Axiom

2. MII Regel 2

3. MIIII Regel 2

4. MIIIIU Regel 1

5. MUIU Regel 3

6. MUIUUIU Regel 2

7. MUIIU Regel 4

d) MUIIIU kann man ni
ht erzeugen.

Daf

�

ur gen

�

ugt es zu zeigen, da� mit oben angegebenem Axiom und den

Regeln keine Kette erzeugt werden kann, in der die Anzahl der I ein

Vielfa
hes von 3 ist. Regel 1 und 4 lassen die Anzahl der I unver

�

andert.

Regel 3 beseitigt jeweils 3 I. Wenn die Anzahl der I ni
ht vorher s
hon

ein Vielfa
hes von 3 gewesen ist, dann au
h na
h Anwendung von Regel

3 ni
ht. Bleibt Regel 2 zu untersu
hen: Sie verdoppelt die Anzahl der I.

Wenn die I-Anzahl vor ihrer Anwendung n war, dann ist sie dana
h 2n.
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Do
h das ist nur dann ein Vielfa
hes von 3, wenn n ein Vielfa
hes von

3 ist (3 ist ja kein Teiler von 2). Au
h mit Regel 2 l

�

a�t si
h die Anzahl

der I ni
ht auf ein Vielfa
hes von 3 bringen. Da wir mit der I-Anzahl

1 starten (Axiom: MI), werden wir nie eine Kette erzeugen k

�

onnen, in

der die I-Anzahl ein Vielfa
hes von 3 ist.

e) MU kann man ni
ht erzeugen.

Eine Kette ohne I kann man ni
ht erzeugen, denn die I werden immer zu

dritt beseitigt (Regel 3). Die Anzahl der I kann aber nie ein Vielfa
hes

von 3 sein (siehe oben), also au
h ni
ht Null.

L

�

osung 3.1.7:3.1.7

Das System NS ist syntaktis
h vollst

�

andig. Das Hinzuf

�

ugen einer Formel, die

kein Theorem ist, zu den Axiomen des Systems, ma
ht dieses widerspr

�

u
hli
h

und daher jede Formel beweisbar.

L

�

osung 3.1.8:3.1.8

a) Die Vermutung ist fals
h. Weil beide Systeme semantis
h vollst

�

andig

sind, wissen wir, da� in beiden Systemen alle Tautologien beweisbar

sind. Wenn in einem der Systeme mehr Formeln als die Tautologien

beweisbar w

�

aren, dann w

�

are das System zwar widerspr

�

u
hli
h. Das ist

aber ni
ht ausges
hlossen, so kann es also sein, da� im einen System nur

die Tautologien, im anderen aber alle Formeln beweisbar sind. Der Satz

�

uber die deduktive

�

Aquivalenz gilt also ni
ht. Wenn beide Systeme wi-

derspru
hsfrei w

�

aren, w

�

aren in beiden genau alle Tautologien beweisbar

{ ni
ht mehr und ni
ht weniger. Unter dieser zus

�

atzli
hen Bedingung

w

�

urde der Satz gelten.

b) Der Satz gilt ni
ht. Wenn n

�

amli
h S

1

ein widerspr

�

u
hli
hes System

w

�

are, in dem alle Formeln beweisbar sind, und S

2

ein widerspru
hs-

freies System, in dem nur alle Tautologien beweisbar sind, dann g

�

abe

es viele Theoreme von S

1

, die ni
ht Theoreme von S

2

w

�

aren. Denno
h

w

�

are S

2

semantis
h vollst

�

andig.

Analog zur vorangehenden Aufgabe w

�

are der Satz wahr, wenn man als

zus

�

atzli
he Bedingung die Widerspru
hsfreiheit beider Systeme h

�

atte.



3.2. NAT

�

URLICHES SCHLIESSEN 55

3.2 Ein System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens

der klassis
hen Aussagenlogik

(L

�

osungen ab Seite 58)

In diesem Abs
hnitt wird ein System des Nat

�

urli
hen S
hlie�ens f

�

ur

die Aussagenlogik mit folgenden S
hlu�regeln vorausgesetzt:

A � B

A

B

Abtrennungsregel (AR)

A

B

A ^B

Einf

�

uhrung der Konjunktion (EK)

A ^B

A

A ^B

B

Beseitigung der Konjunktion (BK)

A

A _B

B

A _B

Einf

�

uhrung der Adjunktion (EA)

A _B

�A

B

Beseitigung der Adjunktion (BA)

Einf

�

uhrungs- und Beseitigungsregeln f

�

ur andere Operatoren lassen

si
h aufgrund der im Abs
hnitt zur funktionalen Vollst

�

andigkeit er-

worbenen Kenntnisse lei
ht formulieren (vgl. beispielsweise [5℄, S. 80

�.).

Im hier verwendeten System gibt es direkte und indirekte Beweise.

Ein direkter Beweis einer Formel A

1

� (A

2

� : : : � (A

n

� B) : : :)

ist eine endli
he Folge von Formeln, von denen jede entweder eine

der Annahmeformeln A

1

; : : : ; A

n

oder bereits bewiesen oder aus vor-

hergehenden Zeilen na
h den S
hlu�regeln gewonnen worden ist und

die mit B endet.
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Ein indirekter Beweis einer Formel A

1

� (A

2

� : : : � (A

n

�

B) : : :) ist eine endli
he Folge von Formeln, von denen jede entwe-

der eine der Annahmeformeln A

1

; : : : ; A

n

; �B oder bereits bewiesen

oder aus vorhergehenden Zeilen na
h den S
hlu�regeln gewonnen

worden ist und in der eine Formel als Beweiszeile vorkommt, die die

Negation einer Formel in einer anderen Beweiszeile ist.

Zur Vereinfa
hung der Beweise werden im Folgenden drei zus

�

atzli
he

Regeln ohne weitere Begr

�

undung verwendet. Intuitiv entspre
hen sie

den allgemein bekannten Verfahren der hypothetis
hen Er

�

orterung,

dem indirekten Beweis und der Fallunters
heidung :

Regel I

Wenn es aufgrund einer zus

�

atzli
hen Annahme A gelingt, zu

einer Beweiszeile B zu kommen, so darf A � B als Zeile zum

Beweis hinzugef

�

ugt werden.

Regel II

Wenn es aufgrund einer zus

�

atzli
hen Annahme A gelingt, zu

einander widerspre
henden Beweiszeilen zu kommen, so darf

�A als Zeile zum Beweis hinzugef

�

ugt werden.

Regel III

Wenn eine Adjunktion Zeile des Beweises ist und es aufgrund

der zus

�

atzli
hen Annahmen jedes Adjunktionsgliedes gelingt,

zu einer Formel zu kommen, so darf diese Formel als Zeile zum

Beweis hinzugef

�

ugt werden.

Auf diese Regeln wird mit RI{RIII Bezug genommen. Wann immer

eine zus

�

atzli
he Annahme gema
ht wird, so werden sie und die Be-

weiszeilen, die man mit ihrer Hilfe erh

�

alt, doppelt numeriert. Diese

Zeilen d

�

urfen im weiteren Beweis ni
ht verwendet werden. Erst na
h

Anwendung einer der Regeln RI{RIII wird zur einfa
hen Numerie-

rung zur

�

u
kgekehrt.

Die Annahmen des Beweises (im direkten und indirekten Beweis)

und die Annahme des indirekten Beweises werden jeweils mit

"

A.d.B.\ und

"

A.d.i.B.\ gekennzei
hnet, die Verwendung von Theo-

remen (oder abgeleiteten S
hlu�regeln) im Beweis erh

�

alt die Kenn-

zei
hnung

"

Th\.
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Aufgabe 3.2.1: / / /

Beweisen Sie folgende Theoreme im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens:

a) p � p _ p

b) (p � q) ^ (q � r) � (p � r)


) p � (q � r) � (p ^ q � r)

d) ��p � p

e) p _ q � (�q � p)

f) p � q � (�q � �p)

g) �p ^ �q � �(p _ q)

h) (�p _ r) ^ (q � r) ^ (p _ q) � r

i) (p ^ q � r) ^ (p � q) � (p � r)

j) (p � q) ^ �q � �p _ r

k) (p � r) ^ (q � r) � (�r � �p ^ �q)

l) �(p _ q) � �p ^ �q

m) �(�p ^ �q) � p _ q

n) �(�p _ q) � p ^ �q

o) (p ^ �p) � q

p) p � q ^ r � (p � q) ^ (p � r)

q) (p

1

� q) ^ (p

2

� r) ^ �(q _ r) � �(p

1

_ p

2

)

Aufgabe 3.2.2: / / /

Formulieren Sie ein Theorem, wel
hes die G

�

ultigkeit der folgenden abgelei-

teten S
hlu�regel garantiert:

A _B

�B � A

Aufgabe 3.2.3: / / /

Beweisen Sie die G

�

ultigkeit folgender abgeleiteter S
hlu�regeln:

a) A � B

�B

�A

b) A � B

B � C

�(A ^ �C)


) A � B

B � C

A � C
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Aufgabe 3.2.4:. . .

Formulieren Sie alle g

�

ultigen abgeleiteten S
hlu�regeln, die si
h aufgrund

folgender Theoreme gewinnen lassen:

a) p � q � (p _ r � q _ r).

b) �p _ r � (q � r � (p _ r � r))


) (p � r) ^ (q � r) � (�r � �p ^ �q)

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 3.2.1:3.2.1

a) 1. p A.d.B.

2. p _ p EA 1

b) 1. (p � q) ^ (q � r) A.d.B.

2. p A.d.B.

3. p � q BK 1

4. q � r BK 1

5. q AR 3, 2

6. r AR 4, 5


) 1. p � (q � r) A.d.B.

2. p ^ q A.d.B.

3. p BK 2

4. q BK 2

5. q � r AR 1, 3

6. r AR 5, 4

d) 1. ��p A.d.B.

2. �p A.d.i.B.

Widerspru
h zwis
hen Zeile 1 und 2.

e) 1. p _ q A.d.B.

2. �q A.d.B.

3. �p A.d.i.B.

4. q BA 1, 3

Widerspru
h 2, 4
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Kommentar:!

Die Regel BA erlaubt nur die Beseitigung der linken Seite der Adjunk-

tion. Mit Hilfe dieses Theorems l

�

a�t si
h nun au
h die re
hte Seite einer

Adjunktion entspre
hend beseitigen.

f) 1. p � q A.d.B.

2. �q A.d.B.

3. p A.d.i.B.

4. q AR 1, 3

Widerspru
h 2, 4

Kommentar: !

Die Annahme des indirekten Beweises wurde hier auf verk

�

urzende Weise

getro�en. Korrekt h

�

atte die Zeile auf folgende Weise ers
hlossen werden

m

�

ussen:

3. ��p A.d.i.B.

4. ��p � p Th.

5. p AR 3, 4

Das Theorem, das in Zeile 4 dem Beweis hinzugef

�

ugt wurde, ist in der

vorigen Aufgabe bewiesen worden. O�ensi
htli
hes Verwenden von er-

kennbaren, bereits bewiesenen Formeln kann in einem S
hritt zusam-

mengefa�t werden, so beispielsweise die Beseitigung von doppelten Ne-

gationen oder das Beseitigen von (mehreren) Konjunktionen. Das ist

dur
h die Grundregeln und die De�nition eines Beweises im System des

Nat

�

urli
hen S
hlie�ens legitimiert.

Ni
ht allein dadur
h legitimiert ist die Ersetzung von

�

aquivalenten Teil-

formeln dur
h

�

aquivalente. Betra
hen wir folgende Formelfolge:

i. p _ ��q

j. p _ q

O�enbar rei
ht es ni
ht aus, zwis
hen die Zeilen i und j eine Zeile mit

dem Theorem ��q � q einzuf

�

ugen, um dann (beispielsweise aufgrund

der Abtrennungsregel) einen formal korrekten Beweisabs
hnitt zu er-

halten. Um sol
he und

�

ahnli
he S
hritte zu legitimieren, sind wesentli
h

umfangrei
here Argumentationen

�

uber das (zu beweisende) Ersetzbar-

keitstheorem f

�

ur Bisubjunktionen n

�

otig:

Satz 3

Wenn ` A � B, so ` C � C[A=B℄.
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g) 1. �p ^ �q A.d.B.

2. p _ q A.d.i.B.

3. �p BK 1

4. �q BK 1

5. q BA 2, 3

Wdspr. 4, 5

h) 1. �p _ r A.d.B.

2. q � r A.d.B.

3. p _ q A.d.B.

4. �r A.d.i.B.

5. �p Th. 1, 4

6. q BA 3, 5

7. r AR 2, 6

Wdspr. 4, 7

Kommentar:!

Anstatt erst das gesamte Antezedens der Subjunktion als Annahmefor-

mel zu s
hreiben und dann die Konjunktionen zu beseitigen, wurden

hier glei
h die einzelnen Konjunktionsglieder als Annahmen des Bewei-

ses verwendet.

Das Theorem zur Beseitigung der re
hten Seite der Adjunktion, das in

Zeile 5 verwendet wird, wurde weiter oben bewiesen.

i) 1. p ^ q � r A.d.B.

2. p � q A.d.B.

3. p A.d.B.

4. q AR 2, 3

5. p ^ q EK 3, 4

6. r AR 1, 5

j) 1. p � q A.d.B.

2. �q A.d.B.

3. �p Th. 1, 2

4. �p _ r EA 3

Kommentar:!

Das verwendete Theorem ist die in dieser Aufgabe weiter oben bereits

bewiesene Formel p � q � (�q � �p), die Abtrennungsregel wird zwei-

mal angewendet. Die diesem Theorem entspre
hende hier anzuwenden-

de abgeleitete S
hlu�regel lautet:
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A � B

�B

�A

Diese Regel wird au
h modus tollens genannt.

k) 1. p � r A.d.B.

2. q � r A.d.B.

3. �r A.d.B.

4. �p Th. 1, 3

5. �q Th. 2, 3

6. �p ^ �q EK 4, 5

Kommentar: !

Das verwendete Theorem ist dasselbe wie in der vorigen Teilaufgabe.

l) 1. �(p _ q) A.d.B.

1.1. p z.A.

1.2. p _ q EA 1.1

2. �p RII 1, 1.2

2.1. q z.A.

2.2. p _ q EA 2.1

3. �q RII 1, 2.2

4. �p ^ �q EK 2, 3

m) 1. �(�p ^ �q) A.d.B.

2. �(p _ q) A.d.i.B.

3. �p ^ �q Th. 2

Wdspr. 1, 3

Kommentar: !

Das verwendete Theorem ist eine der DeMorgans
hen Regeln, es wurde

in der vorigen Teilaufgabe bewiesen.

n) 1. �(�p _ q) A.d.B.

2. ��p ^ �q Th. 1

3. �q BK 2

4. ��p BK 2

5. p Th. 4

6. p ^ �q EK 5, 3

Kommentar: !

Das erste verwendete Theorem ist dasselbe wie in der vorigen Teilauf-

gabe, das zweite ist die ebenfalls bereits bewiesene Beseitigung der dop-

pelten Negation. Man bea
hte, dass in Zeile 2 ni
ht sofort die doppelte
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Negation beseitigt werden darf (vgl. Kommentar zu f).

o) 1. p A.d.B.

2. �p A.d.B.

3. �q A.d.i.B.

Wdspr. 1, 2

Kommentar:!

Die beiden Annahmen des Beweises enthalten bereits einen Wider-

spru
h. Denno
h ist der Beweis an dieser Stelle no
h ni
ht beendet,

da die Annahme des indirekten Beweises formuliert werden mu�, damit

ein indirekter Beweis

�

uberhaupt vorliegt (vorher ist die Formelfolge kei-

ner).

Mit Hilfe dieses Theorems kann man aus einem Widerspru
h jede be-

liebige Formel beweisen.

p) 1. p � q ^ r A.d.B.

1.1. p z.A.

1.2. q ^ r AR 1, 1.1

1.3. q BK 1.2

1.4. r BK 1.2

2. p � q RI 1.1 � 1.3

3. p � r RI 1.1 � 1.4

4. (p � q) ^ (p � r) EK 2, 3

q) 1. p

1

� q A.d.B.

2. p

2

� r A.d.B.

3. �(q _ r) A.d.B.

4. p

1

_ p

2

A.d.i.B.

4.1. p

1

z.A.

4.2. q AR 4.1, 1

4.3. q _ r EA 4.2

5.1. p

2

z.A.

5.2. r AR 5.1, 2

5.3. q _ r EA 5.2

6. q _ r RIII 4.3, 5.3

Wdspr. 6, 3

Kommentar:!

Ausgangspunkt f

�

ur die Anwendung von RIII ist die Adjunktion in

Zeile 4. Beide Adjunktionsglieder werden zus

�

atzli
h angenommen (4.1

und 5.1) und aus beiden zus

�

atzli
hen Annahmen erh

�

alt man die Formel
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q _ r, die dann dem Beweis als neue Zeile hinzugef

�

ugt werden kann.

L

�

osung 3.2.2: 3.2.2

(A _ B) � (�B � A) ist das entspre
hende Theorems
hema, ein diesem

S
hema entspre
hendes Theorem ist (p _ q) � (�q � p).

L

�

osung 3.2.3: 3.2.3

a) 1. A � B A.d.B.

2. �B A.d.B.

3. A A.d.i.B.

4. B AR 1, 3

Wdspr. 2, 4

Kommentar: !

Bewiesen wurde hier das der abgeleitenden Regel entspre
hende Theo-

rems
hema A � B � (�B � �A). Einen Beweis eines entspre
henden

Theorems erh

�

alt man dur
h eine Einsetzung von Aussagenvariablen in

die Metavariablen in jeder Zeile des Beweiss
hemas. Die G

�

ultigkeit der

S
hlu�regel ist sowohl mit dem Beweiss
hema als au
h mit einem Be-

weis eines entspre
henden Theorems na
hgewiesen. Der Beweis des ent-

spre
henden Theorems gen

�

ugt, weil aus ihm o�ensi
htli
h der Beweis

des Theorems
hemas zu erhalten ist, indem man alle Aussagenvariablen

dur
h Metavariablen ersetzt.

b) 1. A � B A.d.B.

2. B � C A.d.B.

3. A ^ �C A.d.i.B.

4. A BK 3

5. B AR 1, 4

6. C AR 2, 5

7. �C BK 3

Wdspr. 6, 7


) Die Regel wurde aus A � B � (B � C � (A � C)) abgeleitet.

Beweis:

1. A � B A.d.B.

2. B � C A.d.B.

3. A A.d.B.

4. B AR 1, 3

5. C AR 2, 4
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L

�

osung 3.2.4:3.2.4

a) A � B

A _ C � B _ C

A � B

A _C

B _ C

b) �A _ C

(B � C � (A _ C � C))

�A _ C

B � C

A _ C � C

�A _ C

B � C

A _ C

C


) (A � C) ^ (B � C)

�C � �A ^ �B

(A � C) ^ (B � C)

�C

�A ^ �B

3.3 Nat

�

urli
hes S
hlie�en und nat

�

urli
he Spra
he

(L

�

osungen ab Seite 65)

In den folgenden Aufgaben geht es ni
ht um die S
hwierigkeit der Herleitung,

sondern um die Umgestaltung einer Aufgabenstellung in nat

�

urli
her Spra
he

in ein aussagenlogis
h l

�

osbares Problem. Die Spra
he der Aussagenlogik wird

um neue Aussagenvariablen erweitert, die an die Aufgaben angepa�t sind

(

"

g\ f

�

ur

"

Der G

�

artner ist der M

�

order\ und so fort). Prinzipiell h

�

atten wir

au
h weiterhin im gegebenen Alphabet arbeiten k

�

onnen, so sind die Formeln

jedo
h besser lesbar. Wir legen also fest, da� alle kleinen Bu
hstaben in den

folgenden Formeln Aussagenvariablen sind.

Aufgabe 3.3.1:. . .

a) Im S
hlo�garten ist ein Mord ges
hehen, leider gibt es keine Zeugen. Der

am Tatort gefundene S
hal k

�

onnte eine Rolle spielen, da der Tote aber

s
hon einige Zeit im Garten liegt, ist das ni
ht si
her. Immerhin ist klar,

da� nur der G

�

artner, der Butler und der Fahrer

�

uberhaupt man
hmal

einen S
hal tragen. Allerdings sind der G

�

artner und der Butler letz-

te Wo
he nur am Dienstag im Garten gewesen und am Dienstag war

s
h

�

ones Wetter. Zeigen Sie, da� der Fahrer der M

�

order war, wenn der

M

�

order einen S
hal trug!

b) Wenn der M

�

order einen S
hal trug, war es also der Fahrer. Der hatte

aber einen sehr knappen Zeitplan und konnte ni
ht lange Zeit hinter-

einander unbeaufsi
htigt bleiben. Wenn er nur einmal im S
hlo�garten

war, konnte er die Spuren ni
ht verwis
hen, dazu mu�te er zweimal in
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den S
hlo�garten kommen. Er ist aber als s
hlau bekannt und w

�

urde

ganz si
her versu
hen, ni
ht erwis
ht zu werden. Die Spurensi
herung

konnte Spuren feststellen und es ist na
hweisbar, da� der Fahrer zwei-

mal im S
hlo�garten war. Trug der M

�

order einen S
hal?


) Wenn der Butler der M

�

order war, dann h

�

atte er den Fahrer am Betreten

des S
hlo�gartens gehindert. Der war aber { wie bekannt { zweimal da.

Au�erdem stellt si
h heraus, da� der Butler und der G

�

artner Br

�

uder

sind und nur gemeinsam am Mord beteiligt oder unbeteiligt sind. Einer

mu� es aber gewesen sein: der G

�

artner, der Butler, der Fahrer oder die

s
heinheilige Erbtante. Ist es die Erbtante gewesen?

L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 3.3.1: 3.3.1

a) Wenn nur G

�

artner, Butler und Fahrer man
hmal einen S
hal tragen,

gilt: Wenn der M

�

order den S
hal trug, war der G

�

artner der M

�

order

oder der Butler der M

�

order oder der Fahrer der M

�

order : s � g _ b _ f .

Wenn es der G

�

artner oder der Butler war, fand der Mord am Dienstag

statt: g_ b � d; am Dienstag trug der M

�

order wegen des guten Wetters

keinen S
hal: d � �s. Es ist zu zeigen, da� der Fahrer der M

�

order

gewesen ist, falls dieser einen S
hal trug: s � f .

1. s � g _ b _ f A.d.B.

2. g _ b � d A.d.B.

3. d � �s A.d.B.

3.1. s z.A. RI

3.2. g _ b _ f AR

3.3. �d Th. 3.1, 3

3.4. �(g _ b) Th. 3.3, 2

3.5. f BA 3.4, 3.2

4. s � f RI

Kommentar: !

Da eine Subjunktion zu beweisen ist, kann das Antezedens als zus

�

atzli-


he Annahme zu den Beweiszeilen hinzugef

�

ugt werden. Na
h der Struk-

turregel zum Hinzuf

�

ugen einer Subjunktion wird die zus

�

atzli
he Annah-

me wieder ausges
hlossen, indem sie (hier im letzten S
hritt) subjunktiv

einer (doppelt numerierten) Beweiszeile (dem erw

�

uns
hten Konsequens)

vorangestellt wird.
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Das mehrfa
h verwendete Theorem ist A � B � (�B � �A), der mo-

dus tollens. (Die daraus abgeleitete S
hlu�regel wurde in Aufgabe 3.2.3

bewiesen.)

Bea
hten Sie bitte, da� weder gezeigt wurde, da� der Fahrer der M

�

order

ist, no
h da� er ni
ht der M

�

order ist, falls der M

�

order keinen S
hal

getragen hat!

b) O�enbar gilt: Wenn der Fahrer der M

�

order war, dann gab es Spuren

wenn er einmal da war, und es gab keine Spuren wenn er zweimal da

war : f � (o � e)^ (t � �e). Au�erdem ist die zweimalige Anwesenheit

des Fahrers und die Anwesenheit von Spuren festgestellt worden: t^ e.

Wir wissen, da� der Fahrer der M

�

order war, falls der M

�

order den S
hal

trug und nehmen zus

�

atzli
h an, da� der M

�

order tats

�

a
hli
h einen S
hal

trug:

1. f � (o � e) ^ (t � �e) A.d.B.

2. t ^ e A.d.B.

3. s � f A.d.B.

4. s A.d.i.B.

5. f AR

6. (o � e) ^ (t � �e) AR

7. t � �e BK

8. t BK

9. e BK

10. �e AR

Widerspru
h.

Kommentar:!

Die Annahme, da� der M

�

order einen S
hal trug, wurde zum Wider-

spru
h gef

�

uhrt. Damit ist gezeigt, da� der M

�

order unter den angegebe-

nen (weiteren) Voraussetzungen keinen S
hal getragen haben kann.

Man
hmal werden sol
he Herleitungen mit den Worten zusammenge-

fa�t:

"

Es ist logis
h, bzw. es ist notwendig, da� der M

�

order keinen S
hal

getragen hat\. Als verk

�

urzte Redeweise ist das v

�

ollig korrekt. Bea
h-

ten Sie jedo
h, da� die Logik keine Aussagen

�

uber die au�erspra
hli
he

Wirkli
hkeit ma
ht { wir haben gezeigt, da� aus den gesetzten Pr

�

amis-

sen der Satz, da� der M

�

order keinen S
hal getragen hat, folgt. Stellt

si
h heraus, da� der M

�

order do
h einen S
hal trug, ist ni
ht die Logik

"

fals
h\, sondern (mindestens) eine der Pr

�

amissen ist ni
ht wahr.


) Wenn der Butler der M

�

order war, war der Fahrer ni
ht zweimal im

S
hlo�garten: b � �t. Au�erdem sind Butler und G

�

artner beide M

�

order
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oder beide ni
ht M

�

order: b � g. Weiterhin mu� eine der vier Personen

der M

�

order (oder die M

�

orderin) sein: b _ g _ f _ d. Wir wissen, da�

Spuren gefunden wurden und der Fahrer zweimal am Ort war. Wir

wissen au�erdem, da� er die Gelegenheit genutzt h

�

atte, die Spuren zu

beseitigen. Zeigen wir zun

�

a
hst, da� der Fahrer ni
ht der M

�

order war:

1. f � (o � e) ^ (t � �e) A.d.B.

2. t ^ e A.d.B.

3. e BK

4. t BK

4.1. f z.A. RII

4.2. t � �e AR, BK

4.3. �e AR

5. �f RII

Nun wird gezeigt, da� Butler und G

�

artner ni
ht s
huldig sind:

1. b � �t A.d.B.

2. b � g A.d.B.

3. t A.d.B.

4. �b Th.

5. �g Th.

Also war es die Erbtante, denn es gilt:

1. g _ b _ f _ d A.d.B.

2. �g A.d.B.

3. �b A.d.B.

4. �f A.d.B.

5. d 3 x BA

Kommentar: !

Die kursiv gesetzten S

�

atze sind Umformulierungen und teilweise Zusam-

menfassungen der in der Ges
hi
hte gebotenen Informationen. Wir haben

uns bem

�

uht, das nur in ganz zweifelsfreien F

�

allen zu tun. Die logis
he Ana-

lyse von Problemen, die in nat

�

urli
her Spra
he gegeben sind, h

�

angt ganz

wesentli
h von der Formalisierung der S

�

atze und vom Erkennen der logi-

s
hen Strukturen ab. Man
hmal ist die Struktur au
h ni
ht ohne weiteres

eindeutig zu ermitteln. In den meisten vorkommenden F

�

allen ist es dann

m

�

ogli
h, dur
h Na
hfragen (oder weitere kriminalistis
he Arbeit) die erfor-

derli
he Eindeutigkeit herzustellen. Wie Sie viellei
ht bemerkt haben, ist es

man
hmal au
h ein Problem festzustellen, wel
he Informationen irrelevant

sind. Hier gilt jedo
h, da� formal ausgedr

�

u
kte, ni
ht ben

�

otigte Aussagen
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das Argument ni
ht entkr

�

aften.

3.4 Ri
htig oder fals
h?

(L

�

osungen ab Seite 168)

Aufgabe 3.4.1:. . .

Ein axiomatis
her Kalk

�

ul ist absolut widerspru
hsfrei, wenn . . .

a) . . . seine Axiome und S
hlu�regeln unabh

�

angig sind.

b) . . . in ihm ni
ht alle Formeln beweisbar sind.


) . . . in ihm alle Tautologien der Aussagenlogik beweisbar sind.

d) . . . in ihm nur die Tautologien der Aussagenlogik beweisbar sind.

e) . . . in ihm alle Formeln beweisbar sind.

Aufgabe 3.4.2:. . .

Ein axiomatis
her Kalk

�

ul ist semantis
h vollst

�

andig, wenn . . .

a) . . . in ihm keine Kontradiktion beweisbar ist.

b) . . . das Hinzuf

�

ugen eines weiteren Axioms den Kalk

�

ul widerspr

�

u
hli
h

ma
ht.


) . . . in ihm alle Tautologien der Aussagenlogik beweisbar sind.

d) . . . in ihm alle Formeln beweisbar sind.

e) . . . in ihm nur die Tautologien der Aussagenlogik beweisbar sind.

f) . . . in ihm ni
ht eine Formel und ihre Negation beweisbar sind.

Aufgabe 3.4.3:. . .

Ein axiomatis
her Kalk

�

ul ist syntaktis
h vollst

�

andig, wenn . . .

a) . . . seine Axiome und Regeln voneinander unabh

�

angig sind.

b) . . . das Hinzuf

�

ugen einer Formel, die kein Theorem im System ist, als

Axiom das System widerspr

�

u
hli
h ma
ht.


) . . . die Axiome Tautologien der Aussagenlogik sind.

Aufgabe 3.4.4:. . .

Gesetzt, dem Kalk

�

ul NS wird als Axiom die Formel p � �r hinzugef

�

ugt.

Wel
he der folgenden Aussagen gilt dann f

�

ur den neuen Kalk

�

ul NS

0

?

a) NS

0

ist semantis
h vollst

�

andig.

b) In NS

0

ist q ^ �q beweisbar.


) In NS

0

sind alle Axiome unabh

�

angig.

d) NS

0

ist widerspru
hsfrei.

e) Alle Tautologien der Aussagenlogik sind Theoreme in NS

0

.

f) Alle Theoreme von NS

0

sind Tautologien in der Aussagenlogik.
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Aufgabe 3.4.5: / / /

Gesetzt, jemand strei
ht aus dem Kalk

�

ul NS das Axiom p � (q � p). Wel
he

der folgenden Aussagen gelten in neuen Kalk

�

ul NS

00

?

a) NS

00

ist semantis
h vollst

�

andig.

b) NS

00

ist syntaktis
h vollst

�

andig.


) In NS

00

ist q ^ �q ni
ht beweisbar.

d) In NS

00

sind alle Axiome unabh

�

angig.

e) NS

00

ist widerspru
hsfrei.

f) Alle Tautologien der Aussagenlogik sind Theoreme in NS

00

.

g) Alle Theoreme von NS

00

sind Tautologien in der Aussagenlogik.

Aufgabe 3.4.6: / / /

Ents
heiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder fals
h sind:

Im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens . . .

a) . . . kann jeder Beweis direkt gef

�

uhrt werden.

b) . . . kann jeder Beweis indirekt gef

�

uhrt werden.


) . . . sind alle Tautologien der klassis
hen zweiwertigen Aussagenlogik be-

weisbar.

d) . . . l

�

a�t si
h p^ �p indirekt beweisen, weil der Beweis zum Widerspru
h

f

�

uhrt.





Kapitel 4

Spra
he und Semantik der

Pr

�

adikatenlogik

Der h

�

au�g anzutre�ende Terminus

"

Quantorenlogik\ (oder

"

Quantorentheo-

rie\) ist synonym zum hier bevorzugten

"

Pr

�

adikatenlogik\. Gegenstand des

Abs
hnitts ist allein die Pr

�

adikatenlogik erster Stufe.

4.1 Die Formelde�nition in der Pr

�

adikatenlogik

(L

�

osungen ab Seite 74)

Aufgabe 4.1.1: / / /

Bestimmen Sie in den folgenden S

�

atzen die logis
hen Subjekte, die Pr

�

adikate

und deren Stellenzahl. Bisweilen gibt es mehrere M

�

ogli
hkeiten.

a) Klaus repariert das Fahrrad.

b) Kiel liegt an der Ostsee.


) Gabi und Klaus streiten si
h.

d) Gabi und Klaus reparieren Gabis Fahrrad,

e) Neum

�

unster liegt zwis
hen Hamburg und Flensburg.

Aufgabe 4.1.2: / / /

a) De�nieren Sie den Begri�

"

Pr

�

adikatenlogis
he Formel\ f

�

ur eine Spra
he

mit Individuenvariablen und Pr

�

adikatenkonstanten, den aussagenlogi-

s
hen Operatoren Negation und Adjunktion, dem Allquantor (

"

alle\)

und Klammern. De�nieren Sie dazu zun

�

a
hst den Begri� Pr

�

adikatfor-

mel.

71
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b) De�nieren Sie den Begri�

"

Pr

�

adikatenlogis
he Formel\ f

�

ur eine Spra
he,

die Individuenvariablen (x; y; z mit und ohne Indizees), Pr

�

adikaten-

konstanten (P; Q; R mit und ohne Indizes), keine Aussagenvariablen,

zwei Quantoren, die Negation und mindestens einen zweistelligen aus-

sagenlogis
hen Operator sowie Klammern enth

�

alt.


) De�nieren Sie den Begri�

"

Pr

�

adikatenlogis
he Formel\ f

�

ur eine Spra
he

mit Aussagen- und Individuenvariablen, Individuenkonstanten, Pr

�

adi-

katenkonstanten, einem Quantor, einem aussagenlogis
hen Operator,

dem Pr

�

adikat der Identit

�

at und Klammern!

Zus

�

atzli
h zur bisher verwendeten Klammernkonvention (Seite 7)

wird folgende Regel zur Einsparung von Klammern bea
htet:

� Klammern um einen Quantor und die dazugeh

�

orige Individu-

envariable k

�

onnen weggelassen werden.

Wir werden man
hmal k

�

unftig au
h einen Quantor (ein Quantoren-

zei
hen) mit der dazugeh

�

origen Individuenvariablen als

"

Quantor\

bezei
hnen. Das sollte keine Verwirrung stiften.

Aufgabe 4.1.3:. . .

Wel
he der folgenden Zei
henreihen sind bei Ber

�

u
ksi
htigung der Klam-

mernkonvention quantorenlogis
he Formeln? Vorausgesetzt wird eine Spra-


he, in der gro�e und kleine Bu
hstaben, Indizes, Klammern und logis
he

Zei
hen so, wie in den vorangegangen Abs
hnitten bes
hrieben, verwendet

werden.

a) q _ P (x)

b) (p ^ (P (q) _ �q))


) (8y � 9zP (z))

d) 8x9yP (x; y) ^Q(x; y) � 9zR(x; y)

e) 9�xP (x) � 8xQ(x)

f) (P (x) � (8y)(P (y) � P (x)))

g) 8x(P (x) � Q(x)) � (8xP (x) � 8xQ(x))

h) 8x�(p � Q(y; x))

i) 8x(p � 9P (x))

j) 8x9y(P (x) � y)

Wel
he der Zei
henreihen, die Sie als Formeln erkannt haben, sind keine

Formeln bei Ni
htber

�

u
ksi
htigung der Klammernkonvention?

Kennzei
hnen Sie in den Formeln die Wirkungsberei
he der Quantoren, so-

wie die freien und gebundenen Vorkommen der Individuenvariablen.
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Aufgabe 4.1.4: / / /

�

Uberpr

�

ufen Sie, wel
he der folgenden Zei
henreihen Formeln der Pr

�

adika-

tenlogik mit Identit

�

at sind.

a) (p ^ (9x)(P (x = a)_ � q))

b) (p ^ (9x)(P (x) = a _ q))


) (i = j � (P (i) � q))

d) x = q

e) y = a

f) (p ^ (9x)((P (y) � x = a) _ q))

g) P (x) = P (y)

h) x = y � a = 


Aufgabe 4.1.5: / / /

Ermitteln Sie die logis
he Struktur folgender Aussagen in der Spra
he der

klassis
hen Pr

�

adikatenlogik:

a) Alle Mens
hen sind gl

�

u
kli
h.

b) Ni
ht alle Mens
hen sind gl

�

u
kli
h.


) Einige Mens
hen sind ehrli
h.

d) Alle Mens
hen sind ni
ht k

�

au
i
h.

e) Kein Mens
h ist ni
ht ehrli
h.

f) Jemand ruft mi
h an.

g) I
h rufe jemanden an.

h) Keiner kennt die Ursa
he.

i) Man
hmal ist Hans gl

�

u
kli
h.

Aufgabe 4.1.6: / / /

Formulieren Sie folgende S

�

atze in der Spra
he der Pr

�

adikatenlogik:

a) Alle wollen alt werden, aber niemand will alt sein.

b) Wenn jeder an si
h denkt, ist an alle geda
ht. (Verwenden Sie das zwei-

stellige Pr

�

adikat P (: : : ; : : :) {

"

. . . denkt an . . .\.)

Aufgabe 4.1.7: / / /

Formulieren Sie folgende S

�

atze in der Spra
he der Pr

�

adikatenlogik mit Iden-

tit

�

at:

a)

"

In Adams Tas
he be�nden si
h h

�

o
hstens zwei Markst

�

u
ke.\

(Verwenden Sie dazu die Pr

�

adikate P (: : :) {

"

. . . ist ein Markst

�

u
k\ und

Q(: : :) {

"

. . . be�ndet si
h in Adams Tas
he\)

b)

"

Anton liebt mindestens zwei M

�

ad
hen.\

(Benutzen Sie die Konstante a f

�

ur Anton sowie zwei Pr

�

adikate P (: : :)

{

"

. . . ist M

�

ad
hen\ und Q(: : : ; : : :) {

"

. . . liebt . . .\.)


)

"

In Petras S
hrank be�nden si
h genau zwei Paar S
huhe.\
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(Verwenden Sie dazu die Pr

�

adikate P (: : :) {

"

. . . ist ein Paar S
huhe\

und Q(: : :) {

"

. . . be�ndet si
h in Petras S
hrank\.)

d)

"

Keine zwei Elektronen be�nden si
h im selben Zustand.\

(Verwenden Sie dazu die Pr

�

adikate Z(: : :) {

"

. . . ist ein Zustand\, E(: : :)

{

"

. . . ist ein Elektron\ und B(: : : ; : : :) {

"

. . . be�ndet si
h in . . .\.)

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 4.1.1:4.1.1

a) Es gibt drei M

�

ogli
hkeiten:

� Subjekt:

"

Klaus\; einstelliges Pr

�

adikat:

"

. . . repariert das Fahrrad\

� Subjekte:

"

Klaus\,

"

das Fahrrad\; zweistelliges Pr

�

adikat:

"

. . . re-

pariert . . .\

� Subjekt:

"

das Fahrrad\; einstelliges Pr

�

adikat:

"

Klaus repariert . . .\

bzw.

"

. . . wird von Klaus repariert\

Kommentar:!

Die Subjekt{Pr

�

adikat{Unters
heidung in der Logik entspri
ht ni
ht ge-

nau der Subjekt{Pr

�

adikat{Unters
heidung in der Grammatik. Gram-

matis
h haben wir hier eine Subjekt{Pr

�

adikat{Akkusativobjekt{Struk-

tur vorliegen. Die in der Grammatik

�

ubli
he Unters
heidung zwis
hen

"

Satzgegenstand\,

"

Satzaussage\ und

"

Satzteil, auf den si
h die Satz-

aussage bezieht\ (Subjekt, Pr

�

adikat, Objekt) wird fast parallel in der

Logik auf die Funktion der in (einfa
hen pr

�

adikativen) S

�

atzen vor-

kommenden Termini bezogen: Ein sol
her Satz besteht aus Termini,

die Gegenst

�

ande bezei
hnen sollen und aus Termini, die Eigens
haften

oder Relationen zwis
hen diesen Gegenst

�

anden ausdr

�

u
ken sollen. Da-

bei wird

"

Gegenstand\ im weitesten Sinne aufgefa�t. Die erste Sorte

von Termini sind Subjekttermini (und sollen die Subjekte bezei
hnen),

die letztere Sorte sind Pr

�

adikattermini (und sollen die Pr

�

adikate aus-

dr

�

u
ken). Die Termini

"

Klaus\ und

"

das Fahrrad\ sind o�enbar dazu

geda
ht, Klaus und das Fahrrad zu bezei
hnen,

"

repariert\ dr

�

u
kt eine

spezielle Relation aus, die genau dann zwis
hen beiden besteht, wenn

ersterer letzteres repariert. Klaus hat in diesem Fall aber au
h die {

komplexere { Eigens
haft, das Fahrrad zu reparieren, w

�

ahrend das Fahr-

rad die { davon vers
hiedene { Eigens
haft hat, von Klaus repariert zu

werden.
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b) Es gibt drei M

�

ogli
hkeiten:

� Subjekt:

"

Kiel\; einstelliges Pr

�

adikat:

"

. . . liegt an der Ostsee\

� Subjekte:

"

Kiel\,

"

Ostsee\; zweistelliges Pr

�

adikat:

"

. . . liegt an . . .\

� Subjekt:

"

Ostsee\; einstelliges Pr

�

adikat:

"

Kiel liegt an . . .\ bzw.

"

. . . ist etwas, woran Kiel liegt\


) Es gibt drei M

�

ogli
hkeiten:

� Subjekte:

"

Klaus\,

"

Gabi\; zweistelliges Pr

�

adikat:

"

. . . und . . . strei-

ten si
h\

� Subjekt:

"

Klaus\; einstelliges Pr

�

adikat:

"

. . . streitet si
h mit Gabi\

� Subjekt:

"

Gabi\; einstelliges Pr

�

adikat:

"

. . . streitet si
h mit Klaus\

d) Es gibt drei M

�

ogli
hkeiten analog zum Fall a). Zu bea
hten ist jedo
h,

da� das Paar

"

Gabi und Klaus\ hier als ein einzelnes Subjekt auftritt.

Kommentar: !

O�enbar ist ja ni
ht

"

Gabi repariert ihr Fahrrad und Klaus repariert

Gabis Fahrrad\ gemeint (wer tr

�

agt das Klavier, wenn vier M

�

anner

das Klavier in die Wohnung bringen?). Paare, Tripel, allgemein n{

Tupel k

�

onnen Subjekte in Aussagen sein. Das

"

und\ ist in diesem Falle

also kein aussagenbildendender Operator

"

^\, sondern ist als termi-

nusbildender Operator zu interpretieren, der aus zwei Subjekttermini

einen neuen Terminus (den Namen des Paares) bildet. Wel
he Rolle ein

nat

�

urli
hspra
hli
hes Vorkommen von

"

und\ in einem Kontext spielt,

kann nur aus dem Kontext ers
hlossen werden. Der Satz

"

Gabi und

Klaus gehen ins Kino\ l

�

a�t sogar beide Interpretationen des

"

und\ zu.

e) Es gibt sieben M

�

ogli
hkeiten:

� Subjekte:

"

Neum

�

unster\,

"

Hamburg\,

"

Flensburg\; ein dreistelli-

ges Pr

�

adikat:

"

. . . liegt zwis
hen . . . und . . .\

� . . .

� Subjekt:

"

Neum

�

unster\; einstelliges Pr

�

adikat:

"

. . . liegt zwis
hen

Hamburg und Flensburg\

� . . .

Kommentar: !

Logis
h sind das vers
hiedene, aber

"

glei
h gute\ Pr

�

adikate, die jeweils

auf St

�

adte, Paare von St

�

adten oder Tripel von St

�

adten zutre�en oder

ni
ht zutre�en. In der nat

�

urli
hen Spra
he werden ni
ht alle diese Pr

�

adi-

kate au
h gebildet und verwendet, so klingt

"

zwis
hen Hamburg und

Flensburg liegen\ ganz gebr

�

au
hli
h,

"

zwis
hen Hamburg und . . . liegen\

aber sehr s
hief. Mit diesen Zusammenh

�

angen bes
h

�

aftigt si
h die Lo-

gik ni
ht, in der Grammatik f

�

allt das in das Gebiet der Analyse der

Konstituentenstruktur.
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L

�

osung 4.1.2:4.1.2

a) Pr

�

adikatformel:

1. Wenn f eine n-stellige Pr

�

adikatenkonstante ist und i

1

; i

2

; : : : ; i

n

Individuenvariablen sind, dann ist f(i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) eine Pr

�

adikat-

formel.

Pr

�

adikatenlogis
he Formel:

1. Pr

�

adikatformeln sind quantorenlogis
he Formeln.

2. Wenn A eine quantorenlogis
he Formel ist, so au
h �A.

3. Wenn A und B quantorenlogis
he Formeln sind, so au
h (A _B).

4. Wenn A eine quantorenlogis
he Formel und i eine Individuenvaria-

ble ist, so ist (8i)A eine quantorenlogis
he Formel.

5. Ni
hts anderes ist eine quantorenlogis
he Formel.

b) Pr

�

adikatformel:

1. Wenn f eine n-stellige Pr

�

adikatenkonstante ist und i

1

; i

2

; : : : ; i

n

Individuenvariablen sind, dann ist f(i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) eine Pr

�

adikat-

formel.

Pr

�

adikatenlogis
he Formel:

1. Pr

�

adikatformeln sind quantorenlogis
he Formeln.

2. Wenn A eine quantorenlogis
he Formel ist, so au
h �A.

3. Wenn A und B quantorenlogis
he Formeln sind, so au
h (A _ B)

und (A � B).

4. Wenn A eine quantorenlogis
he Formel und i eine Individuenvaria-

ble ist, so ist (8i)A eine quantorenlogis
he Formel.

5. Wenn A eine quantorenlogis
he Formel und i eine Individuenvaria-

ble ist, so ist (9i)A eine quantorenlogis
he Formel.

6. Ni
hts anderes ist eine quantorenlogis
he Formel.


) Pr

�

adikatformel:

1. Wenn i

1

und i

2

Individuenvariablen oder Individuenkonstanten

sind, dann ist i

1

= i

2

eine Pr

�

adikatformel.

2. Wenn f eine n-stellige Pr

�

adikatenkonstante ist und i

1

; : : : ; i

n

Indi-

viduenvariablen oder Individuenkonstanten sind, dann ist der Aus-

dru
k f(i

1

; : : : ; i

n

) eine Pr

�

adikatformel.

Pr

�

adikatenlogis
he Formel:

1. Alleinstehende Aussagenvariablen sind quantorenlogis
he Formeln.

2. Pr

�

adikatformeln sind quantorenlogis
he Formeln.

3. Wenn A und B quantorenlogis
he Formeln sind, so au
h (A j B).

4. Wenn A eine quantorenlogis
he Formel und i eine Individuenvaria-

ble ist, so ist (9i)A eine quantorenlogis
he Formel.

5. Ni
hts anderes ist eine quantorenlogis
he Formel.
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Kommentar: !

A
hten Sie auf die Verwendung von Metazei
hen, verwenden Sie ni
ht die

Individuen- und Pr

�

adikatenkonstanten und die Individuenvariablen des Al-

phabets.

L

�

osung 4.1.3: 4.1.3

a) Formel, es fehlt jedo
h die Au�enklammer.

x ist frei.

b) Keine Formel.

Kommentar: !

Das Pr

�

adikat P wird der Aussagenvariablen q pr

�

adiziert, es kann dort

aber nur eine Individuenvariable oder -konstante vorkommen.


) Keine Formel.

Kommentar: !

In einer Formel der Form 8iA mu� A selbst eine quantorenlogis
he

Formel sein. Das ist hier ni
ht der Fall, denn auf 8y folgt keine Formel.

d) Formel, es fehlen jedo
h die Au�enklammern sowie die Klammern um

die Konjunktion (8x9yP (x; y) ^Q(x; y)) und um die Quantoren (8x),

(9y) und (9z).

Die ges
hweiften Klammern zeigen den Wirkungsberei
h des vorherge-

henden Quantors an, der Index nennt die im Wirkungsberei
h gebunde-

ne Variable. Unterstri
hene Vorkommen von Individuenvariablen sind

frei, die anderen gebunden:

8x 9y

y

z }| {

P (x; y)

| {z }

x

^Q(x; y) � 9z R(x; y)

| {z }

z

Kommentar: !

Der Wirkungsberei
h des Quantors (9z) im letzten Teil der Formel

enth

�

alt keine Vorkommen der Variablen z. Diese kommt im Wirkungs-

berei
h also weder frei no
h gebunden vor (eben gar ni
ht); das hei�t

aber ni
ht, da� der entspre
hende Quantor keinen Wirkungsberei
h

h

�

atte.

e) Keine Formel.

Kommentar: !

Unmittelbar einem Quantor kann in einer Formel nur eine Individuen-

variable folgen. Das ist hier ni
ht der Fall.

f) Formel.

Der Wirkungsberei
h des Quantors ist die Formel (P (y) � P (x)), die

Vorkommen von x sind frei und die von y gebunden.
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g) Formel, es fehlen jedo
h die Au�enklammern und die Klammern um die

Quantoren und die dazugeh

�

origen Variablen.

8x (P (x) � Q(x))

| {z }

� (8xP (x)

| {z }

� 8xQ(x)

| {z }

)

Alle Vorkommen der Individuenvariablen sind gebunden.

h) Formel, es fehlen jedo
h die Au�enklammern und die Klammern um

den Quantor und die Individuenvariable.

Der Wirkungsberei
h des Quantors ist die gesamte Formel mit der Ne-

gation beginnend, die Vorkommen von x sind gebunden und das Vor-

kommen von y ist frei.

i) Keine Formel.

Kommentar:!

Unmittelbar auf einen Quantor kann nur eine Individuenvariable folgen,

das ist hier ni
ht der Fall.

j) Keine Formel.

Kommentar:!

Die Individuenvariable y darf ni
ht allein stehen, sondern darf nur

an der Argumentenstelle eines Pr

�

adikats oder unmittelbar na
h einem

Quantor vorkommen.

L

�

osung 4.1.4:4.1.4

a) Keine Formel.

Kommentar:!

Der Ausdru
k P (x = a) darf ni
ht vorkommen, denn x = a ist kein logi-

s
hes Subjekt, sondern eine Aussagenfunktion,

�

uber die ni
ht pr

�

adiziert

werden darf.

b) Keine Formel.

Kommentar:!

Der Ausdru
k P (x) = a darf ni
ht vorkommen. Eine Aussagenfunktion

kann ni
ht identis
h mit einer Individuenkonstanten sein.


) Keine Formel.

Kommentar:!

Die Zei
hen i und j sind ni
ht Teil der Spra
he, sondern Metazei
hen.

d) Keine Formel.

Kommentar:!

x ist eine Individuen-, q eine Aussagenvariable, daher ist der Ausdru
k

x = q keine Formel.

e) Formel.

f) Formel.
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g) Keine Formel.

Kommentar: !

P (x) und P (y) sind weder Individuenkonstanten no
h Individuenvaria-

blen, mit denen allein das Identit

�

atspr

�

adikat aber Formeln bildet.

h) Formel.

L

�

osung 4.1.5: 4.1.5

a) 8x(P (x) � Q(x))

P (: : :) {

"

. . . ist ein Mens
h\; Q(: : :) {

"

. . . ist gl

�

u
kli
h\

Kommentar: !

Zu lesen ist die Formel folgenderma�en: F

�

ur alle Gegenst

�

ande gilt, wenn

etwas ein Mens
h ist, ist es au
h gl

�

u
kli
h.

Die Formel 8x(P (x)^Q(x)) entspri
ht ni
ht dem gegebenen Satz, denn

sie besagt, da� alle Gegenst

�

ande Mens
hen sind und

�

uberdies no
h

gl

�

u
kli
h.

b) �8x(P (x) � Q(x))

P (: : :) {

"

. . . ist ein Mens
h\; Q(: : :) {

"

. . . ist gl

�

u
kli
h\

Kommentar: !

Diese Formalisierung konstatiert einen fehlenden Zusammenhang zwi-

s
hen Mens
hsein und Gl

�

u
kli
hsein. O�enbar ist es f

�

ur die Wahrheit

der Aussage in dieser Interpretation notwendig, da� es ungl

�

u
kli
he

Mens
hen gibt { vor a
ht Millionen Jahren war diese Aussage fals
h.

�

Aquivalent l

�

a�t si
h s
hreiben: 9x(P (x) ^ �Q(x)).


) 9x(P (x) ^Q(x))

P (: : :) {

"

. . . ist ein Mens
h\; Q(: : :) {

"

. . . ist ehrli
h\

d) 8x(P (x) � �Q(x))

P (: : :) {

"

. . . ist ein Mens
h\; Q(: : :) {

"

. . . ist k

�

au
i
h\

e) �9x(P (x) ^ �Q(x))

P (: : :) {

"

. . . ist ein Mens
h\; Q(: : :) {

"

. . . ist ehrli
h\

Kommentar: !

�

Aquivalent l

�

a�t si
h 8x(P (x) � Q(x)) s
hreiben.

f) 9xR(x; a)

a {

"

i
h\; R(: : : ; : : :) {

"

. . . ruft . . . an\

g) 9xR(a; x)

a {

"

i
h\; R(: : : ; : : :) {

"

. . . ruft . . . an\

h) 8x8y(P (x; a) � �Q(y; x))

P (: : : ; : : :) {

"

. . . ist Ursa
he f

�

ur . . .\; Q(: : : ; : : :) {

"

. . . kennt . . .\

Kommentar: !

"

Ursa
he\ ist ein zweistelliges Pr

�

adikat: Etwas ist eine Ursa
he von et-

was. Der Satz oben ist elliptis
h und aus dem

�

Au�erungskontext ist zu
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kl

�

aren, wessen Ursa
he gemeint ist. Das wird in der Formalisierung mit

der Konstanten

"

a\ ausgedr

�

u
kt. Zu lesen ist die Formel folgenderma-

�en: F

�

ur alle Gegenst

�

ande x und y gilt: Ist ersterer Ursa
he (f

�

ur a),

dann kennt letzterer diesen ni
ht.

i) 9x(P (x) ^R(a; x))

a {

"

Hans\; P (: : :) {

"

. . . ist ein Zeitraum\; R(: : : ; : : :) {

"

. . . ist gl

�

u
kli
h

in . . .\

Kommentar:!

Das Wort

"

man
hmal\ bezieht si
h o�enbar auf zeitli
he Abs
hnitte

unbestimmter L

�

ange. Zeitli
he und r

�

aumli
he Bezugnahme kann auf

unters
hiedli
he Weise ausgedr

�

u
kt werden; hier wurde eine Explikation

gew

�

ahlt, bei der das Pr

�

adikat

"

gl

�

u
kli
h\ eine (verste
kte) Zeitstelle hat:

Gl

�

u
kli
h sein hei�t immer, gl

�

u
kli
h zu einer bestimmten Zeit zu sein.

Analog dazu lassen si
h die umgangsspra
hli
hen Quantoren immer,

�

uberall usw. ausdr

�

u
ken.

L

�

osung 4.1.6:4.1.6

a) Q(: : :) {

"

. . . will alt werden\; R(: : :) {

"

. . . will alt sein\:

8xQ(x) ^ �9xR(x)

b) 8xP (x; x) � 8y9xP (x; y)

L

�

osung 4.1.7:4.1.7

a) 8x8y8z(P (x)^P (y)^P (z)^Q(x)^Q(y)^Q(z)� x = y_y = z_x = z)

Kommentar:!

Anzahlaussagen mit

"

h

�

o
hstens\ lassen si
h na
h einem allgemeinen

S
hema ausdr

�

u
ken: Wenn es h

�

o
hstens n Gegenst

�

ande mit einer Ei-

gens
haft gibt, so gilt f

�

ur jede Liste von n+1 Gegenst

�

anden mit dieser

Eigens
haft, da� si
h wenigstens einer auf ihr wiederholt { und umge-

kehrt. Im Beispiel hei�t das: F

�

ur alle drei Gegenst

�

ande, die Markst

�

u
ke

und au
h in Adams Tas
he sind, gilt, da� das erste ni
ht vom zwei-

ten oder das zweite ni
ht vom dritten oder das erste ni
ht vom dritten

vers
hieden ist. O�enbar sind also nur zwei vers
hiedene da.

b) 9x9y(x 6= y ^ P (x) ^ P (y) ^Q(a; x) ^Q(a; y))

Kommentar:!

Anzahlaussagen mit

"

mindestens\ lassen si
h

�

ahnli
h allgemein aus-

dr

�

u
ken: Wenn es mindestens n Gegenst

�

ande mit einer bestimmten Ei-

gens
haft gibt, so gibt es eben auf jeden Fall n Gegenst

�

ande, die si
h

unters
heiden und die Eigens
haft haben.
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) 8x8y8z(P (x) ^ P (y) ^ P (z) ^Q(x) ^Q(y) ^Q(z) �

� x = y _ y = z _ x = z) ^ 9x9y(x 6= y ^ P (x) ^ P (y) ^Q(x) ^Q(y))

Kommentar: !

"

Genau\ ist

"

sowohl mindestens als au
h h

�

o
hstens\.

d) 8x

1

8x

2

(E(x

1

) ^E(x

2

) �

� 8y

1

8y

2

(Z(y

1

) ^ Z(y

2

) ^B(x

1

; y

1

) ^B(x

2

; y

2

) � y

1

6= y

2

))

4.2 Die Semantik der Pr

�

adikatenlogik I:

Interpretationen

(L

�

osungen ab Seite 84)

Sei U eine ni
htleere Menge von Objekten. Die Menge U wird als

Individuenberei
h bezei
hnet, man �ndet au
h die Bezei
hnungen

Universum, Quanti�kationsberei
h oder

�

ahnli
he. Sei I eine Abbil-

dung aus der Menge der Individuenkonstanten und Pr

�

adikatenkon-

stanten, f

�

ur die gilt:

1. Wenn i eine Individuenkonstante ist, ist I(i) 2 U .

2. Wenn f eine n-stellige Pr

�

adikatenkonstante ist, ist I(f) � U

n

,

wobei U

n

das n-fa
he 
artesis
he Produkt der Menge U ist.

Die Abbildung I wird Interpretation der Individuenkonstanten und

Pr

�

adikatenkonstanten auf der Menge U genannt. Das Paar M =

hU ; Ii wird Modell f

�

ur die entspre
hende Spra
he (mit den Individu-

enkonstanten und Pr

�

adikatenkonstanten) oder algebrais
hes System

f

�

ur diese Spra
he genannt. Mit dem Modell liegt die Interpretation

der konstanten Spra
hbestandteile fest. Sei s eine Funktion aus der

Menge der Variablen in die Menge U . Die Funktion s wird Belegung

der Variablen genannt, man �ndet au
h die Bezei
hnungen Inter-

pretation der Variablen oder Bewertung der Variablen. Mit einer

Belegung erhalten die Variablen eine Interpretation im Modell.
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Im folgenden de�nieren wir eine Relation zwis
hen Modellen und

Belegungen auf der einen Seite und pr

�

adikatenlogis
hen Formeln

auf der anderen Seite. Wir s
hreiben daf

�

ur hM; si j= A und lesen

das folgenderma�en: Die Aussage A ist wahr bei der Belegung s und

der Interpretation I im Individuenberei
h U .

1. Wenn A eine Formel f(i

i

; : : : ; i

n

) ist, so gilt hM; si j= A genau

dann, wenn hr(i

1

); : : : ; r(i

n

)i 2 I(f); wobei r(i

j

) = I(i

j

) ist,

falls i

j

eine Individuenkonstante ist und r(i

j

) = s(i

j

) ist, falls

i

j

eine Individuenvariable ist.

2. Wenn A eine Formel �B ist, so gilt hM; si j= A genau dann,

wenn hM; si j= B ni
ht gilt.

3. Wenn A eine Formel B^C ist, so gilt hM; si j= A genau dann,

wenn hM; si j= B und hM; si j= C gelten.

4. Wenn A eine Formel B_C ist, so gilt hM; si j= A genau dann,

wenn hM; si j= B oder hM; si j= C gelten.

5. Wenn A eine Formel B � C ist, so gilt hM; si j= A genau

dann, wenn ni
ht hM; si j= B gilt oder hM; si j= C gilt.

6. Wenn A eine Formel 8iB ist, so gilt hM; si j= A genau dann,

wenn f

�

ur alle a 2 U gilt M; s

0

j= B, wobei s

0

(i) = a und

ansonsten die Belegung s

0

f

�

ur alle Variablen den glei
hen Wert

wie die Belegung s annimmt.

7. Wenn A eine Formel 9iB ist, so gilt hM; si j= A genau dann,

wenn f

�

ur irgendein a 2 U giltM; s

0

j= B, wobei s

0

(i) = a und

ansonsten die Belegung s

0

f

�

ur alle Variablen den glei
hen Wert

wie die Belegung s annimmt.
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Eine pr

�

adikatenlogis
he Formel ist genau dann

erf

�

ullbar in einem Individuenberei
h, wenn es eine Belegung

der Individuenvariablen und eine Interpretation der Individu-

enkonstanten und Pr

�

adikatenkonstanten in diesem Individu-

enberei
h gibt, so da� die Formel wahr im Individuenberei
h

bei dieser Interpretation und Belegung ist;

wahr in einem Modell, wenn sie bei der entspre
henden Inter-

pretation der Individuenkonstanten und Pr

�

adikatenkonstan-

ten in dem entspre
henden Individuenberei
h wahr bei jeder

Belegung der Variablen ist;

tautologis
h in einem Werteberei
h (oder allgemeing

�

ultig in

einem Individuenberei
h), wenn diese Formel bei jeder Inter-

pretation im entspre
henden Modell wahr ist;

tautologis
h (oder allgemeing

�

ultig), wenn sie in allen Individuen-

berei
hen tautologis
h ist (das hei�t, wahr in jedem Modell).

Mit dem Terminus Werteberei
h einer pr

�

adikatenlogis
hen Formel

wird im folgenden die Menge der Ausdr

�

u
ke bezei
hnet, die dur
h

die Belegung aller in der Formel vorkommenden freien Individuen-

variablen mit Elementen aus einem vorgegebenen Individuenberei
h

entstehen.

Aufgabe 4.2.1: / / /

Der Werteberei
h der Individuenvariablen sei fk

1

; k

2

g. Z

�

ahlen Sie alle Ele-

mente des Werteberei
hs der folgenden pr

�

adikatenlogis
hen Formeln auf:

a) 8x8yR(x; y) ^ P (y) ^Q(x)

b) 8xP (x; y) � Q(x)

Aufgabe 4.2.2: / / /

Gegeben sei ein Individuenberei
h aus den nat

�

urli
hen Zahlen von eins bis

zehn und das Pr

�

adikat P (a; b) mit der Interpretation

"

a ist kleiner oder

glei
h b\. Wel
he Bewertungen lassen si
h f

�

ur folgende Formeln in diesem

Individuenberei
h angeben?

a) 8xP (1; x)

b) P (x; y)


) P (x; 8)

d) 9xP (x; 8)
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e) 8x8yP (x; y)

f) P (x; x)

g) 8x9yP (x; y)

h) 8x8y8z(P (x; y) ^ P (y; z) � P (x; z))

Aufgabe 4.2.3:. . .

a) Es sei U der Individuenberei
h, und U = f1; 2g. Es sei R ein zweistel-

liges Pr

�

adikat, und R sei > (

"

das erste ist gr

�

o�er als das zweite Argu-

ment\). Zeigen Sie, da� die Formel 9x9yR(x; y) im Individuenberei
h

U wahr ist.

b) Zeigen Sie an einem philosophis
hen Beispiel, da� folgende Formel ni
ht

allgemeing

�

ultig ist: 8x9yR(x; y) � 9y8xR(x; y)


) Es sei U die Menge der nat

�

urli
hen Zahlen f0; 1; : : : ; n; : : :g. Es sei R

die Relation

"

gr

�

o�er als\. Warum ist 8x9yR(x; y) keine Tautologie in

U?

Geben Sie eine Relation an, mit der die Formel eine Tautologie im In-

dividuenberei
h ist.

Geben Sie einen Individuenberei
h an, in dem die Formel (mit der Re-

lation

"

gr

�

o�er als\) eine Tautologie ist.

Aufgabe 4.2.4:. . .

Betra
hten Sie die Formel P (x)^8x9yQ(x; y; y). Setzen Sie f

�

ur die freie Indi-

viduenvariable na
heinander die Elemente aus dem Werteberei
h U = f0; 1g

ein, interpretieren Sie P als

"

ist kleiner als 2 (< 2)\ und Q als

"

das erste

Argument multipliziert mit dem zweiten ist glei
h dem zweiten Argument

(x�y = y)\. Sind die erhaltenen Aussagen wahr in diesem Individuenberei
h?

Aufgabe 4.2.5:. . .

Sie kennen den Satz:

"

Hunde die bellen, bei�en ni
ht\. Zwei m

�

ogli
he Inter-

pretationen sind

"

Alle Hunde die bellen, bei�en ni
ht\ und

"

Kein Hund der

bellt, bei�t\. Pr

�

ufen Sie, ob diese Interpretationen logis
h glei
hwertig sind.

(Verwenden Sie die Ihnen bekannten

�

Aquivalenzen der Pr

�

adikatenlogik.)

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 4.2.1:4.2.1

a) 8x8yR(x; y) ^ P (k

1

) ^Q(k

1

)

8x8yR(x; y) ^ P (k

1

) ^Q(k

2

)
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8x8yR(x; y) ^ P (k

2

) ^Q(k

1

)

8x8yR(x; y) ^ P (k

2

) ^Q(k

2

)

b) 8xP (x; k

1

) � Q(k

1

)

8xP (x; k

1

) � Q(k

2

)

8xP (x; k

2

) � Q(k

1

)

8xP (x; k

2

) � Q(k

2

)

Kommentar: !

Hintergrund ist die Idee, da� die Aussagefunktionen dur
h eine Interpreta-

tion der freien Vorkommen der Individuenvariablen zu Aussagen

�

uber Ele-

mente des Individuenberei
hes werden. Also werden die freien Vorkommen

der Individuenvariablen dur
h alle m

�

ogli
hen Kombinationen der Elemen-

te des Individuenberei
hes ersetzt. Die erste Aussage unter a) behauptet

nun beispielsweise, da� alle Elemente des Werteberei
hes in der Relation R

zueinander stehen, k

1

zus

�

atzli
h die Eigens
haft P und die Eigens
haft Q

hat.

L

�

osung 4.2.2: 4.2.2

a) Die Formel nimmt den Wert w an.

Kommentar: !

Die Formel ist nimmt nur dann den Wert w an, wenn P (1; x) f

�

ur jedes

Element aus dem Individuenberei
h den Wert w annimmt. Dies ist aber

gegeben: 1 � 1, 1 � 2, 1 � 3, 1 � 4, 1 � 5, 1 � 6, 1 � 7, 1 � 8, 1 � 9,

1 � 10.

b) Die Formel ist eine Aussagefunktion, die erf

�

ullbar im Individuenberei
h

ist.

Kommentar: !

Wir interpretieren die Aussagefunktion dur
h eine Belegung der freien

Variablen im gegebenen Modell, dabei nehmen die Formeln aus dem

Werteberei
h der Pr

�

adikatformel die Werte w und f an: Es gibt Einset-

zungen f

�

ur die freien Individuenvariablen, die wahre Aussagen ergeben

(1 � 8), andere sind fals
h (8 � 1).


) Die Formel ist erf

�

ullbar.

d) Die Formel nimmt den Wert w an.

e) Die Formel nimmt den Wert f an.

f) Die Formel ist wahr bei der Interpretation im Werteberei
h.

Kommentar: !

P (x; x) ist keine Tautologie (keine logis
h wahre Aussage), da die Wahr-

heit der Aussagen P (1; 1) usw. von der von uns gew

�

ahlten Interpreta-

tion des Pr

�

adikates abh

�

angt (f

�

ur

"

gr

�

o�er als\ werden sol
he Aussagen
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fals
h). Denno
h k

�

onnen wir von Wahrheit spre
hen, da die zu

�

uber-

pr

�

ufenden Instanzen der wahren Aussage 8xP (x; x) genau die Elemente

des Werteberei
hes der Pr

�

adikatformel P (x; x) sind.

g) Die Formel nimmt den Wert w an.

h) Die Formel nimmt den Wert w an.

L

�

osung 4.2.3:4.2.3

a) Die Formel ist wahr, weil R(x; y) wahr ist, wenn man x = 2 und y = 1

setzt.

b) Im (als unendli
h angenommenen) Individuenberei
h der Ereignisse sei

R(: : : ; : : :) de�niert als

"

. . . ist die Ursa
he von . . .\. Nun gilt zwar im

Rahmen vers
hiedener Konzeptionen, da� f

�

ur jedes x eine Ursa
he y

existiert, ni
ht aber, da� es eine Ursa
he von allen Ereignissen gibt.


) Die Formel ist keine Tautologie, weil f

�

ur x = 0 kein y existiert, so da�

x gr

�

o�er als y w

�

are.

Mit der Relation

"

gr

�

o�er oder glei
h\ ist die Formel eine Tautologie im

Individuenberei
h.

Im Individuenberei
h der ganzen Zahlen (also au
h der negativen) ist

die Formel eine Tautologie.

L

�

osung 4.2.4:4.2.4

Ja. Die beiden gesu
hten Aussagen sind wahr:

0 < 2 und f

�

ur jede Zahl aus 0 und 1 gibt es eine Zahl aus 0 und 1 so, da�

das Produkt dieser Zahlen glei
h dem zweiten Faktor ist.

1 < 2 und f

�

ur jede Zahl aus 0 und 1 gibt es eine Zahl aus 0 und 1 so, da� das

Produkt dieser Zahlen glei
h dem zweiten Faktor ist. Das ist wahr, denn 0

bzw. 1 sind kleiner als 2 und sowohl f

�

ur 0 als au
h f

�

ur 1 gilt, da� ihr Produkt

mit 0 au
h 0 ergibt.

Kommentar:!

Die gebildeten Aussagen sind also wahr, weil gilt:

0 < 2 und 0 � 0 = 0 und 1 � 0 = 0; und

1 < 2 und 0 � 0 = 0 und 1 � 0 = 0.

L

�

osung 4.2.5:4.2.5

Die Interpretationen sind logis
h glei
hwertig. Zun

�

a
hst formalisieren wir

beide Interpretationen im Individuenberei
h der Hunde mit den Pr

�

adikaten

P (: : :) =

"

. . . bellt\ und Q(: : :) =

"

. . . bei�t\.

Interpretation 1: 8x(P (x) � �Q(x))

Interpretation 2: �9x(P (x) ^Q(x))
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Logis
h glei
hwertig sind beide Interpretationen genau dann, wenn:

8x(P (x) � �Q(x)) � �9x(P (x) ^Q(x))

Es gilt aber wegen (A � B) � (�A _B):

8x(P (x) � �Q(x)) � 8x(�P (x) _ �Q(x))

Weiter gilt wegen (�A _ �B) � �(A ^B):

8x(�P (x) _ �Q(x)) � 8x�(P (x) ^Q(x))

S
hlie�li
h gilt wegen 8i�A � �9iA:

8x�(P (x) ^Q(x)) � �9x(P (x) ^Q(x))

Damit ist die zu zeigende

�

Aquivalenz bewiesen.

4.3 Die Semantik der Pr

�

adikatenlogik II:

Ents
heidungsverfahren

(L

�

osungen ab Seite 92)

Aufgabe 4.3.1: / / /

�

Uberpr

�

ufen Sie mit Hilfe der 0-1-Methode, ob folgende Formeln Tautologien

sind:

a) 9xP (x) � �8xP (x)

b) 9xP (x) � �8x�P (x)


) 8xP (x) � 9xP (x) _ 9x�P (x) _ 8xQ(x)

d) 8xP (x) ^ 9xQ(x) � 9x(P (x) _Q(x))

e) 9xP (x) ^ 8xQ(x) � 9x(P (x) ^Q(x))

f) 8xP (x) ^ 8x(P (x) � Q(x)) � 8xQ(x)

g) 8xP (x) ^ 9x(P (x) � Q(x)) � 9xQ(x)

h) 9x(P (x) � Q(x)) ^ 9x(Q(x) � R(x)) � 8x(P (x) ^ �R(x))

i) 8x(P (x) � Q(x)) ^ 8x(Q(x) � R(x)) � 9x(P (x) ^ �R(x))

j) 9xP (x) � �(8xP (x) ^ �8xP (x)) ^ 9xQ(x)

Aufgabe 4.3.2: / / /

Kennzei
hnen Sie die Erf

�

ullungsmenge folgender zusammengesetzter Pr

�

adi-

kate jeweils im geeigneten Venn{Diagramm.

a) P (x) _Q(x)

b) P (x) � Q(x)
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) P (x) ^ �Q(x)

d) P (x) ^Q(x) _ �R(x)

e) P (x) � (Q(x) � �R(x))

f) �(P (x) ^ (((Q(x) ^R(x)) _ (�Q(x) ^ �R(x))))

Aufgabe 4.3.3:. . .

Geben Sie zusammengesetzte Pr

�

adikate an, f

�

ur die die folgenden Venn{

Diagramme Erf

�

ullungsmengen zeigen (In dieser Aufgabe kennzei
hnen die

s
hraÆerten Fl

�

a
hen die Erf

�

ullungsmengen der entspre
henden Pr

�

adikate.

Die S
hra�ur hat also die Funktion, eine bestimmte Menge zu kennzei
hnen

{ sagt jedo
h ni
hts dar

�

uber aus, ob diese Berei
he des Universums leer oder

ni
ht leer sind.):

a)

R

P

Q

b)

R

P

Q
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)

R

P

Q

d)

R

P

Q
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e)

R

P

Q

f)

R

P

Q
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g)

R

P

Q

h)

R

P

Q

Aufgabe 4.3.4: / / /

�

Uberpr

�

ufen Sie mit Hilfe von Venn{Diagrammen, ob folgende Formeln Tau-

tologien sind:

a) 8xP (x) � �9x�P (x)

b) 8xP (x) _ 8x�P (x)


) 8x(P (x) ^Q(x)) � 8xP (x) _ 8xQ(x)

d) 8x(P (x) _Q(x)) � 8xP (x) _ 8xQ(x)

e) 9x(P (x) � Q(x)) � (9xP (x) � 9xQ(x))

f) 8x(P (x) _Q(x)) � 9xP (x) _ 8xQ(x)

g) 8x(P (x) _Q(x)) � 8xP (x) ^ 8xQ(x)

h) 8x(P (x) _Q(x)) � 9xP (x) _ 8x(Q(x) _ �P (x))

i) 9x(P (x) _Q(x)) � 9xP (x) ^ 9xQ(x)
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Aufgabe 4.3.5:. . .

a) Betra
hten Sie die Erf

�

ullungsmengen der zusammengesetzten Pr

�

adikate

P (y)^ �P (y) und Q(z)_ �Q(z). Kommentieren Sie Ihre Beoba
htung!

b) Wie viele vers
hiedene Venn{Diagramme mit drei Kreisen gibt es? (An-

ders formuliert: Wie viele vers
hiedene Pr

�

adikate lassen si
h aus drei

einfa
hen Pr

�

adikaten zusammensetzen?)


) S
hauen Sie si
h no
h einmal die Wertetabellen aus der Aussagenalge-

bra und die Normalformen an. Bea
hten Sie die Analogie zwis
hen Aus-

sagenvariablen und einstelligen Pr

�

adikaten und formulieren Sie einen

Zusammenhang zwis
hen Wertetabellen, Normalformen und Venn{Dia-

grammen!

Aufgabe 4.3.6:. . .

�

Uberpr

�

ufen Sie mit einer Methode Ihrer Wahl, ob folgende Formeln Tauto-

logien sind:

a) 9x(P (x) ^Q(x)) � 9xP (x) ^ 9xQ(x)

b) 9x(P (x) _Q(x)) � 8xP (x) ^ 9xQ(x)


) 9x(P (x) � Q(x)) � (8xP (x) � 9xQ(x))

d) 8x(P (x) _ �Q(x)) � (9xQ(x) � 9xP (x))

e) 8xP (x) ^ 8x(P (x) � Q(x)) � 9xQ(x)

f) 9x(P (x) _ �Q(x)) � 9xP (x) _ �9xQ(x)

g) 8x(P (x) _Q(x)) � 9xP (x) _ 8x(Q(x) _ �P (x))

h) 8x(P (x) _Q(x) _R(x)) � 9xP (x) _ 8x(Q(x) _R(x))

i) 9xP (x) ^ 9xQ(x) � (9x(P (x) ^ �Q(x)) _ (9x(�P (x) ^Q(x)))

j) 8x(P (x) _Q(x) _R(x)) ^ �9xP (x) ^ �9xR(x) � 9xQ(x)

k) 8y(P (y) � Q(y)) � (8y(Q(y) � R(y)) � (8yP (y) � 9yR(y)))

l) 8x(P (x) _Q(x) ^R(x)) � 9xP (x) _ 8x(Q(x) ^R(x))

m) 8x(P (x) � Q(x)) ^ 8x(Q(x) � R(x)) � 8x(P (x) � R(x))

n) (9x(P (x) ^ �Q(x)) _ (9x(�P (x) ^Q(x))) � 9xP (x) ^ 9xQ(x)

o) 8x(P (x) _ �Q(x) _ �R(x)) ^ �9xP (x) ^ 8xR(x) � 9x�Q(x)

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 4.3.1:4.3.1

a) 9x P (x) � � 8x P (x)

w

(

0

1

f f w

(

0

1
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Die Formel ist keine Tautologie.

Kommentar: !

� Nehmen wir an, die Formel sei keine Tautologie. Dann gibt es eine

Belegung ihrer Teilformeln so, da� der Hauptoperator (die Sub-

junktion) den Wert f zuges
hrieben bekommt. Das Antezedens

mu� demna
h wahr, das Konsequens fals
h sein und na
h den se-

mantis
hen Regeln f

�

ur die Negation bekommt 8xP (x) den Wert w

zuges
hrieben. Damit haben alle quanti�zierten Teilformeln einen

Wahrheitswert zuges
hrieben bekommen.

� Die vorkommenden Pr

�

adikatformeln { hier nur P (x) { erhalten

die Charakteristika 0 und 1 so, da� alle m

�

ogli
hen Kombinatio-

nen von Belegungen ber

�

u
ksi
htigt sind. Die erste Zeile wird nun

gestri
hen, da wegen der Wahrheit der Allaussage im Konsequens

der 0-Berei
h f

�

ur P (x) leer ist (alle Gegenst

�

ande haben die Eigen-

s
haft, also: es gibt keine Gegenst

�

ande im Individuenberei
h, die

die Eigens
haft ni
ht haben); in der zweiten Zeile wird die 1 unter

9xP (x) unterstri
hen, weil der 1-Berei
h wegen der Wahrheit dieser

Aussage ni
ht leer sein kann (es gibt mindestens einen Gegenstand

im Individuenberei
h, der die Eigens
haft hat).

� Alle m

�

ogli
hen Strei
hungen und Unterstrei
hungen sind vorge-

nommen worden. Es ist kein Widerspru
h aufgetreten, also gibt

es Individuenberei
he und eine m

�

ogli
he Belegung der Teilformeln

so, da� die Formel den Wert f annimmt. Also ist sie tats

�

a
hli
h

keine Tautologie.

b) 9x P (x) � � 8x � P (x)

w

(

0

1

f f w

(

1

0

0

1

Die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar: !

Angenommen, die Formel kann den Wert f annehmen. Dann bekommt

die Existenzaussage den Wert w und die Allaussage ebenfalls den Wert w

zuges
hrieben. Die Wahrheit der Allaussage im Konsequens bezieht si
h

ni
ht auf die Charakteristik von P (x), sondern auf die der Negation, des-

halb wird die zweite Zeile (das Vorkommen der 0) gestri
hen. Eine wahre

Existenzaussage erfordert das Unterstrei
hen eines 1-Vorkommens, das

ist aber bereits gestri
hen. Dies ist ein Widerspru
h: Mit dem Strei
hen

wird ausgedr

�

u
kt, da� der entspre
hende Teil des Individuenberei
hes

leer ist, mit dem Unterstrei
hen, da� es mindestens einen Gegenstand
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in ihm gibt. Also ist die Annahme, da� die Formel den Wert f anneh-

men kann, fals
h. Also nimmt sie nur den Wert w an, also ist sie eine

Tautologie.


) 8x P (x) � 9x P (x) _ 9x � P (x) _ 8x Q(x)

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

0

1

0

0

1

0

1

f f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

Die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar:!

Wenn alle Zeilen gestri
hen sind, ist der gesamte Individuenberei
h

leer. Dies steht im Widerspru
h zu einer der Grundvoraussetzungen der

klassis
hen Pr

�

adikatenlogik, dem ni
ht-leeren Individuenberei
h. Daher

kann die Formel ni
ht den Wert f annehmen und ist also eine Tautolo-

gie.

d) 8x P (x) ^ 9x Q(x) � 9x ( P (x) _ Q(x) )

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

w w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

f f

0

1

0

1

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

1

1

0

0

1

1

Die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar:!

Im Antezedens der Formel h

�

atte eine beliebige 1 unter Q(x) unterstri-


hen werden m

�

ussen, um die Wahrheit der entspre
henden Existenz-

aussage darzustellen. Das h

�

atte in jedem Fall zu einem Widerspru
h

gef

�

uhrt: Gestri
hene Zeilen k

�

onnen ni
ht widerspru
hsfrei unterstri
hen

werden. Die Formel ist jedo
h s
hon deshalb eine Tautologie, weil alle

Zeilen gestri
hen sind.

e) 9x P (x) ^ 8x Q(x) � 9x ( P (x) ^ Q(x) )

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

w w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

f f

0

1

0

1

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

0

1

0

0

1

1

9x P (x) ^ 8x Q(x) � 9x ( P (x) ^ Q(x) )

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

w w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

f f

0

1

0

1

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

0

1

0

0

1

1

Die Formel ist eine Tautologie.
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Kommentar: !

Na
hdem die Strei
hungen vorgenommen worden sind, bleibt die Un-

terstrei
hung f

�

ur das linke Konjunktionsglied des Antezedens. Beide

m

�

ogli
he Unterstrei
hungen einer 1-Charakteristik (in der zweiten und

der vierten Zeile) f

�

uhren zum Widerspru
h. Daher (und nur weil beide

zum Widerspru
h f

�

uhren) ist die Formel eine Tautologie.

f) 8x P (x) ^ 8x ( P (x) � Q(x) ) � 8x Q(x)

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

w w

0

1

0

1

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

0

1

1

0

0

1

1

f f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

Die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar: !

Im Konsequens mu� eine der beiden 0-Charakteristika unterstri
hen

werden, was in beiden m

�

ogli
hen F

�

allen zum Widerspru
h f

�

uhrt.

g) 8x P (x) ^ 9x ( P (x) � Q(x) ) � 9x Q(x)

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

w w

0

1

0

1

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

0

1

1

0

0

1

1

f f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

Die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar: !

Beide Unterstrei
hungen sind insofern willk

�

urli
h, als da� au
h ande-

re Vorkommen der 1 in den jeweiligen Spalten h

�

atten gew

�

ahlt werden

k

�

onnen. Jede Wahl f

�

uhrt aber zu einem Widerspru
h.

h) 9x ( P (x) � Q(x) ) ^ 9x ( Q(x) � R(x) ) � 8x ( P (x) ^ �R(x) )

w

0

1

0

1

0

1

0

1

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1

0

1

1

1

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

w w

0

0

1

1

0

0

1

1

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0

0

0

1

1

1

1

f f

0

1

0

1

0

1

0

1

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0

1

0

1

0

0

0

0

1

1

1

1

0

0

0

0

Die Formel ist keine Tautologie.

Kommentar: !

Eine Formel, in deren Charakteristika ni
hts gestri
hen werden mu�,

kann o�enbar keine Tautologie sein.
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i) 8x ( P (x) � Q(x) ) ^ 8x ( Q(x) � R(x) ) � 9x ( P (x) ^ �R(x) )

w

0

1

0

1

0

1

0

1

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1

0

1

1

1

0

1

1

1

1

0

0

1

1

0

0

w w

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0

0

0

1

1

1

1

f f

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0

1

0

1

0

0

0

0

1

1

1

1

0

0

0

0

Die Formel ist keine Tautologie.

j) 9x P (x) � � ( 8x P (x) ^ � 8x P (x) ) ^ 9x Q(x)

w f f w w w f f

9x P (x) � � ( 8x P (x) ^ � 8x P (x) ) ^ 9x Q(x)

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f w f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f w f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

9x P (x) � � ( 8x P (x) ^ � 8x P (x) ) ^ 9x Q(x)

w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f w w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f f w

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

1

0

1

f f

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0

0

1

1

Die Formel ist keine Tautologie.

Kommentar:!

Es m

�

ussen drei F

�

alle ber

�

u
ksi
htigt werden, die alle drei zum Wider-

spru
h gef

�

uhrt werden k

�

onnen m

�

ussen, falls die Formel eine Tautologie

ist.

1. Damit das Konsequens, eine Konjunktion, fals
h wird, rei
ht die

Fals
hheit des linken Konjunktionsgliedes { der Negation { aus.

Unabh

�

angig vom Wahrheitswert des re
hten Konjunktionsgliedes

9xQ(x) besteht ein Widerspru
h. Also ist die Negation wahr und

das andere Konjunktionsglied mu� fals
h sein.

2. Wegen des Wahrheitswertes f unter 9xQ(x) werden die letzten

beiden Zeilen gestri
hen. Die negierte Formel, eine Konjunktion,

kann den Wert f annehmen, weil 8xP (x) den Wert f annimmt.

Na
hdem alle Unterstrei
hungen vorgenommen worden sind, ergibt

si
h kein Widerspru
h. Die Formel ist keine Tautologie und der

Na
hweis daf

�

ur ist hier bereits erbra
ht. Der Vollst

�

andigkeit halber

wird die dritte, verbleibende M

�

ogli
hkeit ebenfalls aufgef

�

uhrt:
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3. Wegen des Wahrheitswertes f unter 9xQ(x) werden die letzten

beiden Zeilen gestri
hen. Die negierte Formel, eine Konjunktion,

nimmt den Wert f an, weil �8xP (x) den Wert f annimmt. Na
h-

dem alle Strei
hungen und Unterstrei
hungen vorgenommen wor-

den sind, ergibt si
h kein Widerspru
h. Die Formel ist keine Tau-

tologie.

L

�

osung 4.3.2: 4.3.2

In dieser Aufgabe kennzei
hnen die s
hraÆerten Fl

�

a
hen die Erf

�

ullungsmen-

gen der entspre
henden Pr

�

adikate. Die S
hra�ur hat also die Funktion, eine

bestimmte Menge zu kennzei
hnen { sagt jedo
h ni
hts dar

�

uber aus, ob diese

Berei
he des Universums leer oder ni
ht leer sind.

a)

P

Q

b)

P

Q
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)

P

Q

d)

R

P

Q
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e) Zun

�

a
hst wird die Erf

�

ullungsmenge des Hinterglieds der Subjunktion

gekennzei
hnet:

Q

P R

Die Erf

�

ullungsmenge der Negation des Vorderglieds der Subjunktion

wird folgenderma�en gekennzei
hnet:

Q

P R

Die Subjunktion bezieht si
h auf eine Erf

�

ullungsmenge, die die Verei-

nigung der Erf

�

ullungsmengen des Hintergliedes und der Negation des

Vordergliedes ist (wegen A � B � �A _B):
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Q

P R

f)

Q

P R

Kommentar:!

An den letzten beiden Aufgaben ist zu erkennen, da� { wie au
h zu erwarten

ist { Pr

�

adikate, die dur
h

�

aquivalente logis
he Umformungen auseinander

entstehen, die glei
hen Erf

�

ullungsmengen haben.

L

�

osung 4.3.3:4.3.3

a) �P (x) ^ �Q(x) ^ �R(x)

b) �Q(x) ^ �R(x)


) Q(x) ^ �R(x) ^ �P (x)

d) �P (x)^�Q(x)^�R(x)_Q(x)^�R(x)^�P (x)_R(x)^�Q(x)^�P (x)

oder einfa
her �(P (x) _Q(x) ^R(x))

e) �P (x)^ �Q(x)^ �R(x)_P (x)^R(x)_P (x)^ �Q(x)^ �R(x) oder

einfa
her �R(x) ^ �Q(x) _R(x) ^ P (x)
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f) P (x) ^R(x) _ P (x) ^ �Q(x) ^ �R(x) _Q(x) ^ �R(x) ^ �P (x)

g) �(P (x)^R(x)_P (x)^Q(x)) bzw.

�

aquivalent �(P (x)^ (Q(x)_R(x))

h) P (x) ^Q(x) ^ �R(x)

Kommentar: !

In allen F

�

allen gibt es weitere

�

aquivalente L

�

osungen.

L

�

osung 4.3.4: 4.3.4

Von dieser Stelle an

�

andert si
h die Funktion der S
hra�ur: S
hraÆerte

Fl

�

a
hen zeigen an, da� die entspre
henden Berei
he des Universums leer

sind. Mit Kreuzen wird das Vorhandensein von (mindestens) einem Element

im entspre
henden Berei
h des Universums gekennzei
hnet.

a) Tautologie

8xP (x) � �9x�P (x)

w f f w

P

+

Kommentar: !

Nehmen wir an, die Formel w

�

are keine Tautologie. Dann w

�

urde es einen

Werteberei
h so geben, da� die Formel den Wert f annimmt. Na
h

aussagenlogis
hen Regeln m

�

ussen f

�

ur diesen Werteberei
h die Formeln

8xP (x) und 9x�P (x) beide den Wert w annehmen. Das hei�t, da� die

Erf

�

ullungsmenge von �P (alles, was au�erhalb von P liegt) sowohl leer

(s
hraÆert) als au
h ni
htleer (mit einem Kreuz versehen) ist { dies ist

ein Widerspru
h. Also gibt es keinen Werteberei
h, f

�

ur den die Formel

den Wert f annimmt, also ist sie eine Tautologie.

b) Keine Tautologie

8xP (x) _ 8x�P (x)

f f f
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P

+

+

Kommentar:!

Es ist ein Werteberei
h m

�

ogli
h, f

�

ur den die Formel den Wert f an-

nimmt: Im Werteberei
h m

�

ussen mindestens zwei Gegenst

�

ande vorhan-

den sein, von denen einer die Eigens
haft P hat und der andere ni
ht.

Dann sind beide Allaussagen fals
h und die Formel ebenfalls. Auf der

Grundlage dieser

�

Uberlegung l

�

a�t si
h lei
ht ein die Allgemeing

�

ultigkeit

widerlegendes Beispiel aus der nat

�

urli
hen Spra
he �nden und au
h ein

Werteberei
h konstruieren, f

�

ur den die Formel allgemeing

�

ultig ist: In

einem Werteberei
h mit nur einem Element ist sie eine Tautologie.


) Tautologie

8x(P (x) ^Q(x)) � 8xP (x) _ 8xQ(x)

w f f f f

P

Q

(+)(+)

(+)

Kommentar:!

Nehmen wir an, die Formel w

�

are keine Tautologie. Dann mu� die erste
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Allaussage den Wert w und die beiden anderen m

�

ussen den Wert f an-

nehmen. Wegen der Wahrheit der ersten Allaussage wird der gesamte

Werteberei
h bis auf die S
hnittmenge der beiden Pr

�

adikate s
hraÆert.

Die fals
hen Allaussagen verlangen Elemente au�erhalb des Erf

�

ullungs-

berei
hes von P beziehungsweise von Q. Dies l

�

a�t si
h dur
h Kreuzen

von Q und

"

au�erhalb von (P oder Q)\, von P und

"

au�erhalb von (P

oder Q)\, von P und von Q oder von

"

au�erhalb von (P oder Q)\ allein

symbolisieren (wir haben deshalb die Kreuze geklammert). Alle diese

Berei
he sind jedo
h s
hraÆert, dies f

�

uhrt zu einem Widerspru
h.

d) Keine Tautologie

8x(P (x) _Q(x)) � 8xP (x) _ 8xQ(x)

w f f f f

P

+

Q

+

e) Keine Tautologie

9x(P (x) � Q(x))�(9xP (x) � 9xQ(x))

w f w f f
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P

Q

+

+

f) Tautologie

8x(P (x) _Q(x)) � 9xP (x) _ 8xQ(x)

w f f f f

P

Q

(+)

(+)

g) Keine Tautologie

8x(P (x) _Q(x)) � 8xP (x) ^ 8xQ(x)

w f f

f f (1)

f w (2)

w f (3)
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(1)

P

+

Q

+

(2)

P

+

Q
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(3)

P

Q

+

Kommentar:!

Unter der Voraussetzung, da� das Hinterglied der Formel den Wert

f annimmt, gibt es drei m

�

ogli
he Kombinationen von Werten f

�

ur die

allquanti�zierten Pr

�

adikatformeln in der Konjunktion. Diese sind in den

Diagrammen (1), (2) und (3) dargestellt, in keinem Falle ergibt si
h ein

Widerspru
h. Die

�

Uberpr

�

ufung h

�

atte bereits na
h Vorliegen des ersten

widerspru
hsfreien Diagramms abgebro
hen werden k

�

onnen.

h) Tautologie

8x(P (x) _Q(x)) � 9xP (x) _ 8x(Q(x) _ �P (x))

w f f f f

P

Q

+

i) Keine Tautologie
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9x(P (x) _Q(x)) � 9xP (x) ^ 9xQ(x)

w f f

f f (1)

w f (2)

f w (3)

(1)

P

Q

(+) (+)

(2)

P

Q

+
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(3)

P

Q

+

Kommentar:!

Die Konjunktion im Hinterglied der Formel kann auf dreierlei Weise

fals
h werden, die m

�

ogli
hen F

�

alle sind in den Diagrammen dargestellt.

Im ersten Fall ergibt si
h ein Widerspru
h: Die wahre Existenzaussage

im Vorderglied verlangt ein Kreuz innerhalb von P oder von Q, diese

sind aber beide vollst

�

andig s
hraÆert. Das ist dur
h die geklammerten

{ also alternativen { Kreuze dargestellt. Es ist ni
ht korrekt, an dieser

Stelle das Ents
heidungsverfahren abzubre
hen und darauf zu s
hlie�en,

da� die Formel eine Tautologie ist. Es handelt si
h um ein indirektes

Beweisverfahren und es sind also alle M

�

ogli
hkeiten zu pr

�

ufen, die si
h

aus dem hypothetis
hen Fals
hsetzen der Formel ergeben. Tats

�

a
hli
h

f

�

uhren die beiden anderen F

�

alle ni
ht zum Widerspru
h, die Formel

ist also keine Tautologie. Die Kreuze verweisen ledigli
h auf ein Ele-

ment in der Erf

�

ullungsmenge, wel
hes beiden wahren Existenzaussagen

gen

�

ugt. Selbstverst

�

andli
h k

�

onnen in den entspre
henden Berei
hen des

Universums mehrere Gegenst

�

ande vorkommen.

L

�

osung 4.3.5:4.3.5

a) Das erste Pr

�

adikat hat keine Erf

�

ullungsmenge beziehungsweise { je

na
h gew

�

ahlter De�nition { seine Erf

�

ullungsmenge ist leer. Das zwei-

te Pr

�

adikat hat den gesamten Werteberei
h, das ganze Universum zur

Erf

�

ullungsmenge. Dies gilt unabh

�

angig von den konkreten Pr

�

adikaten P

und Q, bez

�

ugli
h der Erf

�

ullungsmengen sind alle so zusammengesetzten

Pr

�

adikate untereinander glei
h. Sol
he Pr

�

adikate spielen intuitiv eine

besondere Rolle, weil sie die gef

�

uhlsm

�

a�ig bei allen Pr

�

adikaten erwarte-

te Funktion ni
ht erf

�

ullen, den Gegenstandsberei
h in zwei Berei
he zu
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unterteilen { wobei der erste die Gegenst

�

ande enth

�

alt, die die entspre-


hende Eigens
haft haben, der zweite aus den Gegenst

�

anden besteht,

auf die diese Eigens
haft ni
ht zutri�t.

b) 256

Kommentar: !

Ein Werteberei
h wird dur
h n Pr

�

adikate in 2

n

vers
hiedene Fl

�

a
hen

aufgeteilt (f

�

ur ein Pr

�

adikat ist das o�ensi
htli
h, gilt das f

�

ur n Pr

�

adi-

kate so kann ein Pr

�

adikat dadur
h hinzugef

�

ugt werden, da� jede der

2

n

Fl

�

a
hen in jeweils eine mit zutre�endem und eine mit ni
ht zutref-

fendem neuen Pr

�

adikat geteilt wird { damit werden es 2 � 2

n

= 2

n+1

Fl

�

a
hen). Ein zusammengesetztes Pr

�

adikat entsteht dur
h die Zus
hrei-

bung des Wertes erf

�

ullt/ni
ht erf

�

ullt zu den vers
hiedenen Fl

�

a
hen in

beliebiger Kombination, damit gibt es 2

2

n

unters
hiedli
he Pr

�

adikate

eins
hlie�li
h des kontradiktoris
hen und des tautologis
hen (vgl. a)).


) Jede Zeile in der Wertetabelle steht f

�

ur einen Erf

�

ullungsberei
h im

Venn{Diagramm, wobei die Aussagenvariablen den Pr

�

adikatformeln ent-

spre
hen und die Aussagenvariable genau dann den Wert w hat, wenn

die Erf

�

ullungsmenge des Pr

�

adikats gemeint ist, und genau dann den

Wert f hat, wenn deren Komplementmenge gemeint ist. Die Anzahl der

bildbaren vers
hiedenen zusammengesetzten Pr

�

adikate aus n Grund-

pr

�

adikaten entspri
ht damit der Anzahl der m

�

ogli
hen vers
hiedenen

aussagenlogis
hen Funktionen mit n Argumenten (Aussagenvariablen).

Aus den Wertetabellen lassen si
h konjunktive und adjunktive Normal-

formen der entspre
henden Formel direkt ablesen (bea
hten Sie aber die

Sonderf

�

alle Tautologie und Kontradiktion). Es sei i die Zeilennummer in

einer gegebenen Wertetabelle mit n Aussagenvariablen a

1

; : : : ; a

n

und

â

i

j

sei a

j

, wenn a

j

in der Zeile i den Wert w zuges
hrieben wurde, an-

sonsten �a

j

. Mit dem zus

�

atzli
hen Index w (f) werden alle Belegungen

(Zeilen) gekennzei
hnet, bei denen die Formel den entspre
henden Wert

annimmt. Dann ist (â

iw

1

^ : : :^ â

iw

n

)_ : : :_(â

kw

1

^ : : :^ â

kw

n

) (f

�

ur alle i; k; : : :

f

�

ur die die Formel den Wert w annimmt) eine adjunktive Normalform

und (â

if

1

_ : : :_ â

if

n

) ^ : : :^ (â

kf

1

_ : : : _ â

kf

n

) (f

�

ur alle i; k; : : : f

�

ur die die

Formel den Wert f annimmt) eine konjunktive Normalform.

Die adjunktive Normalform l

�

a�t si
h lei
ht in ein Venn{Diagramm

�

uber-

tragen, indem die Adjunktionsglieder als S
hnittmengen der entspre-


henden Erf

�

ullungsmengen betra
htet und na
heinander gekennzei
h-

net werden. Die gesamte gekennzei
hnete Fl

�

a
he entspri
ht dann dem

dur
h die Normalform ausgedr

�

u
kten komplexen Pr

�

adikat. Umgekehrt

l

�

a�t si
h auf diese Weise au
h eine adjunktive Normalform direkt aus

dem Venn{Diagramm ablesen.



110 KAPITEL 4. SPRACHE & SEMANTIK (PL)

L

�

osung 4.3.6:4.3.6

a) Tautologie

b) Keine Tautologie


) Tautologie

d) Tautologie

e) Tautologie

f) Keine Tautologie

g) Tautologie

h) Tautologie

i) Keine Tautologie

j) Tautologie

k) Tautologie

l) Tautologie

m) Tautologie

n) Keine Tautologie

o) Tautologie

4.4 Ri
htig oder fals
h?

(L

�

osungen ab Seite 170)

Aufgabe 4.4.1:. . .

a) Alle aussagenlogis
hen Tautologien sind, soweit sie pr

�

adikatenlogis
he

Formeln sind, pr

�

adikatenlogis
he Tautologien.

b) Eine Formel, die in einem Werteberei
h mit genau einem Element f

�

ur

jede Interpretation den Wert w annimmt, mu� au
h in einem Wertebe-

rei
h mit unendli
h vielen Elementen f

�

ur jede Interpretation den Wert

w annehmen.


) Da die Pr

�

adikatenlogik ni
ht ents
heidbar ist, kann man f

�

ur keine For-

mel genau wissen, ob sie eine Tautologie ist oder ni
ht.



Kapitel 5

Nat

�

urli
hes S
hlie�en in der

Pr

�

adikatenlogik

5.1 Pr

�

adikatenlogik ohne Identit

�

at

(L

�

osungen ab Seite 112)

Zu den auf Seite 55 angegebenen S
hlu�regeln verwenden wir zus

�

atz-

li
h die folgenden Regeln zur Einf

�

uhrung und Beseitigung der Quan-

toren:

8iA

A(i = j)

(j ist eine beliebige Individuenvariable oder In-

dividuenkonstante)

A

8iA

(i ist eine Individuenvariable, die ni
ht frei in

den Annahmeformeln vorkommen darf)

A(i = j)

9iA

(j ist eine beliebige Individuenvariable oder In-

dividuenkonstante)

9iA

A(i = k

j

1

:::j

n

)

(k ist eine bisher im Beweis ni
ht verwendete

Individuenkonstante, die Indizes sind alle von

i vers
hiedenen freien Individuenvariablen aus

A { sie werden als freie Variablen betra
htet,

die ni
ht dur
h den Allquantor gebunden werden

d

�

urfen)

111
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Das Symbol A(i=j) stellt die Formel dar, die man erh

�

alt, wenn man

in A die Individuenvariable i an allen Stellen dur
h den Ausdru
k

j ersetzt, an denen i frei vorkommt. Dabei darf j keine freie Varia-

ble erhalten, die si
h na
h der Ersetzung im Wirkungsberei
h eines

Quantors be�ndet, der sie bindet.

In den Beweisen wird mit den Abk

�

urzungen f

�

ur Beseitigung bezie-

hungsweise Einf

�

uhrung und dem Zei
hen des entspre
henden Quan-

tors auf diese Regeln Bezug genommen.

Aufgabe 5.1.1:. . .

Beweisen Sie folgende Theoreme im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens:

a) 8x(P (x) � Q(x)) � (8xP (x) � 8xQ(x))

b) 9xP (x) �� 8x � P (x)


) 8x(P (x) � Q(x)) � 8x(P (x) � Q(x))

d) 8xP (x) ^ 9xQ(x) � 9x(P (x) _Q(x))

e) 9x8yR(x; y) � 8y9xR(x; y)

f) 8x(P (x) � Q(x)) � (�9xQ(x) � �9xP (x))

g) �8xP (x) � 9x�P (x)

h) �8x�P (x) � 9xP (x)

i) 8x8y(R(x; y) _R(y; x)) � 8xR(x; x)

j) 8x(P (x) � Q(x)) � (9xP (x) � 9xQ(x))

k) 8x9zP (x; z) ^ 8x9zQ(x; z) � 8x9z(P (x; z) _Q(x; z))

l) 9x(P (x) _Q(x)) � �8x�P (x) _ 9xQ(x)

m) 9x�R(x; x) � 9x9y�R(x; y) ^ 9x9y�R(y; x)

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 5.1.1:5.1.1

a) 1. 8x(P (x) � Q(x)) A.d.B.

2. 8xP (x) A.d.B.

3. P (x) � Q(x) B8 1

4. P (x) B8 2

5. Q(x) AR 3, 4

6. 8xQ(x) E8 5
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b) 1. 9xP (x) A.d.B.

2. 8x�P (x) A.d.i.B.

3. P (a) B9 1

4. �P (a) B8 2

Wdspr. 3, 4

Kommentar: !

Wie es s
hon in der Aussagenlogik

�

ubli
h war, so wurde au
h hier bei

der Annahme des indirekten Beweises die doppelte Negation weggelas-

sen.

Bea
hten Sie die Reihenfolge, in der die Quantoren beseitigt worden

sind. Vorzeitiges Beseitigen des Allquantors in 2. verhindert die M

�

ogli
h-

keit, den Existenzquantor in 1. auf dieselbe Konstante zu beseitigen. Ein

Widerspru
h ergibt si
h dann ni
ht.


) 1. 8x(P (x) � Q(x)) A.d.B.

2. P (x) � Q(x) B8 1

3. P (x) � Q(x) BB 2

4. 8x(P (x) � Q(x)) E8 3

d) 1. 8xP (x) ^ 9xQ(x) A.d.B.

2. 8xP (x) BK 1

3. P (x) B8 2

4. P (x) _Q(x) EA 3

5. 9x(P (x) _Q(x)) E9 4

e) 1. 9x8yR(x; y) A.d.B.

2. 8yR(a; y) B9 1

3. R(a; y) B8 2

4. 9xR(x; y) E9 3

5. 8y9xR(x; y) E8 4
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f) 1. 8x(P (x) � Q(x)) A.d.B.

2. �9xQ(x) A.d.B.

3. 9xP (x) A.d.i.B.

4. P (a) B8 3

5. P (a) � Q(a) B8 1

6. Q(a) AR 4, 5

7. 9xQ(x) E9 6

Wdspr. 2, 7

g) 1. �8xP (x) A.d.B.

2. �9x�P (x) A.d.i.B.

2.1. �P (x) z.A.

2.2. 9x�P (x) E9 2.1

3. �P (x) � 9x�P (x) RI 2.1 � 2.2

4. ��P (x) Th. 2, 3

5. P (x) Th. 4

6. 8xP (x) E8 5

Wdspr. 1, 6

Kommentar:!

Das in Zeile 4 verwendete Theorem ist (A � B) � (�B � �A), in Zeile

f

�

unf wurde die doppelte Negation beseitigt. Beide Theoreme wurden in

Aufgabe 3.2.1 in diesem Bu
h bewiesen.

h) 1. �8x�P (x) A.d.B.

2. 9x��P (x) Th. 1

3. ��P (a) B9 2

4. P (a) Th. 3

5. 9xP (x) E9

Kommentar:!

Das in Zeile 2 verwendete Theorem wurde unter g) bewiesen.

i) 1. 8x8y(R(x; y) _R(y; x)) A.d.B.

2. 8y(R(x; y) _R(y; x)) B8 1

3. R(x; x) _R(x; x) B8 2

4. R(x; x) 3

5. 8xR(x; x) E8 4
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j) 1. 8x(P (x) � Q(x)) A.d.B.

2. 9xP (x) A.d.B.

3. P (a) B9 2

4. P (a) � Q(a) B8 1

5. Q(a) AR 3, 4

6. 9xQ(x) E9 5

k) 1. 8x9zP (x; z) A.d.B.

2. 8x9zQ(x; z) A.d.B.

3. 9zP (x; z) B8 1

4. P (x; a

x

) B9 3

5. P (x; a

x

) _Q(x; a

x

) EA 4

6. 9z(P (x; z) _Q(x; z) E9 5

7. 8x9z(P (x; z) _Q(x; z) E8 6

l) 1. 9x(P (x) _Q(x)) A.d.B.

2. P (a) _Q(a) B9 1

2.1. Q(a) z.A.

2.2. 9xQ(x) E9 1.1

2.3. �8x�P (x) _ 9xQ(x) EA 1.2

3.1. P (a) z.A.

3.2. 9xP (x) E9 2.1

3.3. �8x�P (x) Th. 3.2

3.4. �8x�P (x) _ 9xQ(x) EA 2.3

4. �8x�P (x) _ 9xQ(x) RIII

Kommentar: !

� Die gew

�

ahlte Art der Numerierung f

�

uhrt dazu, da� keine (einfa
h)

numerierte Beweiszeile mit der Nummer 3 auftritt. Das ist kein

Problem, solange die lineare Struktur des Beweises erhalten bleibt.

� Das in Zeile 3.3 verwendete Theorem (9xP (x) � �8x�P (x)) wur-

de unter b) bewiesen.
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m) 1. 9x�R(x; x) A.d.B.

2. �R(a; a) B9 1

3. 9y�R(a; y) E9 2

4. 9x9y�R(x; y) E9 3

5. 9y�R(y; a) E9 2

6. 9x9y�R(y; x) E9 5

7. 9x9y�R(x; y)^ 9x9y�R(y; x) EK 4, 6

Kommentar:!

Im dritten S
hritt bea
hte man, da� die Einf

�

uhrungsregel f

�

ur den Exi-

stenzquantor so formuliert ist, da� beim mehrmaligen Vorkommen der-

selben Individuenkonstanten bei der Anwendung von E9 ni
ht alle

dur
h die entspre
hende Individuenvariable ersetzt werden m

�

ussen.

Weiterhin ist es nat

�

urli
h m

�

ogli
h (wie in S
hritt 5) auf dieselbe Zeile

mehrmals und unters
hiedli
h E9 anzuwenden.

5.2 Abgeleitete S
hlu�regeln

(L

�

osungen ab Seite 117)

Aufgabe 5.2.1:. . .

Nennen Sie Theoreme, mit wel
hen die G

�

ultigkeit der folgenden abgeleiteten

S
hlu�regeln begr

�

undet werden k

�

onnen:

a) 8i(A � B)

8iA

8iB

b) 8i(A _B)

�9iA

8iB

Aufgabe 5.2.2:. . .

Formulieren Sie alle abgeleiteten S
hlu�regeln, die si
h aufgrund folgender

Theoreme ergeben:

a) 8x8y(R(x; y) _R(y; x)) � 8xR(x; x)

b) 8x(P (x) � Q(x)) � (8xP (x) � 8xQ(x))


) �9x(x = y ^ x 6= y)
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L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 5.2.1: 5.2.1

a) 8x(P (x) � Q(x)) � (8xP (x) � 8xQ(x))

b) 8x(P (x) _Q(x)) � (�9xP (x) � 8xQ(x))

Kommentar: !

Bea
hten Sie, da� na
h Theoremen und ni
ht na
h Theorems
hemata ge-

fragt ist. Prinzipiell sind au
h andere Einsetzungen f

�

ur die Metazei
hen f

�

ur

Formeln und Individuenvariablen m

�

ogli
h. Au�erdem kann wegen der (aus-

sagenlogis
h) g

�

ultigen Importations- und Exportationsregeln au
h folgende

Formulierung verwendet werden:

a) 8x(P (x) � Q(x)) ^ 8xP (x) � 8xQ(x)

b) 8x(P (x) _Q(x)) ^ �9xP (x) � 8xQ(x)

L

�

osung 5.2.2: 5.2.2

a) 8i8j(A(i; j) _A(j; i))

8iA(i; i)

b) 8i(A � B)

8iA

8iB

8i(A � B)

8iA � 8iB


) {

Kommentar: !

Die Formel enth

�

alt keine Subjunktion als Hauptoperator. Daher gibt

es keine entspre
hende S
hlu�regel (bei passenden De�nitionen kann

h

�

o
hstens aus der leeren Menge von Pr

�

amissen auf ein entspre
hendes

tautologis
hes Formels
hema ges
hlossen werden).
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5.3 Pr

�

adikatenlogik mit Identit

�

at

(L

�

osungen ab Seite 119)

In diesem Abs
hnitt wird das System des Nat

�

urli
hen S
hlie�ens f

�

ur

die Pr

�

adikatenlogik mit den oben angegebenen Regeln (vgl. Seite

111 ) vorausgesetzt, wel
hes dur
h die folgenden beiden Prinzipien

erg

�

anzt wird:

(A1) x = x

(ERI) i

1

= i

2

A

A[i

1

= i

2

℄

wobei die i

j

Individuenvariablen oder -konstanten sind und A[i

1

= i

2

℄

dur
h Substitution der freien Individuenvariablen oder Individuen-

konstanten i

1

an 0 oder mehr Stellen ihres Vorkommens dur
h i

2

aus A entsteht, falls i

1

ni
ht im Wirkungsberei
h eines i

2

bindenden

Quantors ist.

Aus Gr

�

unden der

�

Ubersi
htli
hkeit wird bisweilen um Ausdr

�

u
ke

der Form i = j eine Klammer gesetzt.

Aufgabe 5.3.1:. . .

Beweisen Sie folgende Theoreme im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens der

Pr

�

adikatenlogik mit Identit

�

at:

a) 9y(y = x ^ P (y)) � P (x)

b) P (x) ^ �P (y) � �(x = y)


) 8y(y = x � P (y)) � P (x)

d) 8x8y(x = y) � 9z(z = a)

e) �8y�(y = x ^ �P (y)) � �P (x)

f) 8x8y(x = y � (P (x) � Q(y))) � 8x(P (x) � Q(x)).

g) P (x) � 8y(y = x � P (y))

h) 9y8x(x = y) � (8xP (x) _ 8x�P (x))

i) 8x(P (x) � Q(x)) � 8x8y(x = y � (P (x) � Q(y))).
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L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 5.3.1: 5.3.1

a) 1. 9y(y = x ^ P (y)) A.d.B.

2. (a

x

= x ^ P (a

x

) B9 1

3. a

x

= x BK 2

4. P (a

x

) BK 2

5. P (x) ERI 3, 4

b) 1. P (x) A.d.B.

2. �P (y) A.d.B.

3. x = y A.d.i.B.

4. P (y) ERI 1, 3

Wdspr. 2, 4


) 1. 8y(y = x � P (y)) A.d.B.

2. x = x � P (x) B8 1

3. x = x Axiom

4. P (x) AR 2, 3

d) 1. 8x8y(x = y) A.d.B.

2. 8y(x = y) B8 1

3. x = a B8 2

4. 9z(z = a) E9 3

e) 1. �8y�(y = x ^ �P (y)) A.d.B.

2. 9y(y = x ^ �P (y)) Th. 1

3. a

x

= x ^ �P (a

x

) B9 2

4. a

x

= x BK 3

5. �P (a

x

) BK 3

6. �P (x) ERI 4, 5

Kommentar: !

Das benutzte Theorem wurde in Aufgabe 5.1.1 bewiesen.
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f) 1. 8x8y(x = y � (P (x) � Q(y))) A.d.B.

2. x = x � (P (x) � Q(x)) 2�B8 1

3. x = x Axiom

4. P (x) � Q(x) AR 2, 3

5. 8x(P (x) � Q(x)) E8 4

g) 1. P (x) A.d.B.

1.1. y = x z.A.

1.2. P (y) ERI 1, 1.1

2. y = x � P (y) RI

3. 8y(y = x � P (y)) E8

h) 1. 9y8x(x = y) A.d.B.

2. �(8xP (x) _ 8x�P (x)) A.d.i.B.

3. 8x(x = a) B9 1

4. �8xP (x) ^ �8x�P (x) DeMorgan 2

5. �8xP (x) BK 4

6. �8x�P (x) BK 4

7. 9x�P (x) Th. 5

8. 9xP (x) Th. 6

9. P (b) B9 8

10. �P (
) B9 7

11. b = a B8 3

12. P (a) ERI 9, 11

13. 
 = a B8 3

14. �P (a) ERI 10, 13

Wdspr. 12, 14

Kommentar:!

In Zeile 4 wird die DeMorgans
he Regel �(A _ B) � �A ^ �B ver-

wendet. Das entspre
hende Theorem wurde im Kapitel

�

uber nat

�

urli
hes

S
hlie�en in der Aussagenlogik bewiesen. Der Beweis der Theoreme, die

in den Zeilen 7 und 8 verwendet wurden, �ndet si
h in Aufgabe 5.1.1.
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i) 1. 8x(P (x) � Q(x)) A.d.B.

2. �8x8y(x = y � (P (x) � Q(y)) A.d.i.B.

3. 9x�8y(x = y � (P (x) � Q(y)) Th. 2

4. �8y(a = y � (P (a) � Q(y)) B9 3

5. 9y(x = y ^ P (x) ^ �Q(y)) Th. 4

6. a = b ^ P (a) ^ �Q(b) B9 5

7. P (a) � Q(a) B8 1

8. P (a) BK 6

9. a = b BK 6

10. �Q(b) BK 6

11. Q(a) AR 7, 8

12. Q(b) ERI 9, 11

Widerspru
h in 10 und 12

Kommentar: !

In diesem Beweis wurden einige S
hritte zusammengefa�t. Ein kurzer

direkter Beweis der Formel l

�

a�t si
h lei
ht erhalten, wenn zun

�

a
hst x =

y und dann (dreifa
h numeriert) P (x) als zus

�

atzli
he Annahmen (zum

Hinzuf

�

ugen einer Subjunktion) verwendet werden.

Das in den Zeilen 3 und 5 verwendete Theorem wurde in Aufgabe 5.1.1

bewiesen.

5.4 Nat

�

urli
hes S
hlie�en und nat

�

urli
he Spra
he

(L

�

osungen ab Seite 122)

Aufgabe 5.4.1: / / /

a) Zeigen Sie die G

�

ultigkeit des Satzes:

"

Wenn Adam t

�

agli
h ins Kino geht

und man
hmal an einer Tankstelle aushilft, dann gibt es Tage, an denen

er ins Kino geht und an einer Tankstelle aushilft.\

b) Zeigen Sie die G

�

ultigkeit des Satzes:

"

Wenn es einen Studenten gibt,

der mindestens so rei
h ist wie jeder Student, dann gibt es f

�

ur jeden

Studenten einen Studenten, der mindestens genauso rei
h ist wie er

selbst.\


) Man s
henkt Ihnen eine Zauberb

�

orse mit folgender Eigens
haft: Wann

immer eine M

�

unze in der B

�

orse ist, ist es ein Markst

�

u
k. (Ste
ken Sie

dort kein F

�

unfmarkst

�

u
k rein!) Zeigen Sie, da� unter dieser Vorausset-

zung das Vorkommen von M

�

unzen in der B

�

orse das Vorkommen von

Markst

�

u
ken impliziert.
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Aufgabe 5.4.2:. . .

Wel
he der folgenden S
hl

�

usse sind korrekt und wel
he ni
ht? (vgl. [3℄, S.

74�.)

a) Fis
he sind Wirbeltiere, die dur
h Kiemen atmen. Der Karpfen ist ein

Wirbeltier, das dur
h Kiemen atmet. Also ist der Karpfen ein Fis
h.

b) Die Winkelsumme jedes Dreie
ks betr

�

agt 180 Grad. Die geometris
he

Figur a hat ni
ht die Winkelsumme 180 Grad. Also ist a kein Dreie
k.


) Alle S

�

augetiere atmen dur
h Lungen. Wale atmen dur
h Lungen. Des-

halb sind Wale S

�

augetiere.

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 5.4.1:5.4.1

a) Im Individuenberei
h der Tage benutzen wir die einstelligen Pr

�

adikate

P (: : :) {

"

Adam geht an . . . ins Kino\ und Q(: : :) {`Adam hilft an . . . an

einer Tankstelle aus\. Die Aussage lautet formalisiert also:

8xP (x) ^ 9xQ(x) � 9x(P (x) ^Q(x))

Beweis im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens:

1. 8xP (x) A.d.B.

2. 9xQ(x) A.d.B.

3. Q(a) B9 2.

4. P (a) B8 1.

5. P (a) ^Q(a) EK 3./4.

6. 9x(P (x) ^Q(x)) E9 5.

Damit ist der Satz bewiesen.

Kommentar:!

Da� Adam (an dem Tag) ins Kino geht, ist hier als Eigens
haft von

Tagen aufgefa�t. Das mag auf den ersten Bli
k ungew

�

ohnli
h klingen,

jedo
h kann lei
ht gezeigt werden, da� si
h die Tage der letzten Wo
he

in sol
he unterteilen lassen, die die Eigens
haft haben, da� der Leser

im Kino war, und in sol
he, die diese Eigens
haft ni
ht haben. Man

k

�

onnte eine komplexe Eigens
haft bilden:

"

ein sol
her Tag zu sein, an

dem Adam ins Kino geht\.

b) Im Individuenberei
h der Studenten benutzen wir das zweistellige Pr

�

adi-

kat P (: : : ; : : :) { . . . ist mindestens so rei
h wie . . .\. Die Aussage lautet

dann formalisiert:

9x8yP (x; y) � 8x9yP (y; x)
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Beweis im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens:

1. 9x8yP (x; y) A.d.B.

2. 8yP (a; y) B9 1.

3. P (a; x) B8 2.

4. 9yP (y; x) E9 3.

5. 8x9yP (y; x) E8 4.


) Im Individuenberei
h der M

�

unzen benutzen wir die folgenden Pr

�

adikate:

P (: : :) {`. . . be�ndet si
h in der B

�

orse\ und Q(: : :) {

"

. . . ist Markst

�

u
k\.

Es ist also zu zeigen:

8x(P (x) � Q(x)) � (9xP (x) � 9xQ(x))

Beweis im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens:

1. 8x(P (x) � Q(x)) A.d.B.

2. 9xP (x) A.d.B.

3. P (a) B9, 2.

4. P (a) � Q(a) B8, 1.

5. Q(a) AR, 4.,3.

6. 9xQ(x) E9, 5.

Kommentar: !

Bea
hten Sie, da� die Reihenfolge der Beseitigungen wesentli
h ist: Sie

sollten den Allquantor ni
ht vor dem Existenzquantor beseitigen, da

dieser eine neue (im Beweis no
h ni
ht verwendete) Konstante verlangt.

W

�

urde man n

�

amli
h zuerst den Allquantor beseitigen und P (a) � Q(a)

erhalten, bek

�

ame man dur
h B9 ni
ht mehr P (a), sondern nur z.B.

P (b), was ni
ht weiterf

�

uhren w

�

urde.

L

�

osung 5.4.2: 5.4.2

a) Der S
hlu� ist ni
ht korrekt, wenn au
h die gefolgerte Aussage wahr

ist. Formalisieren wir die Aussage mit folgenden Pr

�

adikaten: F (: : :) {

"

. . . ist Fis
h\,K(: : :) {`. . . ist Karpfen\ undW (: : :) {

"

. . . ist Wirbeltier,

das dur
h Kiemen atmet\. Die verwendete anzunehmende S
hlu�regel

w

�

are diese:

8x(F (x) �W (x))

8x(K(x) �W (x))

8x(K(x) � F (x))

Die der s
heinbaren S
hlu�regel zugrundeliegende Formel ist aber kein

Theorem: 8x(F (x) � W (x)) ^ 8x(K(x) � W (x)) � 8x(K(x) � F (x))

ist ni
ht beweisbar.

Man kann lei
ht mit einem der bekannten Ents
heidungsverfahren zei-
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gen, da� die Formel keine Tautologie ist. Wegen der Widerspru
hsfrei-

heit der Pr

�

adikatenlogik folgt die Unbeweisbarkeit der Aussage.

Kommentar:!

Der Verweis auf die Widerspru
hsfreiheit bezieht si
h auf:

Satz 4 Alle Theoreme des nat

�

urli
hen S
hlie�ens der Pr

�

adikatenlogik

sind quantorenlogis
he Tautologien.

Damit ist klar, da� Ni
ht{Tautologien ni
ht beweisbar sind.

Wenn man si
h den fragli
hen S
hlu� folgenderma�en aufs
hreibt, dann

wird no
h deutli
her, da� er ni
ht funktioniert:

Alle F sind W

Alle K sind W

Alle K sind F

Alle Hunde sind Wirbeltiere

Alle Katzen sind Wirbeltiere

Alle Katzen sind Hunde

b) Dieser S
hlu� ist korrekt. Wir verwenden folgende Pr

�

adikate und Kon-

stanten: W (: : :) { . . . ist eine geometris
he Figur, deren Winkelsumme

180 Grad betr

�

agt\, D(: : :) {`. . . ist Dreie
k\ und a {`die geometris
he

Figur a\. Die verwendete S
hlu�regel ist diese:

8x(D(x) �W (x))

�W (a)

�D(a)

Das zugrundeliegende Theorem (8x(D(x) �W (x)^ �W (a) � �D(a))

wird im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens wie folgt bewiesen:

1. 8x(D(x) �W (x)) A.d.B.

2. �W (a) A.d.B.

3. D(a) �W (a) B8 1.

4. �D(a) 2., 3.


) Dieser S
hlu� hat die glei
he Form, wie S
hlu� a) und ist daher ebenfalls

ni
ht korrekt.

5.5 Ri
htig oder fals
h?

(L

�

osungen ab Seite 170)

Aufgabe 5.5.1:. . .

a) Die Einf

�

uhrungsregel des Allquantors erlaubt es, beliebige Formeln be-

z

�

ugli
h beliebiger Variablen zu generalisieren.

b) Wenn es kein wei�es Pferd gibt, dann ist alles ni
ht{wei� oder es gibt

keine Pferde.
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) Na
h der Einsetzungsregel f

�

ur Identit

�

aten l

�

a�t si
h s
hlie�en: Aus

"

Es

ist eine mathematis
he Tatsa
he, da� 9 > 7\ und

"

Die Anzahl der Pla-

neten im Sonnensystem ist 9\ folgt

"

Es ist eine mathematis
he Tatsa
he,

da� die Anzahl der Planeten im Sonnensystem g

�

o�er als 7 ist\.





Kapitel 6

Traditionelle Logik

6.1 Das logis
he Quadrat und direkte S
hl

�

usse

(L

�

osungen ab Seite 128)

Aufgabe 6.1.1: / / /

Bestimmen Sie, soweit m

�

ogli
h, die fehlenden Wahrheitswerte der S

�

atze und

begr

�

unden Sie am logis
hen Quadrat:

a) 1. Alle Kreter sind L

�

ugner. { Dieser Satz sei wahr.

2. Einige Kreter sind L

�

ugner.

3. Kein Kreter ist L

�

ugner.

4. Einige Kreter sind keine L

�

ugner.

b) 1. Einige G

�

artner sind M

�

order. { Dieser Satz sei wahr.

2. Einige G

�

artner sind keine M

�

order.

3. Alle G

�

artner sind M

�

order.

4. Kein G

�

artner ist ein M

�

order.


) 1. Alle Politiker sind ehrli
h. { Dieser Satz sei fals
h.

2. Einige Politiker sind ehrli
h.

3. Einige Politiker sind ni
ht ehrli
h.

4. Kein Politiker ist ehrli
h.

d) 1. Einige Mens
hen sind ni
ht fehlbar. { Dieser Satz sei fals
h.

2. Alle Mens
hen sind fehlbar.

3. Einige Mens
hen sind fehlbar.

4. Kein Mens
h ist fehlbar.

Aufgabe 6.1.2: / / /

Direkte S
hl

�

usse: Bilden Sie alle m

�

ogli
hen S
hlu�folgerungen aus folgenden

S

�

atzen dur
h Konversion, Obversion (au
h

�

Aquipollenz genannt), Kontra-

position und Opposition (au
h Inversion genannt)!

127
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a) Alle Heiligen sind barmherzig.

b) Kein M

�

artyrer ist lebendig.


) Einige Primzahlen sind gerade.

d) Einige Gere
hte sind keine Juristen.

Aufgabe 6.1.3:. . .

Bestimmen Sie, soweit m

�

ogli
h, die fehlenden Wahrheitswerte der S

�

atze

und begr

�

unden Sie am logis
hen Quadrat oder mit den Regeln f

�

ur direk-

te S
hl

�

usse:

a) 1. Kein Atheist ist fromm. { Dieser Satz sei wahr.

2. Einige Atheisten sind ni
ht fromm.

3. Einige Ni
ht-Fromme sind keine Theisten (Ni
ht-Atheisten).

4. Einige Theisten sind ni
ht fromm.

5. Kein Frommer ist Atheist.

b) 1. Einige Kriege sind gere
ht. { Dieser Satz sei fals
h.

2. Kein Krieg ist gere
ht.

3. Alle Kriege sind gere
ht.

4. Einige Kriege sind ni
ht ungere
ht.

5. Einige Kriege sind ni
ht gere
ht.


) 1. M

�

u�iggang ist aller Laster Anfang. { Dieser Satz sei wahr.

2. M

�

u�iggang ist einiger Laster Anfang.

3. Einiger Laster Anfang ist ni
ht M

�

u�iggang.

4. Kein Laster f

�

angt ohne M

�

u�iggang an.

d) 1. Einige Philosophen sind keine Literaten. { Dieser Satz sei wahr.

2. Einige Ni
ht-Literaten sind keine Ni
ht-Philosophen.

3. Kein Literat ist ein Philosoph.

4. Kein Ni
ht-Philosoph ist ein Literat.

5. Alle Philosophen sind Literaten.

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 6.1.1:6.1.1

a) 2 ist wahr (subaltern zu 1)

3 ist fals
h (kontr

�

ar zu 1)

4 ist fals
h (kontradiktoris
h zu 1)

b) 4 ist fals
h (kontradiktoris
h zu 1),

�

uber die Wahrheitswerte von 2 und

3 kann man ni
hts sagen.
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Kommentar: !

2 ist subkontr

�

ar zu 1, kann also au
h wahr sein, mu� aber ni
ht. Zu 3 ist

1 subaltern, von der Wahrheit von 3 k

�

onnte man also auf die Wahrheit

von 1 s
hlie�en, ni
ht aber umgekehrt.


) 3 ist wahr (kontradiktoris
h zu 1), w

�

ahrend die Wahrheitswerte von 2

und 4 ni
ht zu bestimmen sind.

Kommentar: !

2 ist subaltern zu 1 und in dem Fall k

�

onnte man nur s
hlie�en, wenn

1 wahr w

�

are. 4 ist kontr

�

ar zu 1, kontr

�

are Aussagen k

�

onnen ni
ht beide

wahr, sehr wohl aber beide fals
h sein.

d) 2 ist wahr (kontradiktoris
h zu 1)

3 ist wahr (subaltern zu 2 und subkontr

�

ar zu 1)

4 ist fals
h (kontradiktoris
h zu 3 und kontr

�

ar zu 2)

L

�

osung 6.1.2: 6.1.2

a) Konversion (dur
h Limitation): Einige Barmherzige sind Heilige.

Obversion: Kein Heiliger ist unbarmherzig.

Kontraposition: Alle Unbarmherzigen sind keine Heiligen.

Opposition: Einige Ni
ht-Heilige sind unbarmherzig.

Kommentar: !

Der S
hlu� dur
h Konversion auf

"

Alle Barmherzige sind Heilige\ ist

ni
ht g

�

ultig. Wenn man jedo
h im Konversen das

"

Alle\ dur
h

"

Einige\

ersetzt (Limitation), gilt der S
hlu�. Im Gegensatz zu den ohne Limi-

tation g

�

ultigen Regeln gilt er jedo
h ni
ht in beide Ri
htungen, man

kann also ni
ht von

"

Einige Barmherzige sind Heilige\ zur

�

u
k auf

"

Alle

Heiligen sind barmherzig\ s
hlie�en.

Der S
hlu� dur
h Opposition ist o�enbar nur g

�

ultig, wenn

"

barmherzig\

ni
ht alle Gegenst

�

ande umfa�t. Nur dann ist

"

unbarmherzig\ ni
htleer

und es gibt unbarmherzige Gegenst

�

ande, die nat

�

urli
h keine Heiligen

sein k

�

onnen. In der traditionellen Logik wird grunds

�

atzli
h mit ni
htlee-

ren Termini gearbeitet, sonst w

�

aren viele ihrer Gesetze (so au
h einige

Syllogismen) ni
ht g

�

ultig.

b) Konversion: Kein Lebender ist M

�

artyrer.

Obversion: Alle M

�

artyrer sind tot (ni
ht-lebendig).

Kontraposition (dur
h Limitation): Einige Tote (Ni
ht-Lebendige) sind

ni
ht Ni
ht-M

�

artyrer.

Opposition: Einige Ni
ht-M

�

artyrer sind ni
ht tot.


) Konversion: Einige gerade Zahlen sind Primzahlen.

Obversion: Einige Primzahlen sind ni
ht ungerade.

Kontraposition und Opposition: (ni
ht g

�

ultig)
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d) Konversion: (ni
ht g

�

ultig)

Obversion: Einige Gere
hte sind Ni
ht-Juristen.

Kontraposition: Einige Ni
ht-Juristen sind ni
ht Ungere
hte.

Opposition: (ni
ht g

�

ultig)

L

�

osung 6.1.3:6.1.3

a) 2 ist wahr (subaltern zu 1)

3 ist wahr (dur
h Kontraposition aus 1)

4 ist ni
ht zu bestimmen

5 ist wahr (dur
h Konversion aus 1)

b) 2 ist wahr (kontradiktoris
h zu 1)

3 ist fals
h (kontr

�

ar zu 2)

4 ist fals
h (dur
h Obversion aus 1)

5 ist wahr (subkontr

�

ar zu 1)


) 2 ist wahr (subaltern zu 1)

3 ist fals
h (kontradiktoris
h zu 1)

4 ist wahr (dur
h Obversion aus 1)

Kommentar:!

In der Standardform m

�

u�te Satz 4 folgenderma�en lauten:

"

Keines La-

sters Anfang ist Ni
ht-M

�

u�iggang\.

d) 2 ist wahr (dur
h Kontraposition aus 1)

3 ist ni
ht zu bestimmen

4 ist ni
ht zu bestimmen

5 ist fals
h (kontradiktoris
h zu 1)

6.2 Syllogistik

(L

�

osungen ab Seite 132)

Aufgabe 6.2.1:. . .

Wel
he Folgerungen kann man aus folgenden Pr

�

amissen ziehen? Geben Sie

Modus und Figur der verwendeten Syllogismen an!

a) Kein Hund ist unsterbli
h. Alle Da
kel sind Hunde.

b) Alle antiken Philosophen sind tot. Einige Professoren der Philosophie

leben no
h.


) Alle Brandstifter sind Pyromanen. Kein Pyromane ist Feuerwehrmann.

d) Alle Moralisten sind inkonsequent in ihrem Handeln. Einige Moralisten

sind Vorbilder.

e) Kein Gorilla ist ein verwuns
hener Prinz. Alle Fr

�

os
he sind verwuns
he-

ne Prinzen.
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f) Kein S
hwan ist ein Entlein. Einige Entlein sind h

�

a�li
h.

g) Alle S
hw

�

ane sind V

�

ogel. Alle Entlein sind V

�

ogel.

h) Kein Bauhaus-Fan ist ein Liebhaber von antiken M

�

obelst

�

u
ken. Einige

Holzw

�

urmer sind Liebhaber von antiken M

�

obelst

�

u
ken.

Aufgabe 6.2.2: / / /

Ein g

�

ultiger Syllogismus mu� folgenden Regeln gen

�

ugen:

1. Der Mittelterm mu� mindestens in einer Pr

�

amisse universell

(im vollen Umfang) genommen sein bzw. distribuiert sein.

2. Wenn ein Terminus in der Konklusion universell genommen ist,

mu� er in einer Pr

�

amisse universell genommen sein.

3. Mindestens eine Pr

�

amisse mu� aÆrmativ sein.

4. Wenn die Konklusion negativ ist, mu� eine Pr

�

amisse negativ

sein.

5. Wenn eine der Pr

�

amissen negativ ist, mu� die Konklusion ne-

gativ sein.

Wel
he der Regeln werden in den folgenden Syllogismen verletzt?

a) Einige Mens
hen sind Wissens
haftler. Alle Physiker sind Mens
hen.

Also sind einige Physiker Wissens
haftler.

b) Einige Spatzen in der Hand sind ni
ht besser als eine Taube auf dem

Da
h. Alle Dinge, die besser als eine Taube auf dem Da
h sind, sind eine

Anstrengung wert. Einige Spatzen in der Hand sind eine Anstrengung

wert.


) Alle Feiglinge sind ge

�

angstigt in Gegenwart von wilden Tigern. Einige

Helden sind keine Feiglinge. Also ist kein Held ge

�

angstigt in Gegenwart

von wilden Tigern.

d) Kein Bandwurm ist ein Sonnenanbeter. Einige Touristen sind keine Son-

nenanbeter. Also sind einige Bandw

�

urmer keine Touristen.

Aufgabe 6.2.3: / / /

Bringen Sie folgende umgangsspra
hli
he Syllogismen in Standardform und

bestimmen Sie Modus und Figur! Sind alle g

�

ultig?

a) S
hwarze Katzen bringen ni
ht immer Ungl

�

u
k, denn die Regel

�

uber

s
hwarze Katzen sagt

"

Von re
hts na
h links, was Gutes bringt's\ und

so man
he s
hwarze Katze l

�

auft von re
hts na
h links.
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b) Es gibt au
h kaum genutzte Wege, die na
h Rom f

�

uhren. Denn bekannt-

li
h werden zwar nur einige Wege kaum genutzt, do
h f

�

uhren alle Wege

na
h Rom.


) Alle Reptilien sind keine S

�

augetiere. Das folgt daraus, da� Reptilien

keine Wiederk

�

auer sind, einige S

�

augetiere aber wiederk

�

auen.

Aufgabe 6.2.4:. . .

Sind folgende Syllogismen g

�

ultig? Zeigen Sie mit Hilfe von Venn-Diagram-

men die G

�

ultigkeit bzw. Ung

�

ultigkeit!

a) Kein Mens
h ist allwissend. Einige Mens
hen sind Lehrer. Also sind

einige Lehrer ni
ht allwissend.

b) Jeder Hund ist eines Mens
hen treuer Gef

�

ahrte. Kein Fros
h ist ein

Hund. Also ist kein Fros
h eines Mens
hen treuer Gef

�

ahrte.


) Einige Philosophen sind logis
he Denker. Alle logis
hen Denker sind

kluge Mens
hen. Also sind einige kluge Mens
hen Philosophen.

d) Einige Fis
he sind Wirbeltiere, die dur
h Kiemen atmen. Einige Was-

sertiere sind Fis
he. Also sind einige Wassertiere Wirbeltiere, die dur
h

Kiemen atmen.

e) Alle Mens
hen sind sterbli
h. Alle Grie
hen sind Mens
hen. Also sind

einige Grie
hen sterbli
h.

Aufgabe 6.2.5:. . .

Warum kann es keine Syllogismen mit folgenden Namen geben?

a) Caries

b) Cholera


) Angina

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 6.2.1:6.2.1

a) Kein Da
kel ist unsterbli
h. { Celarent (Modus: e-a-e { Figur: I)

Einige Da
kel sind sterbli
h (ni
ht unsterbli
h). { Celaront (e-a-o{I)

Kommentar:!

Im Modus Celaront wird o�enbar weniger ges
hlossen als m

�

ogli
h w

�

are

(deswegen wird er au
h ni
ht

�

uberall als g

�

ultiger Syllogismus aufge-

f

�

uhrt) { wenn alle Da
kel sterbli
h sind, dann nat

�

urli
h au
h einige.

Allerdings setzt das voraus, da� es

�

uberhaupt Da
kel gibt. Gibt es keine

(ist

"

Da
kel\ also ein leerer Terminus), gilt der S
hlu� na
h Celaront
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ni
ht, der na
h Celarent jedo
h weiterhin! In der traditionellen Logik

sind jedo
h leere Termini ni
ht zugelassen.

b) Einige Professoren der Philosophie sind keine antiken Philosophen.

{ Baro
o (a-o-o{II)


) Kein Feuerwehrmann ist ein Brandstifter. { Calemes (a-e-e{IV)

Einige Feuerwehrm

�

anner sind keine Brandstifter.

{ Calemop (a-e-o{IV)

Kommentar: !

Hier wird im Modus Calemop weniger ges
hlossen als m

�

ogli
h, au
h

Calemop �ndet si
h daher ni
ht in allen Aufz

�

ahlungen der g

�

ultigen

Syllogismen. Wie Celaront gilt au
h Calemop ni
ht, wenn leere Termini

zugelassen sind.

d) Einige Vorbilder sind inkonsequent in ihrem Handeln.

{ Modus: Datisi(a-i-i-III)

e) Kein Fros
h ist ein Gorilla. { Cesare (e-a-e-II)

Einige Fr

�

os
he sind keine Gorillas. { Cesarop (e-a-o-II)

Kommentar: !

F

�

ur Cesarop das glei
he wie f

�

ur Celaront und Calemop..

f) Einige H

�

a�li
he sind keine S
hw

�

ane. { Fresison (e-i-o-IV)

g) (man kann ni
hts s
hlie�en) { Figur: II

h) Einige Holzw

�

urmer sind keine Bauhaus-Fans. { Festino (e-i-o-II)

L

�

osung 6.2.2: 6.2.2

a) Regel 1

Kommentar: !

Der Mittelterm ist

"

Mens
hen\. Sowohl die erste als au
h die zwei-

te Pr

�

amisse beziehen si
h jedo
h ni
ht auf alle Mitglieder der Klasse

"

Mens
hen\ (die zweite Pr

�

amisse sagt zwar etwas

�

uber alle Physiker

aus, aber ni
hts

�

uber alle Mens
hen). Der Mittelterm ist also in keiner

Pr

�

amisse universell genommen.

b) Regel 5


) Regel 2

Kommentar: !

Beide Termini der Konklusion werden in den Pr

�

amissen ni
ht universell

genommen.

d) Regel 2 und 3
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L

�

osung 6.2.3:6.2.3

a) Keine s
hwarze Katze, die von re
hts na
h links l

�

auft,

ist ein Ungl

�

u
ksbringer.

Einige s
hwarze Katzen sind s
hwarze Katzen,

die von re
hts na
h links laufen.

Einige s
hwarze Katzen sind keine Ungl

�

u
ksbringer.

g

�

ultig { Modus: Ferio (e-i-o); Figur: I

b) Alle Wege sind Wege, die na
h Rom f

�

uhren.

Einige Wege sind kaum genutzte Wege.

Einige kaum genutzte Wege f

�

uhren na
h Rom.

g

�

ultig { Modus: Datisi (a-i-i); Figur: III


) Kein Reptil ist ein Wiederk

�

auer.

Einige S

�

augetiere sind Wiederk

�

auer.

Kein Reptil ist ein S

�

augetier.

ung

�

ultig { Modus: o-i-o; Figur: II

Kommentar:!

Der Syllogismus ist ung

�

ultig, denn er verletzt Regel 2 (vgl. Aufgabe

6.2.2). Der Terminus

"

S

�

augetier\ ist in der Konklusion universell ge-

nommen, ni
ht aber in den Pr

�

amissen.

L

�

osung 6.2.4:6.2.4

In den folgenden Venn{Diagrammen werden Gro�bu
hstaben in Kreisen

verwendet, um die Erf

�

ullungsberei
he (Begri�sumf

�

ange, Extensionen) der

entspre
henden generellen Termini (Begri�e) zu kennzei
hnen. Wir geben

kein Alphabet vor, sondern benutzen naheliegende Bezei
hnungen (

"

M\ f

�

ur

"

Mens
h\ und so fort).
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a)

M L A

Ferison

Kommentar: !

Da kein Mens
h allwissend ist, liegen die M- und A{Berei
he vollst

�

andig

auseinander: Es gibt ni
hts, was zuglei
h Mens
h und au
h allwissend

w

�

are. Da einige Mens
hen Lehrer sind, gibt es einen gemeinsamen M-

und L{Berei
h. Dieser Berei
h liegt zuglei
h v

�

ollig au�erhalb des A{

Berei
hes, daher sind einige Lehrer ni
ht allwissend. Bea
hten Sie, da�

ni
hts dar

�

uber ausgesagt ist, ob es Lehrer gibt, die allwissend sind, oder

Lehrer, die keine Mens
hen und ni
ht allwissend sind. M

�

ogli
herweise

sind einer der beiden oder beide Berei
he leer, das

�

andert jedo
h ni
hts

an der G

�

ultigkeit des Syllogismus. Ein Computer als Lehrer ist kein

Mens
h, allerdings au
h ni
ht allwissend; ein Gott (Prometheus, der die

Mens
hen das Feuer zu nutzen lehrte) ist viellei
ht sowohl kein Mens
h,

als au
h allwissend.

b)

H

M

F

Ung

�

ultig.
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Kommentar:!

Die H- und F{Berei
he liegen vollst

�

andig auseinander. Au�erdem liegt

der H{ Berei
h vollst

�

andig im M{Berei
h (hier hei�t

"

M\ nat

�

urli
h

ni
ht

"

Mens
h\, sondern

"

eines Mens
hen treuer Gef

�

ahrte sein\). Na
h

diesen Voraussetzungen ist es immerhin m

�

ogli
h { und das zeigt das

Venn{Diagramm {, da� es einen ni
htleeren gemeinsamen F- und M{

Berei
h gibt.


)

L

K

P

Dimatis

Kommentar:!

Au
h hier k

�

onnen einige Berei
he leer sein. Es kommt allein darauf an,

da� die Fl

�

a
he, die sowohl eine P- als au
h eine L{Fl

�

a
he ist, au
h ein

Teil des K{Berei
hes ist.

d)

W F K

Ung

�

ultig.

Kommentar:!

Die Kiemenatmer sind vollst

�

andig von den Wassertieren getrennt, ob-
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wohl beide gemeinsame Berei
he mit den Fis
hen haben.

e)

Æ


��

G

M

S

Barbari

Kommentar: !

Es ist lei
ht zu sehen, da� au
h die st

�

arkere S
hlu�folgerung

"

Alle Grie-


hen sind sterbli
h\ zu re
htfertigen ist. Der S
hlu� auf

"

Einige Grie-


hen sind sterbli
h\ gilt nur, wenn keine leeren Termini zugelassen sind.

In der traditionellen Logik ist dies aber der Fall.

L

�

osung 6.2.5: 6.2.5

a) Ein Syllogismus der Form a-i-e w

�

urde Regel 4 (vgl. Aufgabe 6.2.2) ver-

letzen: Seine Konklusion ist negativ, aber keine seiner Pr

�

amissen.

b) In diesem Syllogismus �ndet si
h keine aÆrmative Pr

�

amisse. Das ver-

letzt Regel 3.


) Das Subjekt der Konklusion wird universell genommen, es mu� also

au
h in einer der Pr

�

amissen universell genommen werden. In der zweiten

Pr

�

amisse (i- Aussage) wird kein Terminus universell genommen. In der

ersten Pr

�

amisse kommt jedo
h das Subjekt der Konklusion ni
ht vor,

wird also au
h dort ni
ht universell genommen. Damit wird Regel 2

verletzt.

6.3 Ri
htig oder fals
h?

(L

�

osungen ab Seite 170)

Aufgabe 6.3.1: / / /

Im logis
hen Quadrat gilt:

a) Zwei kontradiktoris
he Aussagen k

�

onnen ni
ht beide wahr und ni
ht

beide fals
h sein.
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b) Zwei kontr

�

are Aussagen k

�

onnen ni
ht beide wahr sein.


) Zwei subkontr

�

are Aussagen k

�

onnen ni
ht beide wahr sein.

d) Bei der Subalternation darf man nur von oben na
h unten s
hlie�en.

e) Wenn zwei Aussagen ni
ht beide fals
h sein k

�

onnen, sind sie kontradik-

toris
h.

f) Wenn zwei Aussagen ni
ht beide fals
h sein k

�

onnen, sind sie kontr

�

ar.

Aufgabe 6.3.2:. . .

In der Syllogistik gilt:

a) Zwei aÆrmative Pr

�

amissen k

�

onnen keinen negativen S
hlu� ergeben.

b) Zwei negative Pr

�

amissen k

�

onnen nur einen negativen S
hlu� ergeben.


) Ein g

�

ultiger Syllogismus hat mindestens eine negative Pr

�

amisse.

d) Ein g

�

ultiger Syllogismus hat mindestens eine aÆrmative Pr

�

amisse.

Aufgabe 6.3.3:. . .

Wenn man leere Termini in der traditionellen Logik zulie�e, w

�

urde folgendes

gelten:

a) Im logis
hen Quadrat darf man ni
ht dur
h Subalternation s
hlie�en.

b) Direkte S
hl

�

usse sind ni
ht g

�

ultig, wenn sie dur
h Limitation gezogen

wurden.


) Alle S
hl

�

usse dur
h Obversion sind ung

�

ultig.

d) A- und O-Aussagen sind ni
ht kontradiktoris
h.

e) Der Syllogismus Camestrop (Figur II) ist ung

�

ultig.

f) Der Syllogismus Barbara (Figur I) ist ung

�

ultig.



Kapitel 7

Intuitionistis
he Logik

7.1 Dialogverfahren

(L

�

osungen ab Seite 141)

Das Dialogverfahren ist ein Ents
heidungsverfahren, wel
hes f

�

ur die

intuitionistis
he Logik entwi
kelt wurde. Es lassen si
h au
h Regeln

f

�

ur die klassis
he Logik aufstellen, die hier aber ni
ht betra
htet

werden. Im Verfahren werden Formeln und Teilformeln na
h Regeln

angegri�en und verteidigt, eine Formel hei�t dialogis
he Tautologie,

wenn sie vom Proponenten gegen jede Strategie des Opponenten

verteidigt werden kann. Zug- und Gewinnregeln lauten folgender-

ma�en:

1. Der Proponent beginnt mit dem Setzen der zu verteidigenden

Formel. Gezogen wird abwe
hselnd.

2. Der Proponent kann jede vom Opponenten gesetzte Formel an-

greifen oder si
h gegen den letzten Angri� des Opponenten ver-

teidigen.

3. Der Opponent kann die vom Proponenten im letzten Zug ge-

setzte Formel angreifen oder si
h gegen den Angri� im letzten

Zug des Proponenten verteidigen.

139
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4. Angegri�en und verteidigt wird na
h folgenden Regeln:

Behauptung Angri� Verteidigung

�A A? ni
ht m

�

ogli
h

A ^B ?L A

A ^B ?R B

A _B ? A

A _B ? B

A � B A? B

8iA ?(j) Afi=jg

9iA ? Afi=jg

(i sei frei in A f

�

ur eine

Einsetzung von j.)

5. Der Proponent hat genau dann gewonnen, wenn

� der Opponent keine Angri�s- oder Verteidigungsm

�

ogli
h-

keiten mehr hat und

� der Opponent am Zug ist,

� der Proponent in den F

�

allen, in denen er Aussagenvaria-

blen oder Pr

�

adikatformeln gesetzt hat, nur sol
he verwen-

det hat, die bereits vom Opponenten behauptet wurden.

Aufgabe 7.1.1:. . .

Beweisen Sie, da� folgende Formeln dialogis
he Tautologien sind:

a) p � �q � (q � �p)

b) �p � (p � q)


) p � q � (�q � �p)

Aufgabe 7.1.2:. . .

�

Uberpr

�

ufen Sie, ob die folgenden Formeln dialogis
he Tautologien sind:

a) ���p � �p

b) �p � ���p


) p � q � (�p _ q)

d) p � (�q � p)

e) �p � q � p _ q

f) p � (�p � q)

g) �(�p ^ �q) � p _ q

Aufgabe 7.1.3:. . .

�

Uberpr

�

ufen Sie, ob die folgenden Formeln dialogis
he Tautologien sind:

a) 9x8yP (x; y) � 8y9xP (x; y)

b) 8y9xP (x; y) � 9x8yP (x; y)


) 8x8yP (x; y) � 9y9xP (x; y)
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L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 7.1.1: 7.1.1

a) Opponent Proponent

1. p � �q � (q � �p)

2. p � �q ?1 3. q � �p

4. q ?3 5. �p

6. p ?5 7. p ?2.

8. �q 9. q ?8.

Kommentar: !

Der Proponent setzt in 1. eine Formel, die er zu verteidigen hat. Na
h

der Regel f

�

ur die Subjunktion wird die zu verteidigende Formel in 2.

dur
h Setzen des Antezedenten angegri�en (

"

Was, wenn die Wenn{

Aussage wahr ist?\). Der Proponent h

�

atte die M

�

ogli
hkeit, seinerseits

die Subjunktion in 2. dur
h Setzen von

"

p\ anzugreifen, verteidigt si
h

aber in 3. mit dem Antezedent der angegri�enen Aussage 1. (

"

Dann ist

die So{Aussage au
h wahr\). In 4. und 5. wird diese Aussage na
h den

eben bespro
henen Regeln angegri�en und verteidigt. Letzteres erfolgt

dur
h eine negierte Aussage, die der Opponent in 6. dur
h Setzen der

unnegierten Aussage angreift (

"

Was, wenn p stimmt?\). Darauf ist keine

Verteidigung m

�

ogli
h, der Proponent greift die Aussage 2. des Oppo-

nenten an und setzt dabei eine Aussagenvariable, die vom Opponenten

bereits behauptet wurde (

"

Du hast p behauptet? | Dann kann i
h da-

mit eine Deiner fr

�

uheren Behauptungen angreifen\). Der Opponent ist

in der Lage, no
h einen Zug zu setzen und si
h mit �q zu verteidigen.

Diese Formel wird vom Proponenten in 9. angegri�en, erlaubterweise,

da q bereits in 4. vom Opponenten behauptet worden war. Der Propo-

nent hat gewonnen und die Formel ist eine dialogis
he Tautologie, denn

dem Opponenten war an keiner Stelle eine andere Strategie m

�

ogli
h.
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b) Opponent Proponent

1. �p � (p � q)

2. �p ?1 3. p � q

4. p ?3 5. p ?2


) Opponent Proponent

1. p � q � (�q � �p)

2. p � q ?1 3. �q � �p

4. �q ?3 5. �p

6. p ?5 7. p ?2

8. q 9. q ?4

L

�

osung 7.1.2:7.1.2

a) Opponent Proponent

1. ���p � �p

2. ���p ?1 3. �p

4. p ?3 5. ��p ?2

6. �p ?5 7. p ?6

Die Formel ist eine dialogis
he Tautologie.

Kommentar:!

Der Proponent greift in der letzten Zeile den Opponenten mit einer

Formel an, die jener selbst behauptet hatte, und gewinnt damit den

Dialog. Der Opponent hatte an keiner Stelle die Chan
e, eine andere

Strategie anzuwenden.

b) Opponent Proponent

1. �p � ���p

2. �p ?1 3. ���p

4. ��p ?3 5. �p ?4

6. p ?5 7. p ?2

Die Formel ist eine dialogis
he Tautologie.


) Opponent Proponent

1. p � q � (�p _ q)

2. p � q ?1 3. �p _ q

4. ?3 5. �p

6. p ?5 7. p ?2

8. q

Die Formel ist keine dialogis
he Tautologie { der Proponent ist am Zug

und hat seine M

�

ogli
hkeiten ausges
h

�

opft.
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Im 5. S
hritt h

�

atte der Proponent au
h q setzen k

�

onnen, h

�

atte damit

jedo
h sofort verloren. Es ist aber s
hon in S
hritt 3. folgende andere

Strategie f

�

ur ihn m

�

ogli
h:

Opponent Proponent

1. p � q � (�p _ q)

2. p � q ?1 3. p ?2

4. q

Do
h au
h diesen Dialog verliert der Proponent. Die Formel ist also

keine dialogis
he Tautologie.

d) Opponent Proponent

1. p � (�q � p)

2. p ?1 3. �q � p

4. �q ?3 5. p

Die Formel ist eine dialogis
he Tautologie.

e) Opponent Proponent

1. �p � q � p _ q

2. �p � q ?1 3. p _ q

4. ?3 5. �p ?2

6. p ?5

Die Formel ist keine dialogis
he Tautologie.

Der Proponent h

�

atte in 5. au
h p oder q setzen k

�

onnen, h

�

atte damit

jedo
h sofort verloren. Wenn er s
hon in 3. die Behauptung von 2. ange-

gri�en h

�

atte, w

�

are der Ausgang derselbe wie hier gewesen. Die Formel

ist also keine dialogis
he Tautologie.

f) Opponent Proponent

1. p � (�p � q)

2. p ?1 3. �p � q

4. �p ?3 5. p ?4

Die Formel ist eine dialogis
he Tautologie.

g) Opponent Proponent

1. �(�p ^ �q) � p _ q

2. �(�p ^ �q) ?1 3. p _ q

4. ?3 5.a) p 5.b) q

Die Formel ist keine dialogis
he Tautologie.

Diesen Dialog verliert der Proponent, er hat jedo
h no
h eine andere

M

�

ogli
hkeit:
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Opponent Proponent

1. �(�p ^ �q) � p _ q

2. �(�p ^ �q) ?1 3. �p ^ �q ?2

4. ?L3 5. �p

6. p ?5

Au
h diesen Dialog verliert der Proponent, weitere M

�

ogli
hkeiten hat

er ni
ht. Die Formel ist also keine dialogis
he Tautologie.

L

�

osung 7.1.3:7.1.3

a) Opponent Proponent

1. 9x8yP (x; y) � 8y9xP (x; y)

2. 9x8yP (x; y) ?1 3. 8y9xP (x; y)

4. ?3 (y) 5. 9xP (x; y)

6. ?5 7. ?2

8. 8yP (x; y) 9. ?8 (y)

10. P (x; y) 11. P (x; y)

Die Formel ist dialogis
he Tautologie.

Kommentar:!

Im 9. S
hritt w

�

ahlt der Proponent die vom Opponenten im 4. S
hritt

vorgegebene passende Individuenvariable. Im 11. S
hritt w

�

ahlt er die

Variable, die der Opponent im 8. S
hritt gew

�

ahlt hat. H

�

atte der Op-

ponent andere Variablen gew

�

ahlt, k

�

onnte der Proponent entspre
hend

reagieren da seine Z

�

uge na
h denen des Opponenten erfolgen.

b) Opponent Proponent

1. 8y9xP (x; y) � 9x8yP (x; y)

2. 8y9xP (x; y) 3. 9x8yP (x; y)

4. ?3 5.

Die Formel ist keine dialogis
he Tautologie.

Kommentar:!

Glei
hg

�

ultig, ob der Proponent nun auf den Angri� reagiert oder die

Formel in 2. angreift, mu� er Individuenvariablen festlegen. Der Oppo-

nent ist jedenfalls in der Lage, andere Variablen zu w

�

ahlen und damit

kommt keine Pr

�

adikatformel zustande, die der Proponent na
h dem

Opponenten behaupten kann. Der Proponent kann den Dialog ni
ht

gewinnen.



7.2. RICHTIG ODER FALSCH? 145


) Opponent Proponent

1. 8x8yP (x; y) � 9y9xP (x; y)

2. 8x8yP (x; y) 3. 9y9xP (x; y)

4. ?3 5. 9xP (x; y)

6. ?5 7. ?2 (x)

8. 8yP (x; y) 9. ?8 (y)

10. P (x; y) 11. P (x; y)

Die Formel ist dialogis
he Tautologie.

Kommentar: !

O�enbar kommt es darauf an, die Variablen

"

passend\ zu w

�

ahlen: Der Op-

ponent mu� bestrebt sein, neue Variablen ins Spiel zu bringen um dem

Proponenten keine Chan
e zu lassen. Der Proponent dagegen wird Varia-

blen w

�

ahlen, die vom Opponenten bereits gew

�

ahlt worden sind oder diesen

zwingen (im Falle des Allquantors), von ihm bereits gew

�

ahlte Variablen zu

verwenden.

7.2 Ri
htig oder Fals
h?

(L

�

osungen ab Seite 171)

Aufgabe 7.2.1: / / /

a) Der intuitionistis
he Aussagenkalk

�

ul l

�

a�t si
h dur
h eine zweiwertige

Tabellensemantik bes
hreiben, die si
h von der klassis
hen Semantik

dur
h andere Tabellen f

�

ur die Negation und die Adjunktion unters
hei-

det.

b) Ni
ht jede Formel der intuitionistis
hen Logik l

�

a�t si
h allein mit Hilfe

von Negation und Konjunktion darstellen.


) Alle Theoreme der intuitionistis
hen Aussagenlogik sind au
h Theoreme

der klassis
hen Logik, aber ni
ht umgekehrt.

d) Es gibt Theoreme der intuitionistis
hen Logik, die ni
ht klassis
he Tau-

tologien sind.

e) Es gibt Theoreme der klassis
hen Logik, die ni
ht dialogis
he intuitio-

nistis
he Tautologien sind.

f) Vom Standpunkt der klassis
hen Logik aus ist der Satz

"

Morgen �ndet

eine Sees
hla
ht statt oder morgen �ndet ni
ht eine Sees
hla
ht statt\

heute wahr.

g) Vom Standpunkt der intuitionistis
hen Logik aus ist der Satz

"

Morgen

�ndet eine Sees
hla
ht statt oder morgen �ndet ni
ht eine Sees
hla
ht

statt\ heute wahr.





Kapitel 8

Theorie der logis
hen

Folgebeziehung

8.1 Spra
he und Begri� der logis
hen

Folgebeziehung

(L

�

osungen ab Seite 149)

In diesem Abs
hnitt gehen wir davon aus, da� die (aussagenlogi-

s
he) Folgebeziehung

"

`\ ein Pr

�

adikat ist: Das Zei
hen steht f

�

ur

eine Relation zwis
hen Aussagen. F

�

ur eine klassis
he Theorie der

Folgebeziehung rei
ht es aus zu fordern, da� Aussagen A ` B genau

dann wahr sind, wenn die Aussage A � B eine Tautologie ist. F

�

ur

vers
hiedene Zwe
ke ist es sinnvoll, zus

�

atzli
h einen inhaltli
hen Zu-

sammenhang zwis
hen Pr

�

amisse und Konklusion zu fordern. Die im

Folgenden erw

�

ahnten strikte und strenge Theorie der Folgebezie-

hung garantieren einen sol
hen Sinnzusammenhang

�

uber eine Va-

riablenbedingung beziehungsweise die Variablenbedingung und eine

semantis
he Bedingung:

147
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A ` B ist genau dann eine wahre Aussage der

klassis
hen Folgebeziehungstheorie,

wenn A � B eine Tautologie der klassis
hen Aussagenlogik

ist;

strengen Folgebeziehungstheorie,

wenn A � B eine Tautologie der klassis
hen Aussagenlogik

ist;

in B keine Aussagenvariablen vorkommen, die ni
ht s
hon in

A vorkommen;

strikten Folgebeziehungstheorie,

wenn A � B eine Tautologie der klassis
hen Aussagenlogik

ist;

in B keine Aussagenvariablen vorkommen, die ni
ht s
hon in

A vorkommen;

A keine Kontradiktion und B keine Tautologie ist.

A nennt man au
h Voraussetzung und B Folgerung.

F

�

ur Axiomatisierungen und weitere Details siehe [5℄ und die dort

angegebene weiterf

�

uhrende Literatur.

Aufgabe 8.1.1:. . .

Gegeben sind Aussagenvariablen, genau drei aussagenlogis
he Operatoren

Ihrer Wahl, Klammern und das Zei
hen f

�

ur die logis
he Folgebeziehung `.

F

�

ur eine Theorie der Folgebeziehung, in wel
her ` nur jeweils einmal { und

zwar an der Position eines

"

Hauptoperators\ { in Formeln der logis
hen

Folgebeziehung vorkommen kann, de�nieren Sie den Terminus

"

Formel der

logis
hen Folgebeziehung\!

Aufgabe 8.1.2:. . .

a) Betra
hten Sie folgende Regel der logis
hen Folgebeziehung:

(A _ C) ^ (B _ C) ` A ^B _ C:

Auf wel
he Weise ist in dieser Regel der logis
hen Folgebeziehung ein

Kriterium des Sinnzusammenhangs gewahrt?
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b) Bei der Interpretation einer (als Hauptoperator vorkommenden) Sub-

junktion als Folgebeziehung treten die sogenannten Paradoxien der ma-

terialen Implikation auf. Nennen Sie ein umgangsspra
hli
hes Beispiel

daf

�

ur!

L

�

osungen L

�

osung

L

�

osung 8.1.1: 8.1.1

1. Alleinstehende Aussagenvariablen sind aussagenlogis
he Formeln.

2. Wenn A und B aussagenlogis
he Formeln sind, sind au
h (A^B), (A_

B) und (A � B) aussagenlogis
he Formeln.

3. Wenn A und B aussagenlogis
he Formeln sind, ist A ` B Formel der

logis
hen Folgebeziehung.

4. Aussagenlogis
he Formeln und Formeln der logis
hen Folgebeziehung

liegen nur aufgrund der Punkte 1{3 vor.

L

�

osung 8.1.2: 8.1.2

a) In A ^ B _ C k

�

onnen keine Aussagenvariablen vorkommen, die ni
ht

au
h in (A _ C) ^ (B _ C) vorkommen.

b)

"

Wenn man zweimal in den glei
hen Flu� steigen kann und ni
ht zwei-

mal in den glei
hen Flu� steigen kann, dann ist der Krieg der Vater aller

Dinge\ ist eine Interpretation der klassis
h logis
h g

�

ultigen Subjunkti-

on p ^ �p � q, jedo
h keine intuitiv g

�

ultige Aussage

�

uber eine logis
he

Folgebeziehung (zwis
hen Aussagen

�

uber Badegewohnheiten und Va-

ters
haften).

8.2 Theorien der logis
hen Folgebeziehung

(L

�

osungen ab Seite 150)

Aufgabe 8.2.1: / / /

Pr

�

ufen Sie, wel
he der folgenden Formeln der Folgebeziehung g

�

ultige Regeln

im System der strengen bzw. der strikten Folgebeziehung sind:

a) p ` p

b) (p � q) ` (p � q) _ (q � p)


) p ^ �p ` �p ^ p

d) �(p _ q) ` �p ^ �q

e) p � q ` q � p
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f) p � �q ` �p _ �q

Aufgabe 8.2.2:. . .

Sind folgende S
hl

�

usse na
h der klassis
hen, strengen oder strikten Folgebe-

ziehung g

�

ultig? Warum?

a) Das Atom ist teilbar.

Das Atom ist ni
ht teilbar.

Das Elektron ist positiv geladen.

b) Gott ist tot und Gott ist ni
ht tot.

Geist ist ni
ht auf Materie reduzierbar.

Geist ist auf Materie reduzierbar.


) Gott ist tot oder Nietzs
he ist tot.

Gott ist ni
ht tot oder Nietzs
he lebt.

Gott ist tot oder Nietzs
he lebt.

d) Elefanten sind intelligente Tiere.

Fliegen sind keine intelligenten Tiere.

Elefanten sind intelligente Tiere oder Fliegen sind intelligente Tiere.

e) I
h denke, also bin i
h.

Gott existiert oder Gott existiert ni
ht.

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 8.2.1:8.2.1

a) streng + strikt

Kommentar:!

Die Regel ist mindestens klassis
h g

�

ultig, denn p � p ist eine Tautologie.

Die Folgerung enth

�

alt nur Variablen, die au
h in der Voraussetzung vor-

kommen, also ist die Regel au
h in der Theorie der strengen logis
hen

Folgebeziehung g

�

ultig. Weil nun au
h die Voraussetzung keine Kontra-

diktion und die Folgerung keine Tautologie ist, gilt die Regel au
h in

der Theorie der strikten logis
hen Folgebeziehung.

b) streng

Kommentar:!

Die Regel ist in der Theorie der strikten logis
hen Folgebeziehung ni
ht

g

�

ultig, weil die Folgerung eine Tautologie ist.


) streng

d) streng + strikt
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e) weder no
h

Kommentar: !

Dies ist keine g

�

ultige Regel der strengen oder strikten (ni
ht einmal der

klassis
hen) Folgebeziehung, weil (p � q) � (q � p) keine Tautologie

ist.

f) streng + strikt

L

�

osung 8.2.2: 8.2.2

a) Der S
hluss hat die Form: p ^ �p ` q. Er ist nur klassis
h g

�

ultig,

weil im Konsequent eine Variable vorkommt, die kein Vorkommen im

Antezedent hat.

b) Der S
hluss hat die Form: p ^ �p ^ �q ` q. Er ist na
h der Theorie

der klassis
hen und der strengen logis
hen Folgebeziehung g

�

ultig, weil

im Konsequent nur Variablen vorkommen, die au
h im Antezedent vor-

kommen. Weil der Antezedent jedo
h eine Kontradiktion ist, gilt der

S
hluss ni
ht in der Theorie der strikten logis
hen Folgebeziehung.


) Der S
hluss hat die Form: (p_q)^(�p_ �q) ` p_ �q. Er ist

�

uberhaupt

kein g

�

ultiger S
hluss, weil (p_q)^ (�p_ �q) � p_ �q keine Tautologie

ist.

d) Der S
hluss hat die Form: p^ �q ` p_ q. Der S
hluss ist na
h der klas-

sis
hen, der strengen und der strikten logis
hen Folgebeziehung g

�

ultig.

e) Der S
hluss hat die Form: p ` q _ �q. Er ist nur klassis
h g

�

ultig.





Kapitel 9

Ni
httraditionelle

Pr

�

adikationstheorie

9.1 Spra
he und Semantik der

ni
httraditionellen Pr

�

adikationstheorie

(L

�

osungen ab Seite 156)

In der ni
httraditionellen Pr

�

adikationstheorie wird zwis
hen zwei

Grundarten der Pr

�

adikation unters
hieden. Wir benutzen die tradi-

tionelle Darstellung f(i

1

; : : : ; i

n

) zur Bezei
hnung des Zuspre
hens

der Relation f zu den Relata i

1

; : : : ; i

n

und :f(i

1

; : : : ; i

n

) f

�

ur das

entspre
hende Abspre
hen. Die folgende Semantik erlaubt die De�-

nition einer dritten Pr

�

adikationsart, der Unbestimmtheit:

Unbestimmtheit ?:

?f(i

1

; : : : ; i

n

) =

df

�f(i

1

; : : : ; i

n

) ^ �:f(i

1

; : : : ; i

n

).

Zur Motivation und f

�

ur die te
hnis
hen Details verglei
hen Sie [5℄.

F

�

ur diese Pr

�

adikationstheorie gelten die folgenden semantis
hen Re-

geln:

153
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�

ADIKATIONSTHEORIE

SR1:

Vers
hiedenen Pr

�

adikatformeln werden unabh

�

angig voneinan-

der Wahrheitswerte zugewiesen, sofern ni
ht dur
h die folgen-

den Regeln Eins
hr

�

ankungen formuliert sind.

SR2:

Die Regeln f

�

ur die aussagenlogis
hen Operatoren bleiben die

glei
hen, wie in der klassis
hen Aussagenlogik.

SR3:

Wird bei einer Belegung einer Pr

�

adikatformel f(i

1

; : : : ; i

n

) der

Wert w zuges
hrieben, so erh

�

alt :f(i

1

; : : : ; i

n

) bei dieser Bele-

gung den Wert f.

SR4:

Wird bei einer Belegung einer Pr

�

adikatformel :f(i

1

; : : : ; i

n

)

der Wert w zuges
hrieben, so erh

�

alt f(i

1

; : : : ; i

n

) bei der Bele-

gung den Wert f.

Aufgabe 9.1.1:. . .

Gegeben sind Pr

�

adikat- und Subjekttermini, genau drei aussagenlogis
he

Operatoren Ihrer Wahl, Klammern und das Zei
hen f

�

ur die innere Negation

:. De�nieren Sie den Terminus

"

Formel der Pr

�

adikationstheorie\!

Aufgabe 9.1.2:. . .

Wel
he der folgenden Zei
henreihen sind Formeln der Pr

�

adikationstheorie?

(Es gelten die

�

ubli
hen Klammerkonventionen.)

a) P (s)_?P (s)

b) :A


) � :P (s)

d) :p _ p

e) ::P (s)

f) P (s) � : � P (s)

g) � P (s)^ � :P (s)

Aufgabe 9.1.3:. . .

Nennen Sie je eine Tautologie und eine Kontradiktion der Pr

�

adikationstheo-

rie, die die Zei
hen : oder ? enthalten. Zeigen Sie, da� Sie die Formeln

ri
htig gew

�

ahlt haben.
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Aufgabe 9.1.4: / / /

�

Uberpr

�

ufen Sie, ob die folgenden Zei
henreihen Tautologien in der Pr

�

adika-

tionstheorie sind: (Bea
hten Sie, da� eine Zei
henreihe, die keine Formel ist,

keine Tautologie sein kann.)

a) �:P (s) � P (s)

b) :P (s) � �P (s)


) �P (s) _ �:P (s) _ �?P (s)

d) P (s) � :?P (s)

e) �(:P (s) ^ :Q(s)) � P (s) _Q(s)

f) P (s) _ :P (s) � (:P (s) � �P (s))

g) ?P (s) _ :P (s) � (P (s) � �P (s))

h) �(:P (s) ^ :Q(s) ^ :R(s)) � P (s) _Q(s) _R(s)

i) ?P (s) � �:P (s) _ :Q(s

0

)

j) (P (s) _ P (s))^ ?P (s) � :P (s)

k) P (s) _ :P (s) � �P (s) � :P (s)

l) :Q(s) � (P (s) _ :P (s)_ ?P (s))

Aufgabe 9.1.5: / / /

Zeigen Sie an einem Beispiel, warum in der Ni
httraditionellen Pr

�

adikati-

onstheorie die Unbestimmtheit verwendet wird!

Aufgabe 9.1.6: / / /

Folgendes Zitat stammt aus Kants Kritik der reinen Vernunft :

Wenn jemand sagte: ein jeder K

�

orper rie
ht entweder gut, oder

er rie
ht ni
ht gut, so �ndet ein Drittes statt, n

�

amli
h da� er

gar ni
ht rie
he (ausdufte); und so k

�

onnen beide widerstreitende

S

�

atze fals
h sein. Sage i
h: er ist entweder wohlrie
hend oder

er ist ni
ht wohlrie
hend (. . . ); so sind beide Urteile einander

kontradiktoris
h entgegengesetzt, und nur der erste ist fals
h,

sein kontradiktoris
hes Gegenteil aber, n

�

amli
h einige K

�

orper

sind ni
ht wohlrie
hend, befa�t au
h die K

�

orper in si
h, die gar

ni
ht rie
hen.

Analysieren Sie diesen Gedanken mit Hilfe der ni
httraditionellen Pr

�

adika-

tionstheorie!
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�

ADIKATIONSTHEORIE

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 9.1.1:9.1.1

Zun

�

a
hst muss der Terminus

"

Pr

�

adikatformel\ de�niert werden:

1. Wenn i

1

; : : : ; i

n

Subjekttermini sind und f ein n-stelliger Pr

�

adikattermi-

nus ist (n � 1), so sind f(i

1

; : : : ; i

n

) und :f(i

1

; : : : ; i

n

) Pr

�

adikatformeln.

2. Nur die in Punkt 1 genannten Zei
henreihen sind Pr

�

adikatformeln.

Eine De�nition einer Formel der Pr

�

adikationstheorie erhalten wir, wenn wir

in einer passenden Formelde�nition der Aussagenlogik den Ausdru
k

"

aus-

sagenlogis
he Formel\ dur
h

"

Formel der Pr

�

adikationstheorie\ ersetzen und

au�erdem Punkt 1 dur
h folgenden ersetzen:

1. Alleinstehende Pr

�

adikatformeln sind Formeln der Pr

�

adikationstheorie.

Kommentar:!

In der Spra
he der Pr

�

adikationstheorie k

�

onnen au
h Aussagenvariablen vor-

kommen. Dann mu� der erste Punkt der De�nition einer Formel der Pr

�

adi-

kationstheorie auf o�ensi
htli
he Weise ge

�

andert werden:

1. Alleinstehende Pr

�

adikatformeln und alleinstehende Aussagenvariablen

sind Formeln der Pr

�

adikationstheorie.

L

�

osung 9.1.2:9.1.2

a) Formel.

Kommentar:!

Streng genommen ist die Zei
henreihe ?P (s) ni
ht als Formel de�niert.

Wenn man jedo
h ?P (s) als Abk

�

urzung f

�

ur �P (s)^ �:P (s) betra
htet,

dann ist P (s)_?P (s) dur
haus eine Formel.

b) Keine Formel, weil A Metavariable ist.


) Formel.

d) Keine Formel, weil die innere Negation ni
ht vor Aussagenvariablen

stehen darf.

e) Keine Formel, weil die innere Negation ni
ht zweimal na
heinander ste-

hen darf.

f) Keine Formel, weil die innere Negation immer direkt vor einem Pr

�

adi-

katterminus stehen mu�.

g) Formel.
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L

�

osung 9.1.3: 9.1.3

1. P (s) _ :P (s)_ ?P (s)

Die Adjunktion kann nur dann den Wert f annehmen, wenn alle Ad-

junktionsglieder diesen Wert annehmen. Wenn aber P (s) und :P (s)

beide den Wert f annehmen, dann mu� ?P (s) na
h De�nition den Wert

w annehmen. Daher kann die Formel ni
ht fals
h werden. Also ist sie

eine Tautologie.

2. P (s) ^ :P (s)

Die Konjunktion kann nur dann den Wert w annehmen, wenn beide

Konjunktionsglieder diesen Wert annehmen. Wenn aber P (s) den Wert

w annimmt, mu� :P (s) den Wert f annehmen; und wenn :P (s) den

Wert w annimmt, mu� P (s) den Wert f annehmen. Daher kann die

Formel ni
ht wahr werden. Also ist sie Kontradiktion.

L

�

osung 9.1.4: 9.1.4

a) �:P (s)

| {z }

�P (s)

| {z }

w w

w f w w

f w w f

w f f f

Die Formel ist keine Tautologie.

Kommentar: !

Zun

�

a
hst werden den unters
hiedli
hen Pr

�

adikatformeln (in diesem Fall

:P (s) und P (s)) alle 2

2

= 4 m

�

ogli
hen Kombinationen von Wahrheits-

werten zuges
hrieben. Na
h den semantis
hen Regeln k

�

onnen beliebige

Pr

�

adikatformeln f(i) und :f(i) ni
ht gemeinsam den Wert w zuges
hrie-

ben bekommen, daher wird diese (die erste) Zeile gestri
hen. Der Wer-

teverlauf f

�

ur die verbleibenden drei Zeilen wird mit Hilfe der Tabellen

f

�

ur Negation und Subjunktion festgestellt und enth

�

alt sowohl den Wert

w (zweimal) als au
h den Wert f. Die Formel ist logis
h indeterminiert

und daher keine Tautologie.

b) :P (s)

| {z }

��P (s)

| {z }

w w

f w f w

w w w f

f w w f

Die Formel ist eine Tautologie.
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) �P (s)

| {z }

_�:P (s)

| {z }

_�?P (s)

| {z }

w w w

w w f

w f w

f w w w f w w f

f w w

w f w f w w w f

w f w w f w f w

f f f

Die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar:!

Da drei vers
hiedene Pr

�

adikatformeln (P (s), :P (s) und ?P (s)) in der

Formel vorkommen, m

�

ussen zun

�

a
hst a
ht m

�

ogli
he Zus
hreibungen

von Wertekombinationen zu diesen Pr

�

adikatformeln betra
htet wer-

den. F

�

unf davon fallen sofort aufgrund der semantis
hen Regeln her-

aus: Sei f(i

1

; : : : ; i

n

) eine bestimmte Pr

�

adikatformel, so bezei
hnen wir

die Pr

�

adikatformeln f(i

1

; : : : ; i

n

), :f(i

1

; : : : ; i

n

) und ?f(i

1

; : : : ; i

n

) als

glei
hnamig (sie unters
heiden si
h nur dur
h Vorhandensein oder Feh-

len von : und ?). Die semantis
hen Regeln erfordern nun, da� von zwei

glei
hnamigen Formeln mindestens eine fals
h, und von drei glei
hnami-

gen Formeln mindestens (und damit genau) eine wahr sein mu�. Na
h

dem Strei
hen der Zeilen, die dieser Forderung ni
ht gen

�

ugen, bleiben

drei Zeilen zur Ermittlung des Werteverlaufs. Dieser besteht nur aus

Werten w, damit ist die Formel eine Tautologie.

d) P (s) � :?P (s)

Diese Zei
henreihe ist keine Formel.

e) � (:P (s)

| {z }

^ :Q(s)

| {z }

) � P (s)

| {z }

_ Q(s)

| {z }

w f f f f f f f

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

Die Formel ist keine Tautologie.

Kommentar:!

Bei vier vers
hiedenen Pr

�

adikatformeln sind hier 2

4

= 16 Zeilen zu be-

tra
hten { es ist also in jedem Falle sinnvoll, mit dem verk

�

urzten Ent-

s
heidungsverfahren zu arbeiten. Nehmen wir an, die Formel w

�

urde bei

einer Belegung der Pr

�

adikatvariablen den Wert f annehmen (5). Dann

nimmt das Antezedens den Wert w und das Konsequens den Wert f an

(1 und 7). Die Werte f

�

ur (6), (8) und (3) ergeben si
h aussagenlogis
h.

Die Konjunktionsglieder (2) und (4) k

�

onnen na
h den aussagenlogis
hen
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semantis
hen Regeln beide fals
h oder eines fals
h und eines wahr sein

{ dies ist au
h alles unter der Voraussetzung (6) und (8) na
h den

semantis
hen Regeln der Pr

�

adikationstheorie erlaubt. Die angegebene

Belegung ist eine von drei m

�

ogli
hen. Sie f

�

uhrt ni
ht zum Widerspru
h

und deshalb ist die Formel keine Tautologie.

f) P (s)

| {z }

_:P (s)

| {z }

�(:P (s)

| {z }

��P (s)

| {z }

)

w w w w

w w f w f w f w

f w w w w w w f

f f f w f f w f

Die Formel ist eine Tautologie.

Kommentar: !

Die Formel dr

�

u
kt einen grundlegenden Sa
hverhalt der ni
httraditio-

nellen Pr

�

adikationstheorie aus: Wenn ein

"

Gesetz vom ausges
hlossenen

Dritten f

�

ur die innere Negation\ gilt, so fallen innere und

�

au�ere (klas-

sis
he) Negation zusammen.

g) ?P (s)

| {z }

_:P (s)

| {z }

�(P (s)

| {z }

��P (s)

| {z }

)

w w w w

w w f f

w f w w

w w f f f f w f

f w w w

f w w f f f w f

f f f w w f f w

f f f f

Diese Formel ist keine Tautologie.

h) �(:P (s)

| {z }

^:Q(s)

| {z }

^:R(s)

| {z }

)�P (s)

| {z }

_Q(s)

| {z }

_R(s)

| {z }

w f f f f

w w f

w f w

w f f

f f w

f w f

f w w

f f f

Diese Formel ist keine Tautologie.

Kommentar: !

Es wurde angenommen, da� die Formel keine Tautologie ist. Unter die-
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ser Voraussetzung mu� { wie in der ersten Zeile angegeben { die Ne-

gation im Antezedens den Wert w und jedes Adjunktionsglied im Kon-

sequens den Wert f annehmen. Damit die Konjunktion den dur
h die

Negation geforderten Wert f bekommt, mu� wenigstens eines der Kon-

junktionsglieder diesen Wert haben. Alle sieben M

�

ogli
hkeiten daf

�

ur

sind aufgrund der semantis
hen Regeln der Pr

�

adikationstheorie erlaubt

und die Formel ist keine Tautologie. Es h

�

atte bereits das Aufzeigen einer

einzigen (und ni
ht von sieben) widerspru
hsfreien Belegungen gen

�

ugt.

i) Die Formel ist eine Tautologie.

j) Die Formel ist eine Tautologie.

k) Die Formel ist keine Tautologie.

l) Die Formel ist eine Tautologie.

L

�

osung 9.1.5:9.1.5

� Pr

�

asuppositionen:

"

. . . hat aufgeh

�

ort, . . . zu s
hlagen\ kann zu- oder ab-

gespro
hen werden, aber au
h weder zu- no
h abgespro
hen (zur

�

u
kge-

wiesen): Hast Du aufgeh

�

ort, Deinen Vater zu s
hlagen?

Kommentar:!

Die Frage ist ein bekanntes Beispiel f

�

ur eine Ents
heidungsfrage (eine

Ja{Nein{Frage), die si
h meist ni
ht mit

"

Ja\ oder

"

Nein\ beantworten

l

�

a�t. Hat man seinen Vater niemals ges
hlagen, so ist es weder wahr,

da� man aufgeh

�

ort hat ihn zu s
hlagen, no
h ist es wahr, da� man ni
ht

aufgeh

�

ort hat (das hei�t, ihn weiterhin s
hl

�

agt).

� Existenzpr

�

asuppositionen:

"

. . . vers
heu
hte . . .\ kann zu- oder abge-

spro
hen werden, aber au
h weder zu- no
h abgespro
hen: I
h habe das

Einhorn aus dem Garten vers
heu
ht!

Kommentar:!

Ist kein Einhorn im Garten (gewesen), kann man es ni
ht s
heu
hen und

au
h ni
ht ni
ht{s
heu
hen (das hei�t hier: drinlassen). Au
h dieser Satz

ist ein bekanntes Beispiel: Pfeifen hilft gegen M

�

ause im Tiefk

�

uhls
hrank.

Solange Sie das tun, wird si
h keine lange darin aufhalten.

� Kategorienfehler:

"

. . . ist gr

�

un (grau)\ kann zu- oder abgespro
hen wer-

den, aber au
h weder zu- no
h abgespro
hen: Der Geist ist gr

�

un! ; oder

au
h Grau ist alle Theorie.

Kommentar:!

Unk

�

orperli
he Dinge k

�

onnen keine Farbe haben. Selbstverst

�

andli
h ist

der Satz

"

Grau ist alle Theorie\ metaphoris
h gemeint, bu
hst

�

abli
h

ist er selbst genauso fals
h, wie der Satz

"

Jede Theorie ist ni
ht grau

(andersfarbig)\.
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L

�

osung 9.1.6: 9.1.6

Das Pr

�

adikat P (: : :) bedeute

"

. . . rie
ht gut\.

Dann bedeutet :P (a)

"

a rie
ht ni
ht gut\.

Diese Aussagen k

�

onnen in der ni
httraditionellen Pr

�

adikationstheorie (PT)

beide fals
h sein, wenn n

�

amli
h ?P (a) wahr ist (wenn a gar ni
ht rie
ht).

Nun bedeutet �P (a) aber

"

a ist ni
ht wohlrie
hend\ (was au
h der Fall ist,

wenn a gar ni
ht rie
ht). P (a) und �P (a) sind daher au
h in PT einander

kontradiktoris
h entgegengesetzt und k

�

onnen ni
ht beide fals
h sein.

9.2 Ein System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens f

�

ur die

Pr

�

adikationstheorie

(L

�

osungen ab Seite 162)

Um ein System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens f

�

ur die ni
httraditionelle

Pr

�

adikationstheorie zu erhalten, gen

�

ugt es, die folgende Regel zu

den aussagenlogis
hen S
hlu�regeln hinzuzuf

�

ugen:

f(i

1

; : : : ; i

n

)

�:f(i

1

; : : : ; i

n

)

Einf

�

uhrung der inneren Negation (EiN).

Aufgabe 9.2.1: / / /

Beweisen Sie im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens folgende Theoreme:

a) ?P (s) � �:P (s)

b) :P (s) � �P (s)


) P (s) � �?P (s)

d) �P (s) � (�:P (s) �?P (s))

e) �?P (s) ^ �:P (s) � P (s)

f) P (s) ^ :Q(s) � �:P (s)veeQ(s)

g) P (s) ^ :Q(s) � (�:P (s) _Q(s)) ^ (�P (s) _ �Q(s))

h) (R(s

1

; s

2

) ^ �R(s

1

; s

2

)) � �(R(s

1

; s

2

) _ :R(s

1

; s

2

))

i) :P (s) ^ :P (s

0

) � �P (s) ^ �P (s

0

)

j) P (s) _ :P (s) � �?P (s)

Aufgabe 9.2.2: / / /

Beweisen Sie im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens die G

�

ultigkeit der S
hlu�-

regeln:

a) BiN :

:f(a)

�f(a)
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b) EU :

f(a)

�?f(a)

Aufgabe 9.2.3:. . .

Bewerten Sie folgende

"

Beweise\ im System des nat

�

urli
hen S
hlie�ens der

ni
httraditionellen Pr

�

adikationstheorie:

a) �P (s) � :P (s)

1. �P (s) A.d.B.

2. �(�:P (s)) EiN

3. :P (s) ��A � A

b) :P (s) � �P (s)

1. :P (s) A.d.B.

2. P (s) A.d.i.B.

3. �:P (s) EiN

Widerspru
h 1, 3

Aufgabe 9.2.4:. . .

In der Spra
he der ni
httraditionellen Pr

�

adikationstheorie lassen si
h ver-

s
hiedene Formeln formulieren, die so

�

ahnli
h wie das klassis
he Gesetz

vom ausges
hlossenen Dritten aussehen. Wel
he der folgenden Formeln sind

Theoreme im System des Nat

�

urli
hen S
hlie�ens der ni
httraditionellen Pr

�

adi-

kationstheorie? Beweisen Sie die Theoreme und zeigen Sie f

�

ur die anderen

Formeln, da� sie keine Tautologien sind:

a) P (s) _ :P (s)

b) P (s) _ �P (s)


) ?P (s) _ �?P (s)

L

�

osungenL

�

osung

L

�

osung 9.2.1:9.2.1

a) 1. ?P (s) A.d.B.

2. �P (s) ^ �:P (s) Df. ?P (s)

3. �:P (s) BK 2

Kommentar:!

In Zeile 2 wird f

�

ur ?P (s) de�nitionsgem

�

a� �P (s) ^ �:P (s) gesetzt.
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b) 1. :P (s) A.d.B.

2. P (s) A.d.i.B.

3. �:P (s) EiN 2

Wdspr. 1, 3

Kommentar: !

Dieses Theorem dr

�

u
kt eine grundlegende Eigens
haft der ni
httradi-

tionellen Pr

�

adikationstheorie aus: Was abgespro
hen wurde, darf ni
ht

zugespro
hen werden.


) 1. P (s) A.d.B.

2. ?P (s) A.d.i.B.

3. �P (s) ^ �:P (s) Df. ?P (s)

4. �P (s) BK 3

Wdspr. 1, 4

d) 1. �P (s) A.d.B.

2. �:P (s) A.d.B.

3. �P (s) ^ �:P (s) EK 1, 2

4. ?P (s) Df. ?P (s) 4

Kommentar: !

In Zeile 4 wird f

�

ur �P (s) ^ �:P (s) de�nitionsgem

�

a� ?P (s) gesetzt.

e) 1. �?P (s) A.d.B.

2. �:P (s) A.d.B.

3. �(�P (s) ^ �:P (s)) Df. ?P (s) 1

4. P (s) _ :P (s) DeMorgan 3

5. P (s) Th. 2, 4

Kommentar: !

In Zeile 4 wird eines der DeMorgans
hen Gesetze verwendet und in Zeile

5 die Beseitigung der re
hten Seite der Adjunktion (in der erlaubten

Grundregel wird die linke Seite beseitigt). Beide Theoreme wurden in

Aufgabe 3.2.1 bewiesen.
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f) 1. P (s) A.d.B.

2. :Q(s) A.d.B.

3. �(�:P (s) _Q(s)) A.d.i.B.

4. :P (s) ^ �Q(s) DeMorgan 3

5. :P (s) BK 4

6. �:P (s) EiN 1

Wdspr. 5, 6

Kommentar:!

Das in Zeile 4 verwendete Gesetz von DeMorgan wurde in Aufgabe 3.2.1

bewiesen.

g) 1. P (s) A.d.B.

2. :Q(s) A.d.B.

3. �:P (s) EiN 1

4. �:P (s) _Q(s) EA 3

5. �Q(s) Th. 2

6. �P (s) _ �Q(s) EA 5

7. (�:P (s) _Q(s)) ^ (�P (s) _ �Q(s)) EK 4, 6

Kommentar:!

Das in S
hritt 5 verwendete Theorem ist :P (s) � �P (s), es wurde

unter b) bewiesen.

h) 1. R(s

1

; s

2

) A.d.B.

2. �R(s

1

; s

2

) A.d.B.

3. R(s

1

; s

2

) _ :R(s

1

; s

2

) A.d.i.B.

Wdspr. 1, 2

i) 1. :P (s) ^ :P (s

0

) A.d.B.

2. �(�P (s) ^ �P (s

0

) A.d.i.B.

3. P (s) _ P (s

0

) 2

3.1. P (s) z.A.

3.2. �:P (s) EiN

3.3. :P (s) BK 1

3.4. �:P (s

0

) Th. 3.2, 3.3

4.1. P (s

0

) z.A.

4.2. �:P (s

0

) EiN

5. �:P (s

0

) RIII

6. :P (s

0

) BK 1

Wdspr. 5, 6
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Kommentar: !

In Zeile 3.4 wird das Theorem A � (�A � B) verwendet (wurde in

Aufgabe 3.2.1 beweisen), damit kann man aus zwei widerspr

�

u
hli
hen

Formeln jede beliebige Formel erhalten.

j) 1. P (s) _ :P (s) A.d.B.

2. ?P (s) A.d.i.B.

3. �P (s) ^ �:P (s) Df. ?P (s)

4. �P (s) BK 3

5. �:P (s) BK 3

6. :P (s) BA 1, 4

Wdspr. 5, 6

L

�

osung 9.2.2: 9.2.2

a) Zu zeigen ist die Beweisbarkeit folgendes Theorems
hemas, aus dem die

Regel abgeleitet ist: :f(i) � �f(i)

1. :f(i) A.d.B.

2. f(i) A.d.i.B.

3. �:f(i) EiN 2

Wdpsr. 1, 3

b) Zu zeigen ist die Beweisbarkeit folgendes Theorems
hemas, aus dem die

Regel abgeleitet ist: f(i) � �?f(i)

1. f(i) A.d.B.

2. ?f(i) A.d.i.B.

3. �f(i) ^ �:f(i) Df. ?f(i)

4. �f(i) BK 3

Wdspr. 1, 4

L

�

osung 9.2.3: 9.2.3

a) Das s
heinbar bewiesene Theorem ist gar keins. Der Beweis

"

hakt\ in

Zeile 2, hier wird die innere Negation eingef

�

uhrt. Das w

�

are aber nur

erlaubt, wenn in Zeile 1 P (s) st

�

unde.

b) Der Beweis ist korrekt.

L

�

osung 9.2.4: 9.2.4

a) Keine Tautologie, denn P (s) und :P (s) k

�

onnen beide den Wert f an-

nehmen.
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b) Diese Formel ist ein Theorem. Beweis:

1. �(P (s) _ �P (s)) A.d.i.B.

2. �P (s) ^ P (s) DeMorgan 1

3. �P (s) BK 2

4. P (s) BK 2

Wdspr. 3 ,4


) Theorem. Beweis analog zu b).



Kapitel 10

Ri
htig oder Fals
h:

L

�

osungen

L

�

osung 1.4.1: 1.4.1

a) Fals
h

b) Ri
htig


) Ri
htig

d) Fals
h

e) Fals
h

L

�

osung 2.5.1: 2.5.1

a) Fals
h

Kommentar: !

Formeln haben keinen Wahrheitswert, sondern nehmen Wahrheitswerte

f

�

ur bestimmte Belegungen an.

b) Ri
htig


) Fals
h

d) Ri
htig

e) Ri
htig

f) Fals
h

Kommentar: !

Gegenbeispiel: Tautologien nehmen bei jeder Belegung den Wert w an.

167
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L

�

osung 2.5.2:2.5.2

a) Ri
htig

b) Fals
h


) Fals
h

d) Ri
htig

e) Fals
h

f) Fals
h

L

�

osung 2.5.3:2.5.3

a) Fals
h. Wenn in eine Tautologie eingesetzt wird, entsteht wieder eine

Tautologie. Das gilt, weil der Wahrheitswert einer Tautologie bei je-

der beliebigen Belegung der Variablen der Wert w ist. Die eingesetzte

Formel nimmt einen der Werte w oder f an, unabh

�

angig davon die Ge-

samtformel aber wieder den Wert w.

b) Ri
htig


) Fals
h

d) Ri
htig

e) Fals
h

L

�

osung 3.4.1:3.4.1

a) Fals
h

b) Ri
htig


) Fals
h

d) Ri
htig

e) Fals
h

L

�

osung 3.4.2:3.4.2

a) Fals
h

b) Fals
h


) Ri
htig

d) Ri
htig

e) Ri
htig

f) Fals
h

L

�

osung 3.4.3:3.4.3

a) Fals
h

b) Ri
htig


) Fals
h
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L

�

osung 3.4.4: 3.4.4

a) Ri
htig

b) Ri
htig


) Fals
h

d) Fals
h

e) Ri
htig

f) Fals
h

L

�

osung 3.4.5: 3.4.5

a) Fals
h

b) Fals
h


) Ri
htig

d) Ri
htig

e) Ri
htig

f) Fals
h

g) Ri
htig

L

�

osung 3.4.6: 3.4.6

a) Fals
h. Es gibt Theoreme, f

�

ur die keine Annahmen des Beweises for-

muliert werden k

�

onnen. Daher mu� der Beweis f

�

ur diese dann indirekt,

das hei�t mit einer Annahme des indirekten Beweises, gef

�

uhrt werden.

b) Ri
htig. Jeder direkte Beweis kann dur
h Hinzuf

�

ugen der Annahme des

indirekten Beweises sofort in einen um eine Zeile l

�

angeren indirekten Be-

weis umgewandelt werden. Der Widerspru
h, der den indirekten Beweis

beendet, besteht dann zwis
hen der letzten Zeile des direkten Beweises

und der Annahme des indirekten Beweises.


) Ri
htig.

d) Fals
h. Die Formel ist

�

uberhaupt ni
ht beweisbar.
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L

�

osung 4.4.1:4.4.1

a) Ri
htig

b) Fals
h


) Fals
h

L

�

osung 5.5.1:5.5.1

a) Fals
h

b) Fals
h


) Fals
h

Kommentar:!

Zun

�

a
hst ist ni
ht si
her, ob das

"

ist\ im zweiten Pr

�

amissensatz

�

uber-

haupt eine Identit

�

at ist. Wesentli
her ist no
h, da� die

"

da�\{Kon-

struktion im ersten Pr

�

amissensatz darauf hinweist, da� sie selbst ein

strukturierter komplizierter Ausdru
k ist, in wel
hem die 9 nur (als Teil

der Konstruktion dieses strukturierten Ausdru
ks) angef

�

uhrt, ni
ht aber

als Ausdru
k verwendet wird. Ersetzungen innerhalb sol
her Ausdr

�

u
ke

sind ni
ht ohne weiteres dur
h die Einf

�

uhrungsregel f

�

ur Identit

�

aten le-

gitimiert.

L

�

osung 6.3.1:6.3.1

a) Ri
htig

b) Ri
htig


) Fals
h

d) Fals
h

Kommentar:!

In bestimmten (allerdings ni
ht allen!) F

�

allen kann ges
hlossen werden:

Wenn beispielsweise SiP (Einige Hunde sind Katzen.) fals
h ist, dann

kann man daraus auf die Fals
hheit von SaP (Alle Hunde sind Katzen.)

s
hlie�en.

e) Fals
h

f) Fals
h

L

�

osung 6.3.2:6.3.2

a) Ri
htig

b) Fals
h


) Fals
h

d) Ri
htig



171

L

�

osung 6.3.3: 6.3.3

a) Ri
htig

b) Ri
htig


) Fals
h

d) Fals
h

e) Ri
htig

f) Fals
h

L

�

osung 7.2.1: 7.2.1

a) Fals
h

b) Ri
htig


) Ri
htig

Kommentar: !

Bea
hten Sie aber, da� alle Theoreme der klassis
hen Aussagenlogik in

der Spra
he Negation, Konjunktion h�;^i au
h Theoreme in der intui-

tionistis
hen Logik sind.

d) Fals
h

e) Ri
htig

f) Ri
htig

g) Fals
h

Kommentar: !

Damit der Intuitionist heute bereits die Wahrheit der Adjunktion aner-

kennen kann, mu� heute bereits eines der Adjunktionsglieder wahr sein.

Davon kann man aber ni
ht ausgehen.
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In der folgenden Tabelle wird die Verwendung der Zei
hen im vorliegenden

Bu
h angegeben. Daneben wird in der Spalte

"

Alternativen\ auf entweder

andere Zei
hen f

�

ur die selbe Verwendung bei anderen Autoren, oder auf an-

dere Benennungen desselben Zei
hens, oder auf eine weitere (eng begrenzte)

Verwendung im Bu
h verwiesen.

Zei
hen Verwendung Alternativen

w Wahrheitswerte 1, t, >

f 0, f, ?

p; q; r; : : : ; p

n

; q

n

; r

n

; : : : Aussagenvariablen

x; y; z; : : : ; x

n

; y

n

; z

n

; : : : Individuenvariablen

a; b; 
; : : : ; a

n

; b

n

; 


n

; : : : Individuenkonstanten Metazei
hen f

�

ur

Aussagenvariablen

i; j; : : : ; i

n

; j

n

; : : : Metazei
hen f

�

ur

Individuenvariablen

und Individuenkon-

stanten

Metazei
hen

f

�

ur Subjekttermini

(Pr

�

adikationstheo-

rie)

P;Q;R; : : : ; P

n

; Q

n

; R

n

; : : : Pr

�

adikatenkonstanten Pr

�

adikattermini

(Pr

�

adikationstheo-

rie)

f; f

0

; : : : ; f

n

; f

0

n

; : : : Metazei
hen f

�

ur

Pr

�
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In einigen B

�

u
hern �ndet man statt Klammern bisweilen au
h den Punkt

"

.\ in Formeln. Ein Auftreten des Punktes bedeutet dann

�

ubli
herweise, da�

die Formel von diesem Punkt bis zum Ende als geklammert zu betra
hten ist.

So entspri
ht z. B. p � :q � p der Formel p � (p � q) und p^:q_:p � (q^�q)

der Formel p ^ (q _ (p � (q ^ �q))).
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Bereits erschienene und geplante Bände der Reihe

Logische Philosophie
Hrsg.: H. Wessel, U. Scheffler, Y. Shramko, M. Urchs

ISSN: 1435–3415

In der Reihe
”
Logische Philosophie“ werden philosophisch relevante Ergebnisse der Logik vorgestellt. Dazu

gehören insbesondere Arbeiten, in denen philosophische Probleme mit logischen Methoden gelöst werden.

Uwe Scheffler/Klaus Wuttich (Hrsg.)

Terminigebrauch und Folgebeziehung
ISBN: 978-3-89722-050-8 Preis: 30,- €

Regeln für den Gebrauch von Termini und Regeln für das logische Schließen sind traditionell der Gegen-
stand der Logik. Ein zentrales Thema der vorliegenden Arbeiten ist die umstrittene Forderung nach speziellen
Logiken für bestimmte Aufgabengebiete - etwa für Folgern aus widersprüchlichen Satzmengen, für Erset-
zen in gewissen Wahrnehmungs- oder Behauptungssätzen, für die Analyse von epistemischen, kausalen oder
mehrdeutigen Termini. Es zeigt sich in mehreren Arbeiten, daß die nichttraditionelle Prädikationstheorie ei-
ne verläßliche und fruchtbare Basis für die Bearbeitung solcher Probleme bietet. Den Beiträgen zu diesem
Problemkreis folgen vier diese Thematik erweiternde Beiträge. Der dritte Abschnitt beschäftigt sich mit der
Theorie der logischen Folgebeziehungen. Die meisten der diesem Themenkreis zugehörenden Arbeiten sind
explizit den Systemen FS bzw. SS gewidmet.

Horst Wessel

Logik
ISBN: 978-3-89722-057-7 Preis: 37,- €

Das Buch ist eine philosophisch orientierte Einführung in die Logik. Ihm liegt eine Konzeption zugrunde, die
sich von mathematischen Einführungen in die Logik unterscheidet, logische Regeln als universelle Sprachregeln
versteht und sich bemüht, die Logik den Bedürfnissen der empirischen Wissenschaften besser anzupassen.

Ausführlich wird die klassische Aussagen- und Quantorenlogik behandelt. Philosophische Probleme der Logik,
die Problematik der logischen Folgebeziehung, eine nichttraditionelle Prädikationstheorie, die intuitionisti-
sche Logik, die Konditionallogik, Grundlagen der Terminitheorie, die Behandlung modaler Prädikate und
ausgewählte Probleme der Wissenschaftslogik gehen über die üblichen Einführungen in die Logik hinaus.

Das Buch setzt keine mathematischen Vorkenntnisse voraus, kann als Grundlage für einen einjährigen Logik-
kurs, aber auch zum Selbststudium genutzt werden.

Yaroslav Shramko

Intuitionismus und Relevanz
ISBN: 978-3-89722-205-2 Preis: 25,- €

Die intuitionistische Logik und die Relevanzlogik gehören zu den bedeutendsten Rivalen der klassischen Logik.
Der Verfasser unternimmt den Versuch, die jeweiligen Grundideen der Konstruktivität und der Paradoxien-
freiheit durch eine

”
Relevantisierung der intuitionistischen Logik“ zusammenzuführen. Die auf diesem Weg

erreichten Ergebnisse sind auf hohem technischen Niveau und werden über die gesamte Abhandlung hinweg
sachkundig philosophisch diskutiert. Das Buch wendet sich an einen logisch gebildeten philosophisch interes-
sierten Leserkreis.



Horst Wessel

Logik und Philosophie
ISBN: 978-3-89722-249-6 Preis: 15,30 €

Nach einer Skizze der Logik wird ihr Nutzen für andere philosophische Disziplinen herausgearbeitet. Mit mi-
nimalen logisch-technischen Mitteln werden philosophische Termini, Theoreme und Konzeptionen analysiert.
Insbesondere bei der Untersuchung von philosophischer Terminologie zeigt sich, daß logische Standards für
jede wissenschaftliche Philosophie unabdingbar sind. Das Buch wendet sich an einen breiten philosophisch
interessierten Leserkreis und setzt keine logischen Kenntnisse voraus.

S. Wölfl

Kombinierte Zeit- und Modallogik.
Vollständigkeitsresultate für prädikatenlogische Sprachen
ISBN: 978-3-89722-310-3 Preis: 40,- €

Zeitlogiken thematisieren
”
nicht-ewige“ Sätze, d. h. Sätze, deren Wahrheitswert sich in der Zeit verändern

kann. Modallogiken (im engeren Sinne des Wortes) zielen auf eine Logik alethischer Modalbegriffe ab. Kom-
binierte Zeit- und Modallogiken verknüpfen nun Zeit- mit Modallogik, in ihnen geht es also um eine Analyse
und logische Theorie zeitabhängiger Modalaussagen.

Kombinierte Zeit- und Modallogiken stellen eine ausgezeichnete Basistheorie für Konditionallogiken, Hand-
lungs- und Bewirkenstheorien sowie Kausalanalysen dar. Hinsichtlich dieser Anwendungsgebiete sind vor allem
prädikatenlogische Sprachen aufgrund ihrer Ausdrucksstärke von Interesse. Die vorliegende Arbeit entwickelt
nun kombinierte Zeit- und Modallogiken für prädikatenlogische Sprachen und erörtert die solchen logischen
Systemen eigentümlichen Problemstellungen. Dazu werden im ersten Teil ganz allgemein multimodale Logiken
für prädikatenlogische Sprachen diskutiert, im zweiten dann Kalküle der kombinierten Zeit- und Modallogik
vorgestellt und deren semantische Vollständigkeit bewiesen.

Das Buch richtet sich an Leser, die mit den Methoden der Modal- und Zeitlogik bereits etwas vertraut sind.

H. Franzen, U. Scheffler

Logik.
Kommentierte Aufgaben und Lösungen
ISBN: 978-3-89722-400-1 Preis: 15,- €

Üblicherweise wird in der Logik-Ausbildung viel Zeit auf die Vermittlung metatheoretischer Zusammenhänge
verwendet. Das Lösen von Übungsaufgaben — unerläßlich für das Verständnis der Theorie — ist zumeist Teil
der erwarteten selbständigen Arbeit der Studierenden. Insbesondere Logik-Lehrbücher für Philosophen bieten
jedoch häufig wenige oder keine Aufgaben. Wenn Aufgaben vorhanden sind, fehlen oft die Lösungen oder sind
schwer nachzuvollziehen.

Das vorliegende Trainingsbuch enthält Aufgaben mit Lösungen, die aus Klausur- und Tutoriumsaufgaben in
einem 2-semestrigen Grundkurs Logik für Philosophen entstanden sind. Ausführliche Kommentare machen
die Lösungswege leicht verständlich. So übt der Leser, Entscheidungsverfahren anzuwenden, Theoreme zu
beweisen u. ä., und erwirbt damit elementare logische Fertigkeiten. Erwartungsgemäß beziehen sich die mei-
sten Aufgaben auf die Aussagen- und Quantorenlogik, aber auch andere logische Gebiete werden in kurzen
Abschnitten behandelt.

Diese Aufgabensammlung ist kein weiteres Lehrbuch, sondern soll die vielen vorhandenen Logik-Lehrbücher
ergänzen.



U. Scheffler

Ereignis und Zeit. Ontologische Grundlagen der Kausalrelationen
ISBN: 978-3-89722-657-9 Preis: 40,50 €

Das Hauptergebnis der vorliegenden Abhandlung ist eine philosophische Ereignistheorie, die Ereignisse über
konstituierende Sätze einführt. In ihrem Rahmen sind die wesentlichen in der Literatur diskutierten Fragen
(nach der Existenz und der Individuation von Ereignissen, nach dem Verhältnis von Token und Typen, nach
der Struktur von Ereignissen und andere) lösbar. In weiteren Kapiteln werden das Verhältnis von kausaler und
temporaler Ordnung sowie die Existenz von Ereignissen in der Zeit besprochen und es wird auf der Grundlage
der Token-Typ-Unterscheidung für die Priorität der singulären Kausalität gegenüber genereller Verursachung
argumentiert.

Horst Wessel

Antiirrationalismus
Logisch-philosophische Aufsätze

ISBN: 978-3-8325-0266-9 Preis: 45,- €

Horst Wessel ist seit 1976 Professor für Logik am Institut für Philosophie der Humboldt-Universität zu Berlin.
Nach seiner Promotion in Moskau 1967 arbeitete er eng mit seinem Doktorvater, dem russischen Logiker
A. A. Sinowjew, zusammen. Wessel hat großen Anteil daran, daß am Berliner Institut für Philosophie in der
Logik auf beachtlichem Niveau gelehrt und geforscht wurde.

Im vorliegenden Band hat er Artikel aus einer 30-jährigen Publikationstätigkeit ausgewählt, die zum Teil nur
noch schwer zugänglich sind. Es handelt sich dabei um logische, philosophische und logisch-philosophische
Arbeiten. Von Kants Antinomien der reinen Vernunft bis zur logischen Terminitheorie, von Modalitäten bis
zur logischen Folgebeziehung, von Entwicklungstermini bis zu intensionalen Kontexten reicht das Themen-
spektrum.

Antiirrationalismus ist der einzige -ismus, dem Wessel zustimmen kann.

Horst Wessel, Klaus Wuttich

daß-Termini
Intensionaliät und Ersetzbarkeit

ISBN: 978-3-89722-754-5 Preis: 34,- €

Von vielen Autoren werden solche Kontexte als intensional angesehen, in denen die üblichen Ersetzbarkeits-
regeln der Logik nicht gelten. Eine besondere Rolle spielen dabei daß -Konstruktionen.

Im vorliegenden Buch wird gezeigt, daß diese Auffassungen fehlerhaft sind. Nach einer kritischen Sichtung
der Arbeiten anderer Logiker zu der Problematik von daß -Termini wird ein logischer Apparat bereitgestellt,
der es ermöglicht, daß -Konstruktionen ohne Einschränkungen von Ersetzbarkeitsregeln und ohne Zuflucht zu
Intensionalitäten logisch korrekt zu behandeln.

Fabian Neuhaus

Naive Prädikatenlogik
Eine logische Theorie der Prädikation

ISBN: 978-3-8325-0556-1 Preis: 41,- €

Die logischen Regeln, die unseren naiven Redeweisen über Eigenschaften zugrunde liegen, scheinen evident und
sind für sich alleine betrachtet völlig harmlos - zusammen sind sie jedoch widersprüchlich. Das entstehende
Paradox, das Russell-Paradox, löste die sogenannte Grundlagenkrise der Mathematik zu Beginn des 20. Jahr-
hunderts aus. Der klassische Weg, mit dem Russell-Paradox umzugehen, ist eine Vermeidungsstrategie: Die
logische Analysesprache wird so beschränkt, daß das Russell-Paradox nicht formulierbar ist.

In der vorliegenden Arbeit wird ein anderer Weg aufgezeigt, wie man das Russell-Paradox und das verwandte
Grelling-Paradox lösen kann. Dazu werden die relevanten linguistischen Daten anhand von Beispielen analy-
siert und ein angemessenes formales System aufgebaut, die Naive Prädikatenlogik.



Bente Christiansen, Uwe Scheffler (Hrsg.)

Was folgt
Themen zu Wessel

ISBN: 978-3-8325-0500-4 Preis: 42,- €

Die vorliegenden Arbeiten sind Beiträge zu aktuellen philosophischen Diskussionen – zu Themen wie Exi-
stenz und Referenz, Paradoxien, Prädikation und dem Funktionieren von Sprache überhaupt. Gemeinsam
ist ihnen der Bezug auf das philosophische Denken Horst Wessels, ein Vierteljahrhundert Logikprofessor an
der Humboldt-Universität zu Berlin, und der Anspruch, mit formalen Mitteln nachvollziehbare Ergebnisse zu
erzielen.

Vincent Hendricks, Fabian Neuhaus, Stig Andur Pedersen, Uwe Scheffler, Heinrich Wansing (Eds.)

First-Order Logic Revisited

ISBN: 978-3-8325-0475-5 Preis: 75,- €

Die vorliegenden Beiträge sind für die Tagung
”
75 Jahre Prädikatenlogik erster Stufe“ im Herbst 2003 in Berlin

geschrieben worden. Mit der Tagung wurde der 75. Jahrestag des Erscheinens von Hilberts und Ackermanns
wegweisendem Werk

”
Grundzüge der theoretischen Logik“ begangen.

Im Ergebnis entstand ein Band, der eine Reflexion über die klassische Logik, eine Diskussion ihrer Grundlagen
und Geschichte, ihrer vielfältigen Anwendungen, Erweiterungen und Alternativen enthält.

Der Band enthalt Beiträge von Andréka, Avron, Ben-Yami, Brünnler, Englebretsen, Ewald, Guglielmi, Ha-
jek, Hintikka, Hodges, Kracht, Lanzet, Madarasz, Nemeti, Odintsov, Robinson, Rossberg, Thielscher, Toke,
Wansing, Willard, Wolenski

Pavel Materna

Conceptual Systems

ISBN: 978-3-8325-0636-0 Preis: 34,- €

We all frequently use the word “concept”. Yet do we know what we mean using this word in sundry contexts?
Can we say, for example, that there can be several concepts of an object? Or: can we state that some concepts
develop? What relation connects concepts with expressions of a natural language? What is the meaning of an
expression? Is Quine’s ‘stimulus meaning’ the only possibility of defining meaning? The author of the present
publication (and of “Concepts and Objects”, 1998) offers some answers to these (and many other) questions
from the viewpoint of transparent intensional logic founded by the late Czech logician Pavel Tichý (†1994
Dunedin).

Johannes Emrich

Die Logik des Unendlichen
Rechtfertigungsversuche des tertium non datur in der Theorie des mathematischen Kontinuums

ISBN: 978-3-8325-0747-3 Preis: 39,- €

Im Grundlagenstreit der Mathematik geht es um die Frage, ob gewisse in der modernen Mathematik gängige
Beweismethoden zulässig sind oder nicht. Der Verlauf der Debatte – von den 1920er Jahren bis heute – zeigt,
dass die Argumente auf verschiedenen Ebenen gelagert sind: die der meist konstruktivistisch eingestellten Kri-
tiker sind erkenntnistheoretischer oder logischer Natur, die der Verteidiger ontologisch oder pragmatisch. Die
Einschätzung liegt nahe, der Streit sei gar nicht beizulegen, es handele sich um grundlegend unterschiedliche
Auffassungen von Mathematik. Angesichts der immer wieder auftretenden Erfahrung ihrer Unverträglichkeit
wäre es aber praktisch wie philosophisch unbefriedigend, schlicht zur Toleranz aufzurufen. Streiten heißt nach
Einigung streben. In der Philosophie manifestiert sich dieses Streben in der Überzeugung einer objektiven
Einheit oder Einheitlichkeit, insbesondere geistiger Sphären. Im Sinne dieser Überzeugung unternimmt die
vorliegende Arbeit einen Vermittlungsversuch, der sich auf den logischen Kern der Debatte konzentriert.



Christopher von Bülow

Beweisbarkeitslogik
– Gödel, Rosser, Solovay –

ISBN: 978-3-8325-1295-8 Preis: 29,- €

Kurt Gödel erschütterte 1931 die mathematische Welt mit seinem Unvollständigkeitssatz. Gödel zeigte, wie für
jedes noch so starke formale System der Arithmetik ein Satz konstruiert werden kann, der besagt:

”
Ich bin nicht

beweisbar.“ Würde das System diesen Satz beweisen, so würde es sich damit selbst Lügen strafen. Also ist dies
ein wahrer Satz, den es nicht beweisen kann: Es ist unvollständig. John Barkley Rosser verstärkte später Gödels
Ergebnisse, wobei er die Reihenfolge miteinbezog, in der Sätze bewiesen werden, gegeben irgendeine Auffassung
von

”
Beweis“. In der Beweisbarkeitslogik werden die formalen Eigenschaften der Begriffe

”
beweisbar“ und

”
wird früher bewiesen als“ mit modallogischen Mitteln untersucht: Man liest den notwendig - Operator als
beweisbar und gibt formale Systeme an, die die Modallogik der Beweisbarkeit erfassen.

Diese Arbeit richtet sich sowohl an Logik-Experten wie an durchschnittlich vorgebildete Leser. Ihr Ziel ist
es, in die Beweisbarkeitslogik einzuführen und deren wesentliche Resultate, insbesondere die Solovayschen
Vollständigkeitssätze, präzise, aber leicht zugänglich zu präsentieren.

Niko Strobach

Alternativen in der Raumzeit
Eine Studie zur philosophischen Anwendung multidimensionaler Aussagenlogiken

ISBN: 978-3-8325-1400-6 Preis: 46.50 €

Ist der Indeterminismus mit der Relativitätstheorie und ihrer Konzeption der Gegenwart vereinbar? Die-
se Frage lässt sich beantworten, indem man die für das alte Problem der futura contingentia entwickelten
Ansätze auf Aussagen über das Raumartige überträgt. Die dazu hier Schritt für Schritt aufgebaute relati-
vistische indeterministische Raumzeitlogik ist eine erste philosophische Anwendung der multidimensionalen
Modallogiken.

Neben den üblichen Zeitoperatoren kommen dabei die Operatoren
”
überall“ und

”
irgendwo“ sowie

”
für jedes

Bezugssystem“ und
”
für manches Bezugssystem“ zum Einsatz. Der aus der kombinierten Zeit- und Modal-

logik bekannte Operator für die historische Notwendigkeit wird in drei verschiedene Operatoren (
”
wissbar“,

”
feststehend“,

”
beeinflussbar“) ausdifferenziert. Sie unterscheiden sich bezüglich des Gebiets, in dem mögliche

Raumzeiten inhaltlich koinzidieren müssen, um als Alternativen zueinander gelten zu können. Die Interaktion
zwischen den verschiedenen Operatoren wird umfassend untersucht.

Die Ergebnisse erlauben es erstmals, die Standpunkt-gebundene Notwendigkeit konsequent auf Raumzeit-
punkte zu relativieren. Dies lässt auf einen metaphysisch bedeutsamen Unterschied zwischen deiktischer und
narrativer Determiniertheit aufmerksam werden. Dieses Buch ergänzt das viel diskutierte Paradigma der
verzweigten Raumzeit (

”
branching spacetime“) um eine neue These: Der Raum ist eine Erzählform der Ent-

scheidungen der Natur.

Erich Herrmann Rast

Reference and Indexicality
ISBN: 978-3-8325-1724-3 Preis: 43.00 €

Reference and indexicality are two central topics in the Philosophy of Language that are closely tied together.
In the first part of this book, a description theory of reference is developed and contrasted with the prevailing
direct reference view with the goal of laying out their advantages and disadvantages. The author defends
his version of indirect reference against well-known objections raised by Kripke in Naming and Necessity
and his successors, and also addresses linguistic aspects like compositionality. In the second part, a detailed
survey on indexical expressions is given based on a variety of typological data. Topics addressed are, among
others: Kaplan’s logic of demonstratives, conversational versus utterance context, context-shifting indexicals,
the deictic center, token-reflexivity, vagueness of spatial and temporal indexicals, reference rules, and the
epistemic and cognitive role of indexicals. From a descriptivist perspective on reference, various examples
of simple and complex indexicals are analyzed in first-order predicate logic with reified contexts. A critical
discussion of essential indexicality, de se readings of attitudes and accompanying puzzles rounds up the
investigation.



Magdalena Roguska

Exklamation und Negation
ISBN: 978-3-8325-1917-9 Preis: 39.00 €

Im Deutschen, aber auch in vielen anderen Sprachen gibt es umstrittene Negationsausdrücke, die keine ne-
gierende Kraft haben, wenn sie in bestimmten Satztypen vorkommen. Für das Deutsche handelt sich u.a. um
die exklamativ interpretierten Sätze vom Typ:

Was macht sie nicht alles! Was der nicht schafft!

Die Arbeit fokussiert sich auf solchen Exklamationen. Ihre wichtigsten Thesen lauten:

• Es gibt keine Exklamativsätze aber es gibt Exklamationen.

• Alles und nicht alles in solchen Sätzen, haben semantische und nicht pragmatische Funktionen.

• Das
”
nicht-negierende“ nicht ohne alles in einer Exklamation ist doch eine Negation. Die Exklamation

bezieht sich aber trotzdem auf denselben Wert, wie die entsprechende Exklamation ohne Negation.

• In skalaren Exklamationen besteht der Unterschied zwischen Standard- und
”
nicht-negierenden“ Nega-

tion im Skopus von nicht.

Die Analyse erfolgt auf der Schnittstelle zwischen Semantik und Pragmatik.

August W. Sladek

Aus Sand bauen. Tropentheorie auf schmaler relationaler Basis
Ontologische, epistemologische, darstellungstechnische
Möglichkeiten und Grenzen der Tropenanalyse

ISBN: 978-3-8325-2506-4 (4 Bände) Preis: 198.00 €

Warum braucht eine Tropentheorie zweieinhalbtausend Seiten Text, wenn zweieinhalb Seiten ausreichen, um
ihre Grundidee vorzustellen? Weil der Verfasser zuerst sich und dann seine Leser, auf deren Geduld er baut,
überzeugen will, dass die ontologische Grundidee von Tropen als den Bausteinen der Welt wirklich trägt und
sich mit ihnen die Gegenstände nachbilden lassen, die der eine oder andere glaubt haben zu müssen. Um
metaphysischen, epistemologischen Dilemmata zu entgehen, sie wenigstens einigermaßen zu meistern, preisen
viele Philosophen Tropen als

”
Patentbausteine“ an. Die vorliegende Arbeit will Tropen weniger empfehlen

als zeigen, wie sie sich anwenden lassen. Dies ist weit mühseliger als sich mit Andeutungen zu begnügen, wie
brauchbar sich doch Tropen erweisen werden, machte man sich die Mühe sie einzusetzen. Lohnt sich die Mühe
wirklich? Der Verfasser wollte zunächst nachweisen, dass sie sich nicht lohnt. Das Gegenteil ist ihm gelungen.
Zwar sind Tropen wie Sandkörner. Was lässt sich schon aus Sand bauen, das Bestand hat? Wenn man nur
genug

”
Zement“ nimmt, gelingen gewiss stabile Bauten, doch wie viel und welcher

”
Zement“ ist erlaubt?

Nur schwache Bindemittel dürfen es sein; sonst gibt man sich mit einer hybriden Tropenontologie zufrieden,
die Bausteine aus fremden, konkurrierenden Ontologien hinzunimmt. Die vier Bände bieten eine schwächst-
mögliche und damit unvermischte, allerdings mit Varianten und Alternativen behaftete Tropentheorie an samt
ihren Wegen, Nebenwegen, Anwendungstests.



Mireille Staschok

Existenz und die Folgen
Logische Konzeptionen von Quantifikation und Prädikation

ISBN: 978-3-8325-2191-2 Preis: 39.00 €

Existenz hat einen eigenwilligen Sonderstatus in der Philosophie und der modernen Logik. Dieser Sonderstatus
erscheint in der klassischen Prädikatenlogik – übereinstimmend mit Kants Diktum, dass Existenz kein Prädikat
sei – darin, dass

”
Existenz“ nicht als Prädikat erster Stufe, sondern als Quantor behandelt wird. In der

natürlichen Sprache wird
”
existieren“ dagegen prädikativ verwendet.

Diese andauernde und philosophisch fruchtbare Diskrepanz von Existenz bietet einen guten Zugang, um die
Funktionsweisen von Prädikation und Quantifikation zu beleuchten. Ausgangspunkt der Untersuchungen und
Bezugssystem aller Vergleiche ist die klassische Prädikatenlogik erster Stufe. Als Alternativen zur klassischen
Prädikatenlogik werden logische Systeme, die sich an den Ansichten Meinongs orientieren, logische Syste-
me, die in der Tradition der aristotelischen Termlogik stehen und eine nichttraditionelle Prädikationstheorie
untersucht.

Sebastian Bab, Klaus Robering (Eds.)

Judgements and Propositions
Logical, Linguistic, and Cognitive Issues

ISBN: 978-3-8325-2370-1 Preis: 39.00 €

Frege and Russell in their logico-semantic theories distinguished between a proposition, the judgement that
it is true, and the assertion of this judgement. Their distinction, however, fell into oblivion in the course of
later developments and was replaced by the formalistic notion of an expression derivable by means of pureley
syntactical rules of inference. Recently, however, Frege and Russell’s original distinction has received renewed
interest due to the work of logicians and philosophers such as, for example, Michael Dummett, Per Martin-Lf,
and Dag Prawitz, who have pointed to the central importance of o both the act of assertion and its justification
to logic itself as well as to an adequate theory of meaning and understanding.

The contributions to the present volume deal with central issues raised by these authors and their classical
predecessors: What kind of propositions are there and how do they relate to truth? How are propositions
grasped by human subjects? And how do these subjects judge those propositions according to various di-
mensions (such as that of truth and falsehood)? How are those judgements encoded into natural language,
communicated to other subjects, and decoded by them? What does it mean to procede by inference from
premiss assertions to a new judgement?

Marius Thomann

Die Logik des Könnens
ISBN: 978-3-8325-2672-6 Preis: 41.50 €

Was bedeutet es, einer Person eine praktische Fähigkeit zu attestieren? Und unter welchen Umständen sind
derartige Fähigkeitszuschreibungen wahr, etwa die Behauptung, Max könne Gitarre spielen? Diese Fragen
stehen im Zentrum der vorliegenden Untersuchung. Ihr Gegenstand ist die philosophisch-logische Analyse des
Fähigkeitsbegriffs. Als Leitfaden dient eine Analyse normalsprachlicher Fähigkeitszuschreibungen, gemäß der
Max genau dann Gitarre spielen kann, wenn er dies unter dafür angemessenen Bedingungen normalerweise
erfolgreich tut. Drei in der Forschungsliteratur vorgeschlagene Systeme werden diskutiert, die zwar wertvolle
Impulse für die formale Modellierung geben, als Vertreter des so genannten modalen Ansatzes aber von der
Diagnose ontologischer Inadäquatheit betroffen sind: Die Entitäten, die als Fähigkeiten attribuiert werden,
lassen sich nicht über Propositionen individuieren; ohne die explizite Referenz auf Handlungstypen, die eben
gekonnt oder nicht gekonnt werden, bleibt Max’ Fähigkeit, Gitarre zu spielen, unterbestimmt. Um diesen
Einwand zu vermeiden, liegt demgemäß der hier vorgestellten Logik des Könnens ein Gegenstandsbereich
zugrunde, dessen Struktur an der Ontologie von Handlungen orientiert ist.



Christof Dobieß

Kausale Relata
Eine Untersuchung zur Wechselbeziehung zwischen der Beschaffenheit kausaler Relata und der
Natur der Kausalbeziehung

ISBN: 978-3-8325-5083-7 Preis: 57.00 €

Dieses Buch macht nachdrücklich klar, daß die Thematik
”
Kausale Relata“ kein Nebenschauplatz der Kau-

salitätsdiskussion ist und sich die Analyse von Kausalität nicht auf die bloße Betrachtung der Kausalrelation
selbst beschränken darf. Zwischen der Metaphysik der kausalen Relata und der Natur der Kausalbeziehung,
so die Hauptthese dieses Werks, besteht eine enge theoretische Wechselbeziehung.

Untersucht wird diese These anhand zentraler kausaler Problembereiche: (1) der kausalen Präemption, (2)
der Transitivität der Kausalität, (3) der dispositionalen Verursachung, (4) der negativen Verursachung und
(5) der Konzeption von Verursachung als

”
qualitativem Fortbestand“ (

”
qualitative persistence“).

Während die Probleme der Präemption und des qualitativen Fortbestands in der Auseinandersetzung zwischen
kontrafaktischen Kausalkonzeptionen und Transfertheorien Bedeutung entfalten, betreffen die Transitivität
der Kausalität sowie negative und dispositionale Verursachung nahezu alle Kausaltheorien. Der Forderung
nach der Transitivität der Kausalität kann nur durch eine hinreichend präzise und eindeutig gefaßte Konzep-
tion der kausalen Beziehungsträger entsprochen werden. Ob Dispositionen oder Negativereignisse in kausale
Beziehungen treten können, hängt entscheidend davon ab, inwiefern Entitäten dieser Art ein ontologisches
Bleiberecht zugestanden wird.
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