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1 Lineare Differentialgleichungen

erster Ordnung

Generalvoraussetzung: Im Folgenden bezeichnet / C R ein beliebiges Inter-
vall, d.h., [ ist eine nichtleere zusammenhéngende Teilmenge von R, die
ein nichtleeres Inneres hat. Gehort ein Randpunkt zum Intervall, so be-
trachten wir fiir die Differenzierbarkeit in diesem Randpunkt einen ein-

seitigen Grenzwert.

1.1 Anfangswertproblem fiir lineare Differenti-

algleichungen erster Ordnung

Definition 1.1.1
Gegeben seien die Funktionenp, f : I — R, die auf einem Intervall] C R definiert
und stetig sind. Gesucht ist eine differenzierbare Funktiony : I — R, so dass fiir
allex € I gilt:

Y (@) +ple) y(r) = f(o). (111)
Gleichung (1.1.1) heif3t lineare (gewéhnliche) Differentialgleichung erster Ordnung.
Die Funktiony : I — R heif$t Losung der Gleichung (1.1.1) auf dem Intervall I.
Satz und Definition 1.1.2
Seien die Funktionenp, f : I — R auf einem Intervall I C R definiert und stetig,

sowie xg € I. Dann existiert fiir beliebiges yo € R auf I genau eine Losung des

Anfangswertproblems

{y’(x) +p(x)-y(x)=f(z), vel, (1.1.2)

y(ﬂﬂo) =%o-
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Fiir einen Beweis verweisen wir auf die spatere Bemerkung 1.3.6.

Bemerkung und Definition 1.1.3
Ist f(x) = 0 fir alle x € I, so heifit Gleichung (1.1.1) lineare homogene Differen-

tialgleichung erster Ordnung, andernfalls heifst diese lineare inhomogene Differen-

tialgleichung erster Ordnung.

1.2 Lineare homogene Differentialgleichung ers-

ter Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung

y'(@) +p()-y(r) =0 (1.1.1h)

(dabei ist die Funktion p : I — R auf [ definiert und stetig).

Satz 1.2.1
Seiyy : I — R eine Losung von (1.1.1h), dann ist y(x) := c - y,(z) ebenfalls eine
Losung von (1.1.1h), wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist.

BEWEIS:

Da y; eine Losung von (1.1.1h) ist, gilt fiir alle x € I:

y1(x) + p(x) - yi(z) = 0. (1.2.1)

Dann folgt fir y(z) == ¢ - y;(x), wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist:

Y (@) +p() - y(z) ={c-p(@)} +p(z) - {c-p(2)}
= c-yi(x) +p() - ¢ y(z)
=c- (yi(z) +p(x) - y1(2))
"2V firalles € I.
Nach Definition 1.1.1 ist also y(x) = ¢ - y;(z) eine Losung von (1.1.1h) auf I,

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. O
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Bemerkung 1.2.2
Da die Funktion p auf I stetig ist, besitzt sie auf I eine Stammfunktion. Sei P :
I — R eine Stammfunktion von p auf I. Dann isty, : [ — R mit

yi(z) = e 0

eine Losung von (1.1.1h) auf I. In der Tat:
yi(x) = (=P(x)) - e " = —p(x) - ™" und
yi(x) +plx) -yi(z) = —p(x) - e P@ £ plx) - e @ =0 auf I

Satz und Definition 1.2.3

Allgemeine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung

Jede Losung y : I — R von (1.1.1h) lasst sich in der Form y(z) == ¢ - y;(x)
darstellen, wobei
yi(x) =e 7, (1.2.2)

P : I — R eine Stammfunktion von p und c € R eine Konstante ist.

Lasst man in ¢ - y1(x) die Zahl ¢ die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so
erhdlt man alle Losungen der Gleichung (1.1.1h). Man sagt: Durchy(z) = c-y;(x)
ist die allgemeine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ord-

nung (1.2.1) gegeben.

BEWEIS:

Nach Bemerkung 1.2.2 und Satz 1.2.1 ist jede Funktion y : / — R mit

y@) =c-yi(x) und  y(z)=e

immer eine Losung von (1.1.1h) fiir alle ¢ € R.
Sei umgekehrt y : I — R eine beliebige Losung von (1.1.1h) und y; (durch
eine beliebige aber feste Wahl der Stammfunktion P) fest gewahlt. Wir zeigen:

Es existiert ein ¢ € R, sodass auf dem ganzen Intervall / gilt

yle) =c- ().

Da y eine Losung von (1.1.1h) ist, folgt

y(x)+plx) -y(z) =0 firalle z € I.
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Die Funktion z : I — R mit

ist auf ganz I definiert (es gilt stets y; (z) > 0), differenzierbar und es folgt

@) () — 5 )
/(@) = = 007

—~
@

=0 fur allex € I.

Dann ist z konstant auf dem ganzen Intervall /. Also existiert ein ¢ € R mit

M) _ % farallew e 1.
y1(x)
Somit ist jede Losung von (1.1.1h) in der Form ¢ - y; () mit y;(7) = e~ 7@ und
geeignetem ¢ € R darstellbar. ]
Beispiel 1.2.4
y'(x) — tan(z) - y(x) = 0, x € (—g; g) (1.2.3)
Es gilt fir jedes z € ( ;T ;T) p(x) = —tan(z), und da cos(z) > 0 auf

( ;T 2)folgt

/p(x) do=- /ta“(x) dz = In(cos(z)) +m, m € R.

Wir nehmen (z.B.) m = 0, dann ist

und

cos(z)

Die allgemeine Losung der Gleichung (1.2.3) lautet somit nach Satz 1.2.3:

y(x) = mit beliebigem ¢ € R.
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Folgerung 1.2.5 (Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems)
Sei die Funktionp : I — R aufI definiert und stetig, sowie xo € I. Dann existiert
fiir beliebiges yo € R auf I genau eine Losung des Anfangswertproblems

{y’(m) +p(x) - y(z) =0,

1.24
y(l’o) =Y%o- ( )

BEWEIS:

Da die Funktion p auf [ stetig ist, ist die Funktion P : / — R mit

eine Stammfunktion von p auf /. Nach Satz 1.2.3 ist die Funktion y : I — R mit

- fp(t)dt
y(x) =c-e 0

und beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der Gleichung
y'(x) +plx) - y(z) =0 auf .

Mit dem Anfangswert y, € R konnen wir die Konstante bereits eindeutig an-

passen:
z(
— [ p(t)dt
y(zo) =y & c-e =% = =Y
Also ist die Funktion y : / — R mit
~ [ p(tydt
y(x) =yo-e
die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (1.2.4). 0

Beispiel 1.2.6 (Gesetz des radioaktiven Zerfalls)
Sei N := N(t) die Zahl der zur Zeit ¢ € R noch nicht zerfallenen Kerne ei-
nes radioaktiven Stoffes. Die Anzahl der Kerne, die radioaktiv zerfallen konnen,

nimmt mit der Zeit ab und es gilt:

N(t) = =\ N(t)
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mit einer Konstante A € R>°. Mit anderen Worten gilt

N(t)+A-N(t) =0, firalletc R. (1.2.5)
Sei typ = 0 der Anfangspunkt der Prozessbeobachtung. Mit der Anfangsbedin-
gung N (0) = Ny erhalten wir nach Folgerung 1.2.5 durch
- [ Adr
N(t):No'eof :No'e_At
die eindeutig bestimmte Losung dieses Anfangswertproblems.

Beachte: Fur ¢ > ty bzw. t < t; zeigt die Losung die Anzahl der nicht zerfal-

lenen Kerne nach bzw. vor dem Start der Beobachtung.

Bemerkung 1.2.7

Lineare homogene Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstantem Koeffi-

zienten

Seip € R. Gesucht ist eine Funktiony : R — R, sodass fiir alle x € R gilt:

y'(x) +p-y(r)=0. (1.2.6)

Offensichtlich ist die Funktion P : R — R mit P(z) == p - x eine Stammfunktion
der konstanten Funktionp : R — R mit p(x) = p auf R. Nach Bemerkung 1.2.2
ist die Funktiony, : R — R mit y,(x) := e P?* eine Losung und nach Satz 1.2.3
ist

y(@) =c-y(z) =c- e

mit beliebigem c € R die allgemeine Losung der Gleichung (1.2.6) auf R.

1.3 Lineare inhomogene Differentialgleichung

erster Ordnung

Satz 1.3.1
Seien die Funktionen p, f : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig.
Dann lasst sich die Losungsmenge L. der inhomogenen Differentialgleichung erster

Ordnung
y'(z) +p(r) - y(z) = f(z) (1.3.1)
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auf I schreiben als: 1L = y*(x) + Lo, wobeily die Lésungsmenge der entspre-
chenden homogenen Differentialgleichung

Y'(z) +p(z) - y(x) =0

und y*(z) eine (sogenannte partikuldire) Losung der inhomogenen Differentialglei-

chung ist.

BEWEIs:
Wir haben bereits in Satz 1.2.3 gesehen, dass L nichtleer ist. Wir werden in
Bemerkung 1.3.4 zeigen, dass auch . # &, mit anderen Worten existiert eine

partikulire Losung y* () von (1.3.1) und es gilt auf
(y")' (@) + p(x) - y"(2) = f(z).
1. Seiyr(z) € L eine beliebige Losung von (1.3.1). Dann gilt
yr(z) + p(x) - yo(x) = f(2)
auf [ und somit
yu(z) — (") (x) + p(x) - (yo(z) —y*(x)) = 0
< (y(@) —y*(@) +p(@) - (yo(z) — y* () = 0.

D.h., y(x) = yr(x) — y*(z) ist eine Losung der homogenen Differentialglei-
chung
y' (@) +ple) - y(z) =0
auf I. Also gilt fiir jedes yy(z) € L :
yo(r) =y (z) +y(x) € y"(z) + Lo

und
L C y*(x) + L.

2. Sei nun y(x) € L eine beliebige Losung der homogenen Differentialglei-

chung. Dann gilt auf [:

J(z) +plx) ylx) = 0.
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Da y*(z) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung
(1.3.1) ist, folgt

(@) + (") () +p) - (Y(2) +y"(2) = f(2)
& W) +y @) +p) - @) +y'(2) = f(z).

D.h., y(x) = y(z) + y*(z) ist eine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (1.3.1) auf 1. Also gilt fiir jedes y(z) € Lo:

y(z) =y (z) +y(z) € L
und

y*(z) + Ly C L.

Insgesamt haben wir L = y*(x) + L, gezeigt. O

Folgerung 1.3.2
Wie wir schon wissen, ist
yi(x) = e '@ (1.3.2)

immer eine Losung der homogenen Differentialgleichung (1.1.1h) auf I. (Dabei ist
P : I — R eine Stammfunktion von p auf I.) Lisst man in ¢ -y, () die Zahl c die

Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhdlt man alle Losungen der Gleichung
(1.1.1h).

Also gilt fiir die Losungsmenge L:
Lo ={c-y(x): ce R},

dabei heifSt c-y; () die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung. Ist
jetzt y*(x) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung (1.3.1),
dann gilt nach Satz 1.3.1 fiir die Losungsmenge LL:

L=Ac-p(x)+y*(z):ceR}.

Man sagt: Durch
y(x) = c-yplx) +y* ()
ist die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung erster

Ordnung (1.3.1) gegeben.

-8-
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Oder auch: Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differentialglei-
chung erster Ordnung hat die Form

y(x) =y(z) +y" (),

wobei y(x) die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung und y*(x) eine partikuldre Losung der inhomoge-

nen Differentialgleichung ist.

Beispiel 1.3.3
y'(x) — 3y(z) = =, reR. (1.3.3)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y'(x) —3y(z) =0. (1.3.3h)
Hier gilt p = —3 und nach Bemerkung 1.2.7 ist
yle) =c-e

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung (1.3.3h) auf R.

2) Wie ist nun y*(z) zu wéhlen?
Dazu betrachten wir den Ansatz
y*(r)=A-z+ B
mit A, B € R. Dann gilt fiir jedesz € R :
(") (x)=A und (y7)(z) = 3y"(z) =

& A-3-(A-z+B)==x
& -3A-24+(A-3B)==x

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

—34=1 A=-3

Nl
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Dann ist
‘() 1 1
T)=—%5 T — =
Y 37779
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung. Nach Satz 1.3.1 und

Folgerung 1.3.2 ist
o) =) 57 (0) et (5o g)

mit ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (1.3.3) auf R.
Bemerkung 1.3.4 (Variation der Konstanten)
Seien die Funktionenp, f : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig. Sei
P : I — R eine Stammfunktion von p auf I. Nach Bemerkung 1.2.2isty; : I — R
mit

yi(x) = e @

eine Losung der homogenen Differentialgleichung

y'(x) +p(x) -y(z) =0

auf I. Eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Y (z) +p(x) - y(z) = f(z)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

y () = c(x) -y (), (1.3.4)

wobeic : I — R eine unbekannte Funktion ist. Dann gilt (mit Voraussetzung, dass

die Funktion c in I differenzierbar ist):

(y") (x) = () - yu(z) + () - ) ().

In die Differentialgleichung (1.3.1) eingesetzt ergibt das:

(' (@) - y1(x) + () - yi(2) + p(2) - c(x) - y1 (2) = f ()

N () - y1(2) + () - (G () + p(2) -y (w)) = f ()
& d(z) yi(z) = f(2),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Funktion y, eine Losung der homogenen Dif-

ferentialgleichung ist.

-10-
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Da yi(x) = e @ £ 0 firallex € I ist, ist die Gleichung c'(x) -y, (x) = f(x)

eindeutig losbar. Es gilt somit

d(x) =@ . f(z).

Da die Funktion e”®) . f(x) auf I stetig ist, besitzt sie dort eine Stammfunktion.

Beispiel 1.3.5

1)

2)

y'(x) — cot(x) - y(x) = sin(x), z € (0;m). (1.3.5)

Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y'(x) — cot(z) - y(x) = 0. (1.3.5h)
Es gilt fur alle z € (0;7) mit p(z) = — cot(z), und da sin(x) > 0 auf (0; )

folgt

/p(x) dt = — / cot(z)dt = —In(sin(z)) +m, meR.

Wir nehmen (zB.) m = 0,dannist P(z) = —In(sin(x)) auf (0;7). Nach
Bemerkung 1.2.7 ist

y(x) = ¢ sin(z)
mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
(1.3.5h) Differentialgleichung.

Wir suchen nun y*(z) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 1.3.4 erhalten wir auf dem offenen Intervall (0; 7) :

. 1
—In(sin(z)) | Siﬂ(l‘) — . Siﬂ(l’) = 1.

clz) =e sin(x)

Somit ist ¢(z) = x + n, mit n € R. Mit n = 0 bekommen wir folgende

partikuldre Losung
y*(x) = c(z) - y1(z) = x - sin(z) .
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (1.3.5) auf (0; 7) ist somit
y(x) =y(z) +y*(z) =¢-sin(z) + z -sin(z) mit ¢ceR.

-11 -
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Beachte: Diese Funktion ist natiirlich auch auflerhalb des Intervalls (0; 7) wohl-
definiert, die Einschriankung des Intervalls kommt aber daher, dass wir ein In-
tervall bendtigen auf dem der Kotangens aus der Differentialgleichung (1.3.5)
stetig ist.

Bemerkung 1.3.6

Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems. (Beweis des Satzes 1.1.2)

{y’(w) +ple) y(@)=f(x), zel,
y(l’o) =70 -

(1.3.6)

BEWEIS:

Da die Funktion p auf I stetig ist, ist die Funktion P : I — R mit

eine Stammfunktion von p auf I. Nach Satz 1.2.3 ist die Funktion 3 : I — R mit

y(x) =¢- e P@

und mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homoge-

nen Differentialgleichung

y'(x) +p(x) -y(z) =0

auf /. Die Funktion ¢ : I — R mit

ist eine Stammfunktion von e”(®) . f(z) auf I. Nach Bemerkung 1.3.4 ist durch

die Funktion y* : I — R mit
V(@) = ela) - )
eine partikuldre Losung und durch
y(z) =y(z) + y*(2) = E+c(x)) - e P@

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

Y () +p() - y(z) = f(z)
auf I gegeben.

-12 -
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Mit dem Anfangswert o € R konnen wir nun die Konstante ¢ bereits ein-

deutig anpassen:

ywo) =y & (@+clw)) e =y
& C=1o, demn c¢(xo)=0 und e P =1,

Also ist die Funktion y : / — R mit

y(z) = (yo + c(x)) - e 7

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (1.3.6). O

Satz 1.3.7 (Superpositionsprinzip)
Seien die Funktionen p, f1, fo : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig.

Seien weiter yi(x) eine partikuldre Losung von

y'(r) +p(x) - y(z) = fi(x) (1.3.7a)

und y3(x) eine partikuldre Lésung von

y'(x) +p(x) - y(r) = fa(). (1.3.7b)

Dann ist

eine partikuldre Losung von

y'(x) +plx) y(z) = fi(z) + foz). (1.3.8)
BEWEIS:
Einsetzen von y*(x) in (1.3.8) liefert die Behauptung, weil y;(z) und y;(z) par-
tikuldre Losungen der entsprechenden Gleichungen sind:

In der Tat gilt fiir jedes = € I:

(y")'(x) = (y7) (=) + (y3)'(2),

sodass

(y") (x) + p(z) - y*(z) = (1) (2) + (v3)'(z) + p(z) - (Y7 (2) + y5())
= [(y1) (=) + p(x) - yi ()] + [(5) (x) + p(z) - y5(2)]
UV () + fola). 0

(1.3.7b)
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Kapitel 1 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

1.4 Lineare inhomogene Differentialgleichung
erster Ordnung mit konstantem Koeffizien-

ten

Bemerkung 1.4.1
Gegeben seien eine Funktion f : I — R, die auf einem Intervall I definiert und
stetig ist, und eine reelle Zahl p € R. Gesucht ist eine Funktiony : I — R, sodass
fiir alle x € 1 gilt:

y(x) +p-ylx) = f(x). (1.4.1)

Nach Folgerung 1.3.2 und Bemerkung 1.2.7 hat die allgemeine Losung der linearen
inhomogenen Differentialgleichung (1.4.1) die Form y(z) = y(z) + y*(z), wobei

Jla)=c o

mit beliebigem ¢ € R, die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homo-

genen Differentialgleichung
y'(x)+p-ylx) =0

und y*(z) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist. In
Bemerkung 1.3.4 haben wir y*(x) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten
gesucht. Wir betrachten nun die Form partikuldrer Losungen y*(x) von (1.4.1) fur
einige Sonderfille der rechten Seite f : R — R.

i) f(x) =er*- P,(z), wobeiy € R und P,(z) ein Polynom vom Gradn € Ny

ist.
a) ¥ # —p. Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
y (x) = €7 - Qn(x),

wobei (), (x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.
Beispiel 1.4.2:  y'(z) — by(x) = 2 + 3u,
Beispiel 1.4.3:  y'(x) + 2y(z) = e* - (z + 1).
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§ 1.4. Lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten

b) v = —p. Wir suchen eine partikulire Losung in der Form

y'(z) =z -e"" - Qu(w),

wobei (), (x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

Beispiel 1.4.4: y'(z) + 3y(x) = e - (z — 1).

i) f(x) = e’ - (Py(x) - cos(d - x) + Qu(x) - sin(d - x)), wobeiy € R und
d € R\{0}. Dabei sind P,(x), Q.,(z) Polynome vom Grad n,m € Ny oder

genau ein Polynom ist das Nullpolynom.

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
y*(x) =e"" - (Sy(z) - cos(d - x) + T(x) - sin(d - x)),

wobei S (x), Tn(x) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{n, m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

Beispiel 1.4.5:  y'(x) — 2y(z) = sin(3x) + = - cos(3x),

Beispiel 1.4.6:  y'(z) + 4y(x) = €” - cos(2x).

Beispiel 1.4.2
Y (x) —by(z) =2+ 3z, r€R. (1.4.2)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y'(z) — by(z) = 0. (1.4.2h)

Hier gilt p = —5 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

yz) =c-e™
mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung (1.4.2h) auf R.

2) Wir haben v = 0 # 5 = —p, sowie P(z) = z? + 3x und suchen nach
Bemerkung 1.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der

Form
y'(r)=A-2°+B-x+ D, mitA B,DcR.

—-15-—
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Wir haben
(y)(z)=24-2+B

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.2) ergibt:

(2A-2+B)—5-(A-2°+ B-z+ D) =2+ 3z
& —5A-2>+ (2A—5B) -2+ (B —5D) = 2° 4+ 3z.

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

( 1
A=—-
—5A=1 5
17
— - = B=__"
24 —-5B =3 5%
B—-5D=0
po 17
L 125
Dann ist
“(z) = 2 17z 17
S =T T o5 T 195

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.2). Nach Satz 1.3.1

und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = y(z) + y*(x) = c- ™ + (—x—2 - - —) mit

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.2) auf R.

Beispiel 1.4.3
y'(r) +2y(x) =e* - (x+1), z€R.
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y'(z) +2y(x) =0.

Hier gilt p = 2 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

y() =c-e”

ceR

(1.4.3)

(1.4.3h)

mit beliebigem ¢ € IR die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.4.3h) auf R.
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§ 1.4. Lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten

2) Wir haben 7 = 2 # —2 = —p, sowie P;(z) = z + 1 und suchen nach
Bemerkung 1.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der

Form
y*(z) =e* - (A -2+ B), mitA, BeR.

Wir haben
(y)(2)=2-* (A x+B)+e* - A=e*- (24 2+ (A+2B))
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.3) ergibt:

e (2A- 2+ (A+2B))+2-¢*- (A -2+ B)=e"-(z+1)

<:7Z 2A- 2+ (A+2B)+2A-2+2B =2 +1
e2T£0
= 4A- x4+ (A+4B) =z + 1.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

1

4A =1 AZZ
~

A+4B=1 .5

16

Dann ist

e (T8

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.3). Nach Satz 1.3.1
und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) =glx) +y*(z) = c e 4™ (% + %) mit c¢e R
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.3) auf IR.
Beispiel 1.4.4
y(x)+3ylx) = (x—1), z€R. (1.4.4)
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y'(z) +3y(x) = 0. (1.4.4h)
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Hier gilt p = 3 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

~ —3x

o) =coe

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung (1.4.4h) auf R.

2) Wir habeny = —3 = —p, sowie P(z) = x — 1 und suchen nach Bemerkung

1.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
y(x)=z-¢e¥ (A-x+B)=e.-(A-2°+B-2), mitA, BcR.
Wir haben
(y)(r)=-3-e2" - (A-2°+B-2)+e . (2A- 2+ B)
=e . (=34-2°+ (24— 3B) -2+ B)
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.4) ergibt:

e ¥ . (=3A-2* + (2A—3B) -1+ B)
+3 . (A-2*+B-2)=e"-(z—1)

<— 2- 2 +B=x—1.
e—3T£0

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

1
A=—
2

B=-1

v = (50

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.4). Nach Satz 1.3.1

Dann ist

und Folgerung 1.3.2 ist
2
~ * —3x -3z z :
y(x) =y(z)+y*(x) =c-e " +e (E—x) mit ceR
die allgemeine Losung dieser inhomogenen Gleichung (1.4.4) auf R.
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§ 1.4. Lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten

Beispiel 1.4.5

1)

2)

y'(x) — 2y(z) = x - cos(3z) +sin(3z), z€R. (1.4.5)

Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y'(x) —2y(z) =0. (1.4.5h)
Hier gilt p = —2 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

Ja)=c-e

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung (1.4.5h) auf R.

Wir haben v = 0, = 3, Pi(z) = x und Qo(z) = 1 und suchen nach
Bemerkung 1.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der

Form

y'(x)=(A-xz+ B)-cos(3z) + (D -x + E) - sin(3x) ,

mit A, B, D, E € R. Wir haben

(y*) () = A-cos(3z) + D -sin(3z) + (D - x + E) - 3cos(3z)
=BD-z+ (A+3E)) - cos(3z)
+ (=3A-z+ (D —3B)) -sin(3x)

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.5) ergibt:

(3D -z + (A+3E))-cos(3z) + (=34 -z + (D — 3B)) - sin(3z)
—2-((A-x+ B)-cos(3z) + (D -z + E) - sin(3z))
= sin(3x) + « - cos(3x)
& (3D —2A)-x-cos(3z) + (A—2B + 3E) - cos(3x)
+(—=3A—2D) -z -sin(3z) + (D — 3B — 2F) - sin(3x)
= sin(3z) + z - cos(3z) .
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:

( 2

A=_=
¢ 13
—2A+3D =1

h_3
—-3A—-2B=0 13

&

A—2B+3E=0 B 3
D—-3B—-2FE =1 169
\ 14

(7169

Dann ist

2 34 3 14
y*(x) = (—1—3 T — @) - cos(3z) + (1—3 T — @) - sin(3z)
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.5). Nach Satz 1.3.1
und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = y(z) + y*(2)
3 14

=c-e* + (—133 ST — %) - cos(3x) + (1—3 ST — @) - sin(3x)
mit ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.5) auf R.
Beispiel 1.4.6
y'(z) +4y(x) =" - cos(2x), z€R. (1.4.6)
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y'(x) +4y(z) = 0. (1.4.6h)

Hier gilt p = 4 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

mit beliebigem ¢ € IR die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung (1.4.6h) auf R.
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§ 1.4. Lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten

2) Wirhabeny = 1,0 = 2, Py(z) = 1 und Q(z) = 0 (Nullpolynom) und suchen
nach Bemerkung 1.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung

in der Form
y(x) =e"- (A-cos(2z) + B -sin(2z)), mit A, B € R.
Wir haben

(y*) (z) =€ - (A-cos(2z) + B - sin(2x))
+e” - (—2A-sin(2x) + 2B - cos(2z))
=€ ((A+2B) - cos(2z) + (—2A + B) - sin(2z))

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.6) ergibt:

e’ ((A+2B) - cos(2x) + (—2A + B) - sin(2x2))
+ 4e” - (A - cos(2z) + B - sin(2x)) = e - cos(2x)
Zig (A+2B) - cos(2x) + (—2A + B) - sin(2x)
+4-(A-cos(2z) + B -sin(2x)) = cos(2z)
< (BA+2B)cos(2x) + (—2A + 5B) - sin(2x) = cos(2x) .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

5
544928 =1 4=23
< 9

29

Dann ist

y'(z) = e” (25_9 - cos(2z) + % : sin(2x))

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.6). Nach Satz 1.3.1
und Folgerung 1.3.2 ist

y(z) =y(x) +y*(z) =c-e " e - (2—59 - cos(2x) + 2—29 : sin(2x)) mit

mit ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (1.4.6) auf R.
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Beispiel 1.4.7 (Anfangswertproblem)

1)

- 7 _QM _ B’ xr € R>0’
x x x3 (1.4.7)

Der maximale gemeinsame Definitionsbereich der Funktionen p, f : D — R
1 1 12

mit p(z) = ——, f(z) = -2 n(@) _ — lautet D = R”°. Der Anfangspunkt
x x

xo = 1 > 0 liegt also im Definitionsbereich D. Die inhomogene Gleichung

darf auf R>? untersucht werden.

Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y'(x) —=—==0. (1.4.7h)
Es gilt fiir alle x € R>? :

1
/p(x)dx:—/gdx:—ln(:z:)—i—m mit meR.

Wir nehmen (z.B.) m = 0, dann ist P(z) = —In(z) und y; = e 7@ = gz,

1
sowie e@ = — auf R>°. Nach Bemerkung 1.2.7 ist
x

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung (1.4.7h) auf (0; c0).

Wir suchen eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung

y'(z) — @ = —2lnf) (1.4.72)

mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach Bemerkung 1.3.4 er-

halten wir auf R>?:

d(z) =+ (_21H(:r)) _ 2Mn()

x x x?
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§ 1.4. Lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten

4)

5)

und somit

c(x) :/#I;(‘T)dx: 3132 21In(z /

21 2
:M—i———l—n, neR.
x x

Mit n = 0 bekommen wir folgende partikuldre Losung

21n(x) +2) -z =2In(z) + 2

(o) = elo) (o) = (22 42

der inhomogenen Differentialgleichung (1.4.7a) auf (0; 00).

Wir suchen eine partikulare Losung der inhomogenen Gleichung

y'(z) — ylo) _ 12 (1.4.7b)

mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach Bemerkung 1.3.4 er-

halten wir auf R>°:

1 12 12
/ —_ — . - —_ -
C(.T) - T ( 33'3) x47

/—dx—— n, nelk.

Mit n = 0 bekommen wir folgende partikuldre Losung

und somit

y3(x) = (o) (@) = -

der inhomogenen Differentialgleichung (1.4.7b) auf (0; co).
Nach dem Superpositionsprinzip 1.3.7 ist
y*(2) = yi (@) + y3(@)
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eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung

o) _ o) 12

auf R>° und
~ * - 4
y(z) =ylx) +y*(z) :c-x+21n(:1:)—|—2+ﬁ
die allgemeine Losung dieser inhomogenen Gleichung auf R>°.

6) Mit Hilfe des Anfangswertes y(1) = 5 bekommen wir:

_ 4 _
y1)=5 & Clt2m()+2+5=5 & T=-1

Dann ist 4
y(x) = —z+2In(z) + 2+ =

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (1.4.7) auf (0; o).

1.5 Auf- und Entladung eines Kondensators

R

Wir untersuchen einen Stromkreis, be-
stehend aus einem Ohm’schen Wider-

| | stand' R > 0 und einem Kondensator

| | mit der Kapazitat C' > 0.
C
1.5.1 Aufladung eines Kondensators

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt ¢, = 0 eingeschaltet und mit einer kon-
stanten Spannung U, betrieben. Der Kondensator fang an sich aufzuladen.

Nach dem zweiten KiRcHHOFF schen Gesetz? gilt

Up=Ug(t) + Uc(t), teR™.

!Georg Simon Ohm, 1789-1854
2Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887
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§ 1.5. Auf- und Entladung eines Kondensators

Wobei wir mit Ug(t) die Spannung am Widerstand und mit U (t) die Spannung
am Kondensator bezeichnen. Es gilt (C' > 0):
Q(t)

Ur(t) = R-1(t), Uc(t)=-7~ I(t)= Q1)

wobei [ := I(t) Stromstarke im Kreis und @) := Q(t) Ladung des Kondensators

sind. Dann

U +Uc) =Us & BOO+A2 —ty o Qa0

d.h., die Ladung am Kondensator gentiigt einer linearen inhomogenen Differen-
tialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R>’. Die ent-

sprechende homogene Differentialgleichung lautet

Q)

AR
R-C

Qt) +

Nach Bemerkung 1.2.7 ist

-~ t

Q) =7- oo

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-
chung auf R*°. Nach Bemerkung 1.4.1 suchen wir nun eine partikuldre Losung

der inhomogenen Gleichung in der Form
Q*(t)=A mit A€ R,dannist Q*(t) =0

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

A _U

RO~ R e 4700

0+

Dann ist Q*(t) = Uy - C eine partikuldre Lésung und
=~ t

Q)=Qt)+Q*(t)=c-e rc +Uy-C

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung auf R>°.

Mit der Anfangsbedingung ()(0) = 0 erhalten wir
c+Uy-C=0 & ¢=-Uy-C undsomit Q(t) =Uy-C- <1 —e*%) )
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Fiir die Kondensatorspannung bekommen wir

t ¢
Us(t) = % —U,- (1 . e—m)
und fur die Stromstarke
1) = Q(t) = 2 oo

Bezeichnen wir die Stromstarke am Anfang durch

_t_

U
Iy = 1(0) = EO’ danngilt I(t) = Iy-e #c,
wir sprechen von einem Ladestrom.

Uc 1
U() ___________________

Fiir die Widerstandspannung gilt:
Ur(t) = R-I(t)-e 7e.

Beachte: Es gilt stets Ug(t) + Uc(t) = Uy zu jeder Zeit t > 0.

1.5.2 Entladung eines Kondensators

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt ¢, = 0 abgeschaltet. Der Kondensator be-

ginnt sich zu entladen. Nach dem zweiten KIRcHHOFF schen Gesetz gilt:
Ur(t)+Uc(t) =0, teR°.
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§ 1.5. Auf- und Entladung eines Kondensators

Mit Ug(t) = R-I(t), Uc(t) = @, I(t) = Q(t) (wobei R,C' > 0) folgt

Q)
C

Q1)

=0 & Q(t)“f‘ﬁ:

Urt) +Uc(t) =0 < R-Q(t)+ 0,

d.h., die Ladung am Kondensator geniigt einer linearen homogenen Differential-
gleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R*°. Nach Bemer-

kung 1.2.7 ist

t

Q) =77

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-
chung auf R*°. Wenn Q(0) = @, die Anfangsbedingung ist, dann ist ¢ = Q)

und somit
Q) = Qo-e7 7T .

Fiir die Kondensatorspannung bekommen wir

t ¢
und fir die Stromstirke
()= Q1) = — 2 oo
. . _ Go . U .
Bezeichnen wir mit U, = el und mit [ == 5 dann gilt

t

Uc(t) =Up - e ®c  und I(t)=1Iy-e re,
(sog. Entladestrom).

Uc I

Uo
[U /
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U
Uo
Uc
t
Ur=R-1
Uy
Fiir die Widerstandspannung gilt
Un(t) = R-1(t) = _% R — U e R,

Beachte: Es gilt stets Ug(t) + Uc(t) = 0 zu jeder Zeit t > 0.

t

Der Wert 7 := R - C heif3t Zeitkonstante, dann ist e RC —e 7.

1.6 Ein- und Ausschalten eines Stromkreises mit

Spule und OHM’schem Widerstand

l vy L‘ v Wir untersuchen einen Stromkreis, be-
o stehend aus einem OuMm’schen Wider-
stand R > 0 und einer Spule mit der

f Induktivitat L > 0.

1.6.1 Einschalten des Stroms

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt ¢, = 0 eingeschaltet und mit einer kon-
stanten Spannung U, betrieben. Nach dem zweiten KIRcHHOFF’schen Gesetz
gilt:

Up = Ur(t) + Ur(t), te€ R,
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wobei wir mit Ug die Spannung am Widerstand und mit Uj, die Spannung an

der Spule bezeichnen. Es gilt:
Ur(t)=R-1(t), U(t)=L-1(t),

wobei I := I(t) die Stromstirke im Kreis ist. Dann

Ur()+Ur() =Us & RIMO+LI(H)=Us j(t)+%-l(t)=%,

d.h., die Stromstérke geniigt einer linearen inhomogenen Differentialgleichung
erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R>°. Die entsprechende ho-

mogene Differentialgleichung lautet

I(t)+%-[(t)=0.

Nach Bemerkung 1.2.7 ist
[(ty=¢ et

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-
chung auf R>.
Nach Bemerkung 1.4.1 suchen wir eine partikulare Losung der inhomogenen

Gleichung der Form
I"(t)= A, mitA€R,dannist I*(t)=0,

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt

R Uo UO
—A=— A=—.
"I L iz R
. Up . -
Dann ist [*(t) = 5 eine partikuldre und
~ - U
I#)=T(t)+I"(t)=C-e L+ EO

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung auf R>°. Mit der Anfangs-

bedingung 7(0) = 0 erhalten wir

’5+%:0 & 5:—% und somit I(t);%,(l_e_%t)'
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Fiir die Widerstandspannung bekommen wir
Ur(t) = R-1(t) = Uy - (1 - e—%t) .

Es gilt

und fiir die Spulenspannung folgt
_B
UL(t):LI(t):er L.,

Beachte: Es gilt stets Ug(t) + UL(t) = Uy zu jeder Zeit t > 0.

I Ur
Uo
U o - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ .
R
K ¢ ¢
U

1.6.2 Ausschalten des Stroms

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt ¢, = 0 ausgeschaltet. Nach dem zweiten

KircHHOFF schen Gesetz gilt:
Ur(t) +UL(t) =0, tecR*
mit Ur(t) = R - I(t) und Up(t) = L - I(t). Somit
Up(t)+UL(t) =0 < R-I®)+L-I(t)=0 <& I(t)+ o
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§ 1.6. Ein- und Ausschalten eines Stromkreises mit Spule und OHM’schem Widerstand

d.h., die Stromstérke geniigt einer linearen inhomogenen Differentialgleichung
erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R*. Nach Bemerkung 1.2.7

ist

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-

chung auf R*°. Mit der Anfangsbedingung 1(0) = I, folgt ¢ = I und somit

Fir die Widerstandspannung bekommen wir
Up(t)=R-I(t) =R-Iy-e L.

Bezeichnen wir mit Uy := R - [y dann gilt

Ferner ist

sodass fiir die Spulenspannung folgt
Ut)=L -I(t)=—-Uy-e 1z
Beachte: Es gilt stets Ug(t) + UL(t) = 0 zu jeder Zeitt > 0.

1 Uy

Iy

U,

—-31-—
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U

Uo

L
Der Wert 7 == I heifit Zeitkonstante, dann ist e T
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2 Lineare Differenzengleichungen

erster Ordnung

Vorbemerkung: Im Folgenden werden wir Differenzengleichungen auf der
Menge Ny untersuchen. Analoge Betrachtungen lassen sich auf Z="° =
{ng,no + 1,...} mit einem beliebigen ny € Z oder auf der ganzen Menge
Z, durchfithren.

2.1 Anfangswertproblem fiir lineare Differenzen
gleichungen erster Ordnung

Definition 2.1.1
Gegeben seien die Funktionen p, f : Ng — R, wobeip(n) # 0 fur allen € Ny ist.
Gesucht ist eine Funktion x : Ny — R, sodass fiir alle n € Ny gilt:

z(n+1)+pn)-z(n) = f(n). (2.1.1)

Gleichung (2.1.1) heif3t lineare Differenzengleichung erster Ordnung. Die Funktion
x : Ng — R heifSt Losung der Gleichung (2.1.1).

Satz und Definition 2.1.2

Gegeben seien die Funktionen p, f : Ng — R, wobeip(n) # 0 fiir allen € Ny ist,
sowieng € Ny. Dann existiert fiir beliebiges 11y € R auf N, genau eine Losung des
Anfangswertproblems

{x(n +1) +p(n)-2(n)=f(n), neNo, (2.12)

x(ng) = po -
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BEWEIs:

Existenz:
Ist der Wert z(ng) an einer Stelle ny € Ny gegeben, so ist auch der Wert
an der Stelle (ng + 1) bereits bestimmt:

z(no +1) = f(no) — p(no) - ©(no) -
Fur (ng—1) € Ny erhalten wir aus der Giiltigkeit der Differenzengleichung

f(no — 1) — x(ny) .

x(ng— 1) = -

Sukzessive kann also jeder Wert von z(.) auf Ny bestimmt werden und es

existiert eine Losung des Anfangswertproblems.

Eindeutigkeit:
Seien 1,75 : Ny — R zwei Losungen des Anfangswertproblems (2.1.2).
Dann gilt
z1(n+ 1)+ p(n) - 21(n) = f(n), ne€No,
z1(no) = Ho -
Aber auch

{xg(n +1) 4 p(n) - z2(n) = f(n), neNy,

T2 (no) = Ho -

Fiur Z(n) == z2(n) — x1(n) folgt:

{:%’(n +1)+p(n)-2(n)=0, neNp, (2.1.3)

Wir beweisen, dass (2.1.3) nur die triviale Losung z(n) = 0 furallen € Ny
zulasst:

Wir zeigen zuerst, dass fiir alle n € Ny mit n > ng bereits £(n) = 0 gelten

muss:

Mit der Anfangsbedingung haben wir schon Z(ng) = 0. Angenommen, es
existiert ein n € N mit n > ny + 1, sodass z(n) # 0 gilt. Dann ist die
Menge {n € N:n > (ng+ 1) und Z(n) # 0} nichtleer.
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§ 2.2. Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung

Seis :=min{n € N:n > (ng+1)und z(n) # 0}. Dann gilt 7(s—1) = 0.
Nach (2.1.3) folgt z(s) = —p(s — 1) - (s — 1) = 0, im Widerspruch zur

Auswahl von s. Also ist Z(n) = 0 fiir alle n € Ny mit n > n,.
Ist ng = 0, so folgt somit sofort z(n) = 0 fur alle n € Nj.

Jetzt zeigen wir, dass auch die Behauptung z(n) = 0 fir alle n € Ny mit
n < (ng — 1) folgt:

Andernfalls wire die Menge {n € Ny : n < (ng — 1) und Z(n) # 0}
nichtleer und es existierte ¢ := max{n € Ny : n < (np—1)undz(n) # 0}.
Dann gilt (¢t + 1) = 0. Wegen

T(t+1)+p(t)-z(t)=0 und p(t) #0 folgt z(t) =0,
T

im Widerspruch zur Auswahl von ¢. Also ist auch z2(n) = 0 firr allen € Ny

mitn < (ng — 1).

Wir haben gezeigt, dass das Anfangswertproblem (2.1.3) nur die triviale
Losung z(n) = 0 fur alle n € Ny besitzt, d.h., es gilt x1(n) = z5(n) fur

alle n € Ny. Damit ist die Lésung von (2.1.2) eindeutig bestimmt. 0

Bemerkung und Definition 2.1.3
Ist f(n) = 0 fiir allen € Ny, so heifst Gleichung (2.1.1) lineare homogene Diffe-

renzengleichung erster Ordnung, andernfalls heifSt diese lineare inhomogene Dif-

ferenzengleichung erster Ordnung.

2.2 Lineare homogene Differenzengleichung

erster Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung

z(n+1)+pn)-z(n)=0 (2.2.1)

(dabei ist die Funktion p : Ny — R mit p(n) # 0 fir alle n € N; gegeben).
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Satz 2.2.1
Seixy : Ng — R eine Losung von (2.2.1), dann ist z(n) := ¢ - x1(n) ebenfalls eine

Lésung von (2.2.1), wobei c € R eine beliebige Konstante ist.
BEWEIs:
Da z; eine Losung von (2.2.1) ist, gilt fiir alle n € Nj:
ri(n+1)+pn)- z1(n)=0 (2.2.2)

Dann folgt fiir z(n) := c¢- x;(n), wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist:

2(n+ 1)+ p(n) - 2(n) = c-z1(n+1) + p(n) - ¢ - 21 (n)
— ¢ (m1(n+1) +p(n) - 21(n))

(2.2.2

= )0 aquo.

Nach Definition 2.1.1 ist also z(n) := ¢ - 21(n) eine Losung von (2.2.1) auf Ny,

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. n

Bemerkung 2.2.2
Die Funktion z; : Ng — R mit

ist eine Losung von (2.2.1) auf Ny. Dabei gilt fiir n = 0 nach Definition des leeren
Produktes

In der Tat gilt fiir jedesn € Ny

er(n 4 1) 4 p(n) - 2a(n) = (—1) - [ pk) + p(n) - (—1)" - [ olk)
= (=1)" (—Hp(k)+p(n) ﬁp(k)>
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§ 2.2. Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung

Satz und Definition 2.2.3

Allgemeine Losung der linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung

Jede Losung x : Ng — R von (2.2.1) lasst sich in der Form x(n) = ¢ - z1(n)

darstellen, wobei
xr1(n) = (=1)"- Hp(k) (2.2.3)

und der Koeffizient ¢ € R eindeutig bestimmt ist. Lisst man in ¢ - x1(n) die Zahl
c die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhdilt man alle Losungen der Glei-
chung (2.2.1). Man sagt: Durch x(n) = c - x1(n) ist die allgemeine Losung der

linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung (2.2.2) gegeben.

BEWEIS:
Nach Bemerkung 2.2.2 und Satz 2.2.1 ist jede Funktion = : Ny — R der Form

x(n) == c-x1(n) mit .
zi(n) = (=" [ p(k)

immer eine Losung von (2.2.1) fiir jedes ¢ € R.

Sei z : Ny — R eine beliebige Losung von (2.2.1). Wir zeigen: Es existiert
ein ¢ € R, sodass auf Ny gilt:  Z(n) =¢- z1(n).

Da 7 eine Losung von (2.2.1) ist, gilt Z(n + 1) + p(n) - T(n) = 0 auf N,. Die
Funktion z : Ny — R mit

x1(n)

ist auf Ny definiert, denn p(n) # 0 fir alle n € Ny. Weiter gilt fur alle n € Ny :

T(n+1) _ —p(n) - z(n) _ z(n)
ri(n+1)  —pn)-z1(n) z1(n)

z(n+1) = = z(n)

#(n) = cauf Ny. Dann

Somit ist z konstant auf Ny. Also existiert ein ¢ € IR mit

z1(n)
ist jede Losung von (2.2.1) in der Form ¢ - 21(n) mit
n—1
wi(n) = (=1)"- [ (k)
k=0
und ¢ € R darstellbar. 0
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Beispiel 2.2.4
z(n+1)—(n+1)-2(n) =0, n e Ny. (2.2.4)

Es gilt fiir jedesn € N :

Dann ist . .
TTok) = [T(-1) - (k+1) = (~1)" - .
k=0 k=0
Nach Bemerkung 2.2.2 ist
n—1
zi(n) = (=1)" [[p(k) = (=1)" - (=1)" - nl =l
k=0

eine Losung und nach Satz 2.2.3 ist
xz(n) = c-n! mitbeliebigem ¢ € R

die allgemeine Losung der Gleichung (2.2.4) auf N.

Folgerung 2.2.5 (Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems)
Gegeben sei die Funktion p : Ng — R, wobeip(n) # 0 fiir allen € Ny ist, sowie
ng € No. Dann existiert fiir beliebiges 11y € R genau eine Losung des Anfangs-

wertproblems

{x(n +1) +p(n)-z(n)=0, nelN, (2.2.5)

x(no) = o -

BewElIs:
Nach Satz 2.2.3 ist die Funktion = : Ny — R mit

und beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der Gleichung
z(n+1)+pn) -z(n)=0 auf N,
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§ 2.2. Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung

Mit dem Anfangswert 1y € R konnen wir die Konstante eindeutig auswiahlen:

x(ng) =po < c-(=1)". 1:[ pk)=pm < c= ’u:o—l :
k=0 (=1)mo - kl;lo p(k)

Also ist die Funktion z : Ny — R mit

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (2.2.5). ]

Beachte: Es gilt

;

n—1
po - (—1)"7"o H p(k), falls n >mng+1,
k=ng
x(n) = Hos falls n = ny,
n—no 1
o - (—1) e falls 0<n<nyg—1.
[T p(k)
\ k=n

Beispiel 2.2.6 (Anfangswertproblem)

x(n+1)+(1+ )-x(n):o, n € Ny,

n+1 (2.2.6)
x(5) =12
1) Esgilt fir allen € Ny :
1 n+2
=1 —
p(n) +n—i—1 n+1
Dann ist . .
i Tk+2 23 n+l
k) = rre_ 202 — 1
gp() Eokﬂ 19 ot
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Nach Bemerkung 2.2.2 ist
zi(n) = (=1)" - (n+1)
eine Losung und nach Satz 2.2.3 ist
2(n) = - (1) (n+1)

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der Gleichung

x(n—|—1)+(1+ )-x(n):O auf No.

n+1
2) Weiter gilt
z(5)=12 & c¢-(-1)°6=12 & c=-2
Also ist die Funktion z : Ny — R mit
z(n)=(-2)-(-1)" - (n+1)=2-(=1)"""- (n+1)
die Losung des Anfangswertproblems (2.2.6).
Bemerkung 2.2.7

Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten

Seip € R\{0}. Gesucht ist eine Funktion x : Ny — R, sodass fiir allen € Ny

gilt:
z(n+1)+p-z(n)=0. (2.2.7)

Fiir allen € Ny ist hier p(n) = p und

n—1 n—1
[Iptk)=]]p=»"
k=0 k=0

Nach Bemerkung 2.2.2 ist die Funktion x1 : Ng — R mit

eine Losung und nach Satz 2.2.3 ist

n

z(n) = c-x1(n) = ¢ (=p)

mit beliebigem c € R die allgemeine Losung der Gleichung (2.2.7) auf N,.
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§ 2.3. Lineare inhomogene Differenzengleichung erster Ordnung

Beispiel 2.2.8
Seien b, ¢ € R. Die unendliche Folge (b,,),cn, die rekursiv durch b, :==b,_1 - ¢
fir n > 1 mit dem Anfangsglied b, := b definiert ist, heifit geometrische Folge.

Wir konnen diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:

x(n+1)—q-xz(n)=0, neNy,
z(0)=b.

ILFallg #0

1) Nach Bemerkung 2.2.7 ist x(n) = ¢- (—(—¢))" = c¢- ¢" mit beliebigem ¢ € R
die allgemeine Losung der Gleichung z(n + 1) — ¢ - 2(n) = 0 auf Ny.

2) Weiter gilt
z(0)=b & c-¢"=b & c=b.
Also ist die Funktion z : Ny — R mit x(n) == b-¢" die eindeutige Losung

dieses Anfangswertproblems.

ILFallg =0
Dann gilt
z(n+1)=0, neNy,
{ xz(0)=b.
Fiir alle ¢ € R gilt hierbei ¢° := 1. Also ist die Funktion z : Ny — R mit
x(n) = b - ¢" auch in diesem Fall die eindeutige Losung des Anfangswertpro-

blems.

Bemerkung: Fir die geometrische Folge (b,,)nen, gilt: b, = b-¢".

2.3 Lineare inhomogene Differenzengleichung
erster Ordnung

Satz 2.3.1
Gegeben seien die Funktionen p, f : Ny — R, wobei p(n) # 0 fiir allen € Nj.
Dann ldsst sich die Losungsmenge L. der inhomogenen Differenzengleichung erster
Ordnung

2(n+1) +p(n) - 2(n) = f(n) (23.1)
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auf Ny schreiben als: I = z*(n) + Ly, wobeilLy die Losungsmenge der entspre-

chenden homogenen Differenzengleichung
z(n+1) +p(n)-z(n) =0

und x*(n) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzengleichung ist.

BEWEIS:

Wir haben bereits in Satz 2.2.3 gesehen, dass Ly nichtleer ist. Wir werden in

Bemerkung 2.3.4 zeigen, dass auch . # &, mit anderen Worten existiert eine

partikuldre Losung z*(n) von (2.3.1) und es gilt auf Ny
z*(n+1)+pn)-z"(n) = f(n).
1. Sei zy(n) € L eine beliebige Losung von (2.3.1). Dann gilt
zr(n+1) +pn) -zr(n) = f(n)
auf Ny und somit

rr(n+1) =" (n+1) +p(n) - (zr(n) — 2" (n)) = 0.

D.h., Z(n) = x1(n) — x*(n) ist eine Losung der homogenen Differenzenglei-

chung

z(n+1)+pn)- -z(n)=0 (2.3.2)

auf Ny. Also gilt fir jedes x,(n) € L : z1(n) = 2*(n) + z(n) € 2*(n) + Ly

und L C z*(n) + L.

2. Sei Z(n) € Ly eine beliebige Losung der homogenen Differenzengleichung.

Dann gilt auf Nj:
z(n+1)+pn)-z(n)=0

Da z*(n) eine partikuliare Losung der inhomogenen Differenzengleichung

(2.3.1) ist, folgt:

z(n+1)+z"(n+1)+pn) - (x(n)+z"(n)) = f(n).

D.h., z(n) = z(n) + 2*(n) ist eine Losung der inhomogenen Differenzenglei-

chung (2.3.1) auf Ny. Also gilt fur jedes 7(n) € Ly : 2*(n) + z(n) € L und

z*(n) + Lo C L.

Insgesamt haben wir L = z*(n) + Ly gezeigt.
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§ 2.3. Lineare inhomogene Differenzengleichung erster Ordnung

Folgerung 2.3.2

Wie wir schon wissen, ist

immer eine Losung der homogenen Differenzengleichung (2.3.2) aufNy. Ldsst man
inc-x1(n) die Zahl ¢ die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhalt man alle

Losungen der Gleichung (2.3.2).
Also gilt fiir die Losungsmenge L:

Lo ={c-z1(n) : c € R},

dabei heifSt ¢ - x1(n) allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung. Ist
jetzt x*(n) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzengleichung (2.3.1),

dann gilt nach Satz 2.3.1 fiir die Lésungsmenge L :
L={c-z1(n)+2*(n):ce R}
Man sagt: Durch
z(n) = c-z1(n) + 2" (n)

ist die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differenzengleichung erster

Ordnung (2.3.1) gegeben.
Oder auch: Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differenzenglei-

chung erster Ordnung hat die Form
z(n) = z(n) + 2" (n),
wobei T(n) die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-

renzengleichung erster Ordnung und x*(n) eine partikuldre Losung der inhomoge-

nen Differenzengleichung ist.
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Beispiel 2.3.3

Seien a, d € R. Die unendliche Folge (a,)nen,, die rekursiv durch
Ay = QAp_1 +d

fiir n > 1 mit dem Anfangsglied ay := a definiert ist, heif3t arithmetische Folge.

Wir konnen diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:

{x(n—l—l)—x(n):d, n € Ny, (233)
a

z(0)=a.
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
z(n+1)—x(n)=0.
Hier gilt p = —1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist
z(n) =c-(=(=1))" =¢
mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Lésung der Gleichung
z(n+1)—z(n) =0 auf N,.

2) Wie ist nun z*(n) zu wéhlen, falls d # 0?

Dazu betrachten wir den Ansatz z*(n) = A -n mit A € R. Dann gilt fir
jedesn € Ny :
r*(n+1)=A-(n+1)

und
r*(n+1)—a2*(n)=d & A-(n+1)—A-n=d < A=d.

Dann ist *(n) = d - n eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung.
Nach Satz 2.3.1 und Folgerung 2.3.2 ist

z(n) =z(n)+2"(n) =c+d-n
mit ¢ € R die allgemeine Losung dieser inhomogenen Gleichung auf Nj,.
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3) Weiter gilt
z(0)=a < c=a.

Also ist die Funktion z : Ny — R mit
z(n)=a+d-n
die Losung dieses Anfangswertproblems.

Bemerkung: Fir die arithmetische Folge (a,)nen, gilt:  a, =a+d-n.

Bemerkung 2.3.4 (Variation der Konstanten)
Gegeben seien die Funktionen p, f : Ng — R, wobeip(n) # 0 fir allen € Ny ist.
Nach Bemerkung 2.2.2 ist x1 : Ng — R mit

n—1
z1(n) = (=1)"- ] o(k)
k=0
eine Losung der homogenen Differenzengleichung
2(n+1) + p(n) - 2(n) = 0
auf Ny. Eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzengleichung
z(n+1) +p(n) - x(n) = f(n)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
z*(n) = c(n) - x1(n), (2.3.4)
wobeic : Ny — R eine unbekannte Funktion ist. Dann gilt:
r*(n+1)=cn+1) -z1(n+1).
In die Differenzengleichung (2.3.1) eingesetzt ergibt das auf Ny:
c(n+1)-z1(n+1) +p(n) - c(n) - 21(n) = f(n)
& cn+1)-z1(n+1)—c(n)-z1(n+1)+e(n) - z1(n+1)

+p(n) - c(n) - 21(n) = f(n)
< (en+1)—cn)) -z1(n+1)+c(n)- (z1(n+ 1)+ pn) - xl(n)z = f(n)

.

'

< (c(n+1) =c(n)) - z1(n+1) = f(n),
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wobei wir ausgenutzt haben, dass die Funktion x; Losung der homogenen Differen-

zengleichung ist. Da

k=0
auf Ny ist, erhalten wir
f(n)
+1) — = ———.
cln-+1) = cln) =
Daraus folgt
~ _ f(k)
c(n+1)—c(0)=
- = 30
~  [(k)
< c(n+1 +¢(0
sowie
n—1
f (k)
c(n) = +c(0),
=3 gy O
wobei c(0) € R beliebig gewdhlt werden kann.
Beispiel 2.3.5
n+1)° 2
r(n+1)— (n+2) -x(n):n—H, n € Np. (2.3.5)
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
n+1\?
1) — : =0. 2.3.5h
z(n+1) <n—|—2) z(n) =0 (2.3.5h)
. . n+1\2 )
Fir allen € Ny gilt:  p(n) = (—1) - ) Nach Bemerkung 2.2.2 ist
n
n—1 2
n k+1
z1(n) = (=1)"- H(—l) ' (k—+2)
k=0
1\ 2\’ n o\
(=D (=1)"- (=) - (2) .-
() -(6) - ()
B 1
(1)
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eine Losung und nach Satz 2.2.3 ist

. (n+1)?

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.3.5h) auf Ny,

2) Wir suchen nun z*(n) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 2.3.4 erhalten wir auf Ny

:”Zx f(k) ”22 (k+2)? . ”‘<k+2)

=0 (k+1) k=0 k+2 k=0
n—1 n—1 n—l) n
—9. Zk+4 d 1= +4-n
=0 k=0
=n?+3n.

Also ist
c(n) =n*+3n+¢(0).

Wir nehmen (z.B.) ¢(0) = 2 und bekommen folgende partikulire Losung

n+3n+2 (n+1) (n+2)
(n+1)2 — (n+1)2

2*(n) = c(n) - x1(n) =

n—+ 2
n—+1

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzengleichung (2.3.5) auf Ny

ist somit

1 2
z(n) =z(n) +z"(n) =¢- (1) + Zil mit ¢ € R.

Bemerkung 2.3.6 (Konstruktion der Losung des Anfangswertproblems)

{:z:(n +1) +p(n)-z(n)=f(n), neNy, (2.3.6)

x(ng) = po -
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BEWEIS:
Nach Satz 2.1.2 existiert genau eine Losung des Anfangswertproblems (2.3.6).

Diese kann wie folgt konstruiert werden: Nach Satz 2.2.3 ist

Z(n) =<¢-x1(n) mitbeliebigem ¢e€R

die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung auf Ny, wobei

n—1

x1(n) = (=1)"- Hp(k) #0 furalle n e Ny.

k=0
Nach Bemerkung 2.3.4 betrachten wir die Funktion ¢ : Ny — R mit
-1

S aw
O TG D & na D

o 1 ( k=0

3

wobei wir hierbei

=0 ZEl(k’ —f- ].)7
gewdhlt haben. Es ist also
( n—1
f (k)

— fall > 1,
kle(kjtl)’ alls n>=mny+
=ng

c(n) = 0, falls n = no,
nog—1
—Z f (k) , falls 0<n<ny—1
L P .lel(k + 1)

Die Funktion z* : Ny — R mit
2*(n) = ¢(n) - 21(n)
ist eine partikuldre Losung und
z(n) =x(n) + 2*(n) = (¢+ ¢(n)) - z1(n)
die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzengleichung
z(n+1)+pn)-z(n) = f(n) auf Ny.
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Mit dem Anfangswert 1o € R kdnnen wir nun die Konstante ¢ bereits ein-

deutig bestimmen:

~ ~ Ho
r(ng) = = c+c(ng)) - x1(ng) = < c= .
(o) = 1o ( \(/c_)l) 1(no) = o 21 (mo )0 21(n0)
=0

Also ist die Funktion z : Ny — R mit
Ho

r(n) = +c(n) | -x1(n

)= (0 b)) (o)

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (2.3.6). O

Satz 2.3.7 (Superpositionsprinzip)
Gegeben seien die Funktionen p, f1, fo : Ng — R, wobei p(n) # 0 fir allen € Ny

ist. Seien weiter x’;(n) eine partikuldre Losung von
z(n+1)+pn)-z(n) = fi(n) (2.3.7a)
und z5(n) eine partikulire Losung von
z(n+1)+pn)-z(n) = fa(n). (2.3.7b)
Dann ist
2" (n) = 21(n) + 3(n)

eine partikuldre Losung von

z(n+1)+pn)-z(n) = fi(n) + fo(n). (2.3.8)
BEWEIS:
Einsetzen von z*(n) in (2.3.8) liefert die Behauptung, weil 2}(n) und x3(n) par-
tikuldre Losungen der entsprechenden Gleichungen sind.

In der Tat gilt fiir jedes n € Nj:

w*(n+1) +p(n) - 2*(n) = (z}(n +1) + 25(n + 1))
+p(n) - (5 (n) + 23(n))
= (z5(n+1) +p(n) - z}(n))
+ (@5(n + 1) + p(n) - 23(n))
2 £ (n) + faln). 0

(2.3.7b)
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2.4 Lineare inhomogene Differenzengleichung
erster Ordnung mit konstantem Koeffizien-

ten

Bemerkung 2.4.1
Gegeben seien eine Funktion f : Ny — R und eine reelle Zahlp € R\{0}. Gesucht
ist eine Funktion x : Ny — R, sodass fiir allen € Ny gilt:

zn+1)+p-x(n) = f(n). (2.4.1)

Nach Folgerung 2.3.2 und Bemerkung 2.2.7 hat die allgemeine Losung der linearen
inhomogenen Differenzengleichung (2.4.1) die Form

z(n) = z(n) + 2" (n),
wobei
z(n)=c-(—p)" mit ceR

die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homogenen Differenzenglei-
chung
zn+1)+p-z(n)=0

und x*(n) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzengleichung ist. In
Bemerkung 2.3.4 haben wir x*(n) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten
gesucht. Wir betrachten nun die Form partikuldrer Losungen x*(n) von (2.4.1) fur
einige Sonderfille der rechten Seite f : Ny — R.

i) f(n) =" Py(n), wobeiy € R\{0} und P,,(n) ein Polynom vom Grad
m € Ny ist.

a) v # —p. Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
2 (n) =" Qm(n),

wobei (),,(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist.
Beispiel 2.4.2:  x(n + 1) + 3z(n) = n? — 4n,
Beispiel 2.4.3: z(n+1) — 2z(n) =4" - (n + 1).
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b) v = —p. Wir suchen eine partikulire Losung in der Form
z'(n) =n-7"- Qm(n),
wobei ),,,(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist.

Beispiel 2.4.4: x(n+1) — 5z(n) =5"- (n — 1).

ii) f(n) = 7" (Pn(n) - cos(ny) + Qi(n) - sin(ny)), wobeiy € R\{0}
und ¢ € R\{rk} mit k € Z. Dabei sind P,,(n), Q;(n) Polynome vom Grad

m, l € Ny oder genau ein Polynom ist das Nullpolynom.

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
z*(n) =" - (Sn(n) - cos(np) + T (n) - sin(ny)),

wobei Sx(n), Ty(n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{l, m}

mit unbekannten Koeffizienten sind.
Beispiel 2.4.5:  x(n + 1) + 2x(n) = cos <g : n),
Beispiel 2.4.6: x(n+ 1) — 4x(n) = 2" - sin (g : ) :
Beispiel 2.4.2
z(n+1)+3x(n) =n®>—4n, ne€Ny. (2.4.2)
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
z(n+1)+3z(n) =0. (2.4.2h)
Hier gilt p = 3 und nach Bemerkung 2.2.7 ist
z(n)=c-(-3)"

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.2h) auf Ny,

2) Wir haben v = 1 # —3 = —p, sowie P»(n) = n*? — 4n und suchen nach
Bemerkung 2.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der

Form

2*(n)=A-n*>+B-n+D mitA B,DEe€R.
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Wir haben

*n+1)=A-(n+1)>+B-(n+1)+ D
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.2) ergibt:
A-M*+2n+1)+B-(n+1)+D+3-(A-n*+B-n+D)=n*>—4n
& 4A-n*+(2A4b+3B) - n+(A+B+D+3D)=n>—4n
& 4A-n*+ (2A+4B) -n+ (A+ B+4D) = n* — 4n.

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

( 1
A==
4A =1 4
9
2A+ 4B = —4 = B:—g
A+B+4D =0 7
D=—
\ 32
Dann ist
“(n) n* 9 +7
r'n)=——-—=--n+—
4 8 32

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (2.4.2). Nach Satz 2.3.1
und Folgerung 2.3.2 ist

z(n) =3(n) +27(n) =c- (=3)" + (%2 B 2 n+3_72)

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
(2.4.2) auf Ny

Beispiel 2.4.3
z(n+1)—2z(n)=4"-(n+1), neN,. (2.4.3)
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
z(n+1)—2z(n) =0. (2.4.3h)
Hier gilt p = —2 und nach Bemerkung 2.2.7 ist
z(n)=c-2"

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.3h) auf Nj.
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2) Wir haben 7 = 4 # 2 = —p, sowie P;(n) = n + 1 und suchen nach Be-
merkung 2.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der
Form

z*(n)=4"-(A-n+B) mitA BeR.
Wir haben
*(n+1)=4"".(A-(n+1)+ B)

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.3) ergibt:

4" (A (n4+1)+B)—2-4"-(A-n+B)=4"-(n+1)

EE 4. (A-(n+1)+B)—2-(A-n+B)=n+1
< 2A'n+(4A+QB):n+1'

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

24 =1
4A+2B =1 1

Dann ist

2 (n) = 4. (g _ %)

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (2.4.3). Nach Satz 2.3.1
und Folgerung 2.3.2 ist

2(n) = F(n) + a7 (n) = - 2" + 47 <g _%)

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
(2.4.3) auf Ny.
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Beispiel 2.4.4
z(n+1)=>5z(n)=5"-(n—1), néeN,. (2.4.4)
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
z(n+1) —b5z(n) =0. (2.4.4h)
Hier gilt p = —5 und nach Bemerkung 2.2.7 ist
z(n)=c-5"

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.4h) auf Nj.

2) Wir haben vy = 5 = —p, sowie P;(n) = n — 1 und suchen nach Bemerkung

2.4.1 eine partikulare Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
z*n)=n-5"-(A-n+B)=5"-(A-n*>+B-n) mitA, B € R.
Wir haben
r*(n+1)=5"". (A-(n+1)*+B-(n+1))
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.4) ergibt:

5" (A -(n*+2n+ 1)+ B-(n+1))
—5-5" - (A-n*+B-n)=5"(n—1)

ot 5-(A-(n*+2n+1)+B-(n+1))

~5-(A-n*+B-n)=n-1
= 5-2A+B—-B) - n+5-(A+B)=n-1
= 10A-n+5-(A+B)=n-1.

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

10A=1 10
5A+5B=—1 _ 3
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Dann ist

x W (73 A
z*(n) =5 (E_I_On)_ 5 - (n*—=3-n)

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (2.4.4). Nach Satz 2.3.1
und Folgerung 2.3.2 ist

5n71

z(n) =z(n) +2"(n) =c-5" + 5

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

(2.4.4) auf Nj.

-(n2—3-n)

Beispiel 2.4.5
z(n+ 1)+ 2z(n) = cos <g : n) , neNy. (2.4.5)
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

z(n+1)+2z(n) =0. (2.4.5h)

Hier gilt p = 2 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.5h) auf Ny,

2) Wir habeny = 1,9 = g, Py(n) = 1 und Q(n) = 0 (Nullpolynom) und su-
chen nach Bemerkung 2.4.1 eine partikulare Losung der inhomogenen Glei-

chung in der Form
*(n) :A~cos<g n) +B~sin<g n) mit A, B € R.
Wir haben
z*(n+1) :A-cos<g-(n+1)) —i—B-sin(g-(n—i—l))
= A+ (cos (g ) - cos (g) — sin (g n) -sin (g))
8- (o (50 om (3) e 5-r) 1 ()
(o)) + 5 G
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und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.5) ergibt:

A- <—sin<g~n)) + B - cos <gn)
+2- <A-cos <g n) + B -sin <gn)) = cos <gn)
< (2A+ B) - cos <g n) —i—(—A—i—QB)-sin(g-n) = cos <—n> :
Ein Koeflizientenvergleich liefert:

2A+B=1 A=

—A+2B=0

(S =G A N}

Dann ist

z*(n) :é <2-cos <gn> + sin <g n))

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (2.4.5). Nach Satz 2.3.1
und Folgerung 2.3.2 ist

z(n) =2x(n)+2*(n) =c- (=2)" + % : (2-cos (g n) + sin (g n))

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
(2.4.5) auf Ny.

Beispiel 2.4.6
x(n+1)—4x(n) = 2" - sin (g : n) , neNy. (2.4.6)
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
z(n+1) —4xz(n) =0. (2.4.6h)
Hier gilt p = —4 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

z(n)=c-4"

mit beliebigem ¢ € IR die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.6h) auf Nj.
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2) Wir habeny = 2, ¢ = g, P(n) = 0 (Nullpolynom) und Qo(n) = 1 und su-
chen nach Bemerkung 2.4.1 eine partikuldre Losung der inhomogenen Glei-

chung in der Form
T . (T
x*(n):2"~<A~cos<§~n>+B-sm<§-n>> mit A, B € R.
Wir haben

x*(n+1):2”+1-<A-cos<g-(n+1))+B-sin<g-(n+1)))

=27 (A (=sin(§-n)) +B-cos (5 n))

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.6) ergibt:

o oG )+ -5 )
—4~2"~<A~cos<g~n)+3-sin<g-n)) :2"~sin<g~n)

= (23—4A)~cos<g~n)+(—2A—4B)~sin<g-n) :sin<g- ) .

2740

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

1
_4A+ 2B =0 A=-15
< 9

10

Dann ist

z*(n) = —i—g : <cos (g n) +2-sin <g n))

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (2.4.6). Nach Satz 2.3.1
und Folgerung 2.3.2 ist

x(n)zf(n)—i-x*(n):c%"—i—o-(cos<g~n)+2~sin<g-n))

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
(2.4.6) auf Ny.

—-57-—



Kapitel 2 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

Beispiel 2.4.7 (Anfangswertproblem)

1 1\" 1
x(n+1)—§'x(”):(§) T ey " @y

z(0)=2.
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
1
r(n+1) — 3 ~z(n) =0. (2.4.7h)

1
Hier gilt p = —5 und nach Bemerkung 2.2.7 haben wir

a2
- (1)

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.7h) auf Nj.

Ferner ist

2) Wir suchen eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung
z(n+1)—=-z(n) = (—) (2.4.7a)

nach Bemerkung 2.4.1 in der Form
1 n
ri(n)=n- (5) A mitAeR.
Wir haben
1 n+1
x*{(n—l—l):(n—i-l)-(i) CA

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.7a) ergibt:

o (" (3 4= )

1 1
= m+1)-—-A—=--n-A=1
(3)%0 202
< ! A=1
5 —
“— =2.
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3)

Dann ist

zin) =1 (%)nz —n. (%)nl

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (2.4.7a) auf Ny,

Wir suchen eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung

1
2-(20 4+ 1) (271 4+ 1)

z(n+1)— % cx(n) = (2.4.7b)

nach dem Verfahren der Variation der Konstanten in der Form
z5(n) = c(n) - x1(n),

wobei ¢ : Ny — R eine noch unbekannte Funktion ist.

Nach Bemerkung 2.3.4 gilt fiir jedes n € Ny :

1 Cok+1

c(n) —c(0) = ) 5 (2F+1)- (2F1 + 1)

T
=
3

|
—

2k
21 1) (2-25+1)

2k
(2 +1)- (2 +1)

i}
o
il
o

3

-1 1 n—1 1

[e=]

Also ist

Wir wihlen (z.B.) ¢(0) = 0. Dann haben wir fur jedes n € N die Gestalt:

1 T
2 24l (2n 1)

Folgt:

“(n) 2" " 1
x5(n) = =) =
? 2n+1 \2 2n + 1
ist eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (2.4.7b) auf N.
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4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 2.3.7) ist
" (n) = 1 (n) + x5(n)

eine partikuldre und

o) =30+ () =7 (3 )+ (;) y L

2 +1
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

1 1" L
x(n+1)—§'$(n): (5) +2.(2n+1)-(2”+1+1)

aquo.

5) Mit Hilfe des Anfangswertes 2(0) = 2 bekommen wir
~ 1 3
z(0)=2 < c-1+0+§:2 & =35
Dann ist

z(n) = F(n) + 2*(n) :g. (%)"+n (%)"1+ 2n1+1

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2.4.7).

Beispiel 2.4.8

Im Beispiel 2.2.8 haben wir die geometrische Folge (b,,),en,, die rekursiv durch

by, = by—1 - q fir n > 1 mit dem Anfangsglied by := b definiert ist, untersucht

und gezeigt, dass b, = b - ¢" fir alle n € N gilt (fiir alle ¢ € R ist hierbei

¢° := 1). Die summierten Glieder dieser Folge bilden eine neue Folge (0,,)en,»

die rekursiv durch o,, == 0,1 + b, fir n > 1 mit dem Anfangsglied oy = by

definiert ist. Wir konnen diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:

b'anrl, nENO,
b.

{x(n +1) —x(n)
2(0)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
z(n+1)—x(n)=0.
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2)

Hier gilt p = —1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist
z(n) =c

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.8h) auf Nj,.

Wir suchen eine partikulare Losung der inhomogenen Gleichung
r(n+1) —z(n) =b-¢"*.

LFal:g#1, ¢q#0, b#0

Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir z*(n) in der Form

r*(n)=A-b-¢"™" mitAcR.
Wir haben
v (n+1)=A-b-q"".
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

A'b'qn+2—A'b'qn+1:b'qn+1

1
S A-(g-1)=1 = -
b£0,q#0 q#1 g—1
Dann ist .
v = 45
eine partikuldre und
_ b-qgntt
z(n) =z(n) +2"(n) =c+ 1

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung.

Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = b bekommen wir

b-q b
0)=b < —=b & =
x(0) c—l—q_l c p—
Dann ist ) ) — a g
.qn qn _
- _ —b-
x(n) q—1+ p— p—

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall.
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ILFal g=1, b#0

Die inhomogene Gleichung lautet

x(n+1)—x(n)=>5.
Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir z*(n) in der Form
z*(n)=A-n mitAeR.
Wir haben
r*(n+1)=A4-(n+1).
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:
A-n+1)—A-n=>b < A=b.
Dannist z*(n) = b-n eine partikuldre und
z(n) =z(n)+2"(n) =c+b-n

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. Mit Hilfe des Anfangswer-

tes x(0) = b bekommen wir
z(0) =10 & c=b.
Dann ist
z(n)=b+b-n=>b-(n+1)
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall.
II. Fall: g = 0 oder b = 0
Wir bekommen das Anfangswertproblem

z(n+1)—z(n)=0, ne€ Ny,
z(0)=0.

Nach 1) istz(n) = c¢mit ¢ € R die allgemeine Losung der Differenzengleichung.

Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = b bekommen wir
z(0) =10 & c=b.

Dann ist
x(n) =05

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall.
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Bemerkung: Insgesamt gilt fiir die summierten Glieder einer geometrischen Fol-
ge (n € Ny):
qn+1 -1
b-il, falls ¢ #1,

Op = q—
b-(n+1), falls ¢g=1.

Beispiel 2.4.9

Im Beispiel 2.3.3 haben wir die arithmetische Folge (a,,)en,, die rekursiv durch
Ay, ‘= Gp—1 +d firn > 1 mit dem Anfangsglied ay := a definiert ist, untersucht
und gezeigt, dass a,, = a + d - n fur alle n € Nj gilt. Die summierten Glieder
dieser Folge bilden eine neue Folge (s,)nen,, die rekursiv durch s,, :== s,,_1 +a,
fir n > 1 mit dem Anfangsglied sg = a( definiert ist. Wir konnen diese als

folgendes Anfangswertproblem auffassen:

z(n+1)—z(n)=a+d-(n+1), neNy, (2.49)
z(0)=a.
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet
x(n+1)—z(n)=0. (2.4.9h)

Hier gilt p = —1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist
z(n) =c

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen
Differenzengleichung (2.4.9h) auf Ny,

2) Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir eine partikuldre Losung der inhomogenen
Gleichung
z(n+1)—z(n)=a+d-(n+1)

in der Form
*(n)=n-(A-n+B)=A-n*+B-n mitA BcR.
Wir haben

*n+1)=A-(n+1)*+B-(n+1)
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und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

(A-(n+1°+B-(n+1)—(A-n*+B-n)=a+d-(n+1)
& 2A-n+(A+B)=a+d-(n+1).

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

d
24 =d Azi
&
A+B=a+d Beat?

Dann ist
‘=32 s (a4l
r“(n)=—=-n at+—=1]-n
2 2

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung. Nach Satz 2.3.1 und

Folgerung 2.3.2 ist

x(n)::%’(n)+x*(n):c+g-n2+ (a+g) n

mit beliebigem ¢ € R die allgemeine Lésung dieser inhomogenen Gleichung

aquo.

3) Mit Hilfe des Anfangswertes 2(0) = a bekommen wir

Dann ist
d d d-n- 1
x(n):a+§-n2+ (a+§) -n:a-(n—f-l)—i—M
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2.4.9).

Bemerkung: Fiir die summierten Glieder einer arithmetischen Folge gilt:

d-n-(n+1
Ldn(ntl)

sp=a-(n+1) ) n € Np.
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3 Lineare Differentialgleichungen

zweiter Ordnung

Generalvoraussetzung: Im Folgenden bezeichnet / C R ein beliebiges Inter-
vall, d.h., [ ist eine nichtleere zusammenhéngende Teilmenge von R, die
ein nichtleeres Inneres hat. Gehort ein Randpunkt zum Intervall, so be-
trachten wir fiir die Differenzierbarkeit in diesem Randpunkt einen ein-

seitigen Grenzwert.

3.1 Anfangswertproblem fiir lineare Differenti-

algleichungen zweiter Ordnung

Definition 3.1.1
Gegeben seien die Funktionen p,q, f : I — R, die auf einem Intervall I definiert
und stetig sind. Gesucht ist eine zwei mal differenzierbare Funktiony : I — R,

sodass fiir alle x € I gilt:

y'(@) +p(x) - (1) + a(@) - y(a) = f(2), (3.11)

Gleichung (3.1.1) heif3t lineare (gewdhnliche) Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Die Funktiony : I — R heif$t Losung der Gleichung (3.1.1) auf dem Intervall I.

Satz und Definition 3.1.2
Seien die Funktionen p,q, f : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig,
sowie xo € 1. Dann existiert fiir beliebige vy, y, € R auf I genau eine Losung des
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Anfangswertproblems

Fiir einen Beweis verweisen wir auf Heuser [1, Satz 21.4].

Bemerkung und Definition 3.1.3
Ist f(z) = O fir alle v € I, so heifit Gleichung (3.1.1) lineare homogene Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung, andernfalls heifst diese lineare inhomogene

Differentialgleichung zweiter Ordnung.

3.2 Lineare homogene Differentialgleichung

zweiter Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung

y"(x) + p(x) -y (z) + q(z) - y(z) =0 (3.2.1)
(dabei sind die Funktionen p, q : I — R auf I definiert und stetig).

Satz 3.2.1
Seien y1,ys : I — R zwei Losungen von (3.2.1), dann ist y(x) = ¢; - y1(z) +
o - y2(x) ebenfalls eine Losung von (3.2.1) auf I, wobei ¢1, co € R zwei beliebige

Konstanten sind.

BEWEIS:

Da y; und - zwei Losungen von (3.2.1) sind, gilt fiir alle z € I:

yi (z) +p(x) - yi () + q(x) - 1 (2) = 0 (3.2.2a)
und
yo(x) + p(x) - yh(x) + q(x) - ya2(x) = 0. (3.2.2b)
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Dann folgt fiir y(x) := ¢;-y1(x)+co-y2(x), mit beliebigen Konstanten ¢y, ¢; € R:

y"(x) +p(x) -y () + q(z) - y(z)
= [c1-y1(2) + 2 y2(2)]”
+p(z) - [er - yi(x) + 2 yo()]
+q(@) - [er- (@) + 2 Yo ()]
=cr- [y (@) + p(@) - y1(2) + q(2) - y1(2)]
+e - [yg (@) + p(2) - yo(@) + q(@) - ya(2)]

G229 o firallez € 1.

(3.2.2b)

Nach Definition 3.1.1 ist also

y(r) = c1-yi(x) + 2 - ya(w)

eine Losung von (3.2.1) auf I, wobei ¢;, c5 € R beliebige Konstanten sind. 0

Definition 3.2.2 (Komplexwertige Funktion der reellen Variablen)

Eine Abbildung g : I — C heif$t komplexwertige Funktion der reellen Variablen.

Bemerkung und Definition 3.2.3
i) Jede komplexwertige Funktion g : I — C derreellen Variablen ldsst sich in der
Form g = u—+1i-v schreiben, wobeiu,v : I — R zwei reellwertige Funktionen

sind.

ii) Seien die Funktionen uw,v : I — R auf einem Intervall I definiert und ste-
tig und an der Stelle xy € I differenzierbar. Dann heif$t die komplexwertige

Funktion g == u +1- v an der Stelle x differenzierbar und wir setzten
g (z0) = u'(xo) +1-0'(x0).

iii) Seien die Funktionenu,v : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig,
so besitzen sie dort ihre Stammfunktionen U bzw. V. Dann ist die Funktion
G:1— CmitG(z) =U(x)+1-V(x) eine Stammfunktion der Funktion
g=u+i-vaufl.
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In der Tat gilt nach ii) fiir allex € I:
(G(z) = U@)+i-V(2)) =U(z) +i-V'(z) =ulx) +i-v(x).

Ferner setzen wir

/9(1’) dz = /u(x) dx+i~/v(x) dz
/Cdg(w)dx = /Cdu(x)dx—l—i-/cdv(x)dx,

wobei [c; d] C I ein beliebiges beschrdnktes abgeschlossenes Intervall ist.

auf I und

iv) Gegeben seien die Funktionen p,q, f : I — R, die auf einem Intervall I
definiert und stetig sind. Gesucht ist eine zwei mal differenzierbare Funktion

y : I — C, sodass fiir alle v € I gilt:

y'(@) +p(r) - y'(2) + q(z) - y(2) = f(2).

Die Funktiony : I — C heif$t (komplexwertige) Losung dieser Gleichung.

Beispiel 3.2.4
Seien o, § € Rund A := (o +1- ) € C. Dann ist die Funktion g : R — C mit
g(z) := e’ auf R wohldefiniert und es gilt fiir alle 7 € R :

e)\ﬂ? — e(a-l—iﬂ)x — eam—i—i-ﬁx — 2% . eiﬂx (;) %% . (COS(BZL’) +i- sm(,é’x))

= e - cos(fx) +1-e* -sin(fx),

wobei wir in (%) die EULER’sche Formel® benutzt haben:

EuLER’sche Formel
|7 et = cos(€) +i-sin(€) fir alle € € R.

3Leonhard Euler, 1707-1783
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i) Nach Definition 3.2.3 ist die komplexwertige Funktion ¢ auf R differenzier-
bar und fiir jedes € R gilt:

(¢27)' = (e - cos(f) +i- ¢ - sin(fx))
= (" - cos(Bx))' +1- (e -sin(Bz))
= ¢ - - cos(fz) + ¢ - (—f) - sin(Bz)
Fi- (e - sin(Bz) + €2 - B+ cos(Bz))
= e (cos(Bz) +i-sin(Bx))
+1i- 8- (cos(Bx) +1i-sin(Bz))

—a-eM4i-f-eM=) M,
Also gilt fiir jedes x € R :

(e’\x), =\-e wobei A € C ist. (3.2.3)

ii) Gilt auBerdem o? + 32 # 0, dh., A = (a +1i-3) € C\{0}, so besitzt die
komplexwertige Funktion ¢ eine Stammfunktion auf R. Nach Definition
3.2.3 erhalten wir mit beliebigen C, (s € R:

/e’\x dr = /ea” -cos(fx)dr +1- /ea“’ -sin(fx) de

@[ -(a-cos(ﬁx)+ﬁ-51n(5$))+Cl]

+i- [%152 (a-sin(fz) — B - cos(Bx)) + 02]
Pt S cos() +1- i (B)
—1- Oi'Tea; . (cos(ﬂx) +1- Sin(ﬁ$)) + (Cl +1i- CQ)
=C
_ e - (cos(fx) + i2~ sin(fz)) - (o —i- ) +C
a4+ 2

M (a—i-p) e .
e ECET R Y
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D.h., auf R gilt

/e)“” dz = % M4 C mit A € C\{0} und C € C. (3.2.4)

Ubung

Weisen Sie die Umformung (*x) in der obigen Rechnung nach.

Satz 3.2.5
Ist y(x) = u(x) 4+ 1- v(x) mit den reellen Funktionen u,v : I — R eine kom-
plexwertige Losung von (3.2.1), dann losen diese beiden Funktionen ebenfalls diese

Differentialgleichung.

BEWEISs:
Da die Funktion y = u + i - v eine komplexwertige Losung von (3.2.1) ist, gilt
fir alle x € I (nach Definition 3.1.1):

0=y"(z) +p(x) () +q(z)  y(z)
= [u(z) +1-v(x)]"
+p(@) - [u(z) +1-o(@)]
+ q(z) - [u(z) +1i-v(z)]
= [u"(z) + p(z) - v'(z) + q(z) - u(z)]
+i-[(@) + pla) - 0'(2) + qz) - v(2)] .

Fiir jedes x € I liefert der Vergleich zweier komplexen Zahlen

{u"(az) +p(a) - () + q(z) - u(z) =0
v"(x) + plx) - v'(2) + q(z) - v(x) =0.

Nach Definition 3.1.1 sind also die Funktionen u, v Losungen der homogenen

Gleichung (3.2.1) auf I.
OJ
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Beispiel 3.2.6
Die komplexwertige Funktion y : R — C mit y(z) := €"* ist eine Losung der
Gleichung

y'(x) +4-y(z) =0

auf R. In der Tat gilt nach Beispiel 3.2.4 ii) fiir jedesz € R :

y”(I) + 4. y(x) = _4. ei.2:v +4 . ei.gx —0.

Nach der EuLER’schen Formel gilt fiir jedes x € R:
y(z) = " = cos(2z) 41 - sin(27) .

Fir jedes € R seien u(z) = cos(2x) und v(z) = sin(2x). Dann gilt auf R:

u'(r) = —2sin(2x), v'(x) = 2 cos(27)
u'(xr) = —4cos(2z), v"(z) = —4sin(27)
u"(x) +4u(x) =0, V' (z) +4v(x) =0.

D.h., die Funktionen u, v sind reellwertige Losungen von y"(z) + 4 - y(z) = 0
auf R.

Definition 3.2.7
Seien die Funktionen yy, vy : I — R auf einem Intervall I definiert und differen-

zierbar. Dann heif3t die Determinante

W () = det (yl(fr) ?J2(l')> .

() ys(x)

WRONsKI-Determinante* dieser Funktionen.

Definition 3.2.8
Seien y; und y, zwei verschiedene Lésungen von (3.2.1). Dann heifst {y1, y2} ein

Fundamentalsystem von (3.2.1) auf I, falls fiir die WRoNskI-Determinante dieser
Funktionen stets W (x) # 0 fir allex € I erfillt ist.

4Josef Maria Hoéné-Wronski, 1776-1853
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Beispiel 3.2.9
y'(z) —y(z) =0, z€R.

1) yi1(x) = e und y,(x) := e sind Losungen dieser Gleichung auf R. In der
Tat gilt fiir jedes x € R:

yi(l‘) =e”, yé(l‘) =—e ",
yi(z) =e", Yp(r) =",

=240,

—T

Nach Definition 3.2.8 ist {€”, e~*} ein Fundamentalsystem von y"(z) —y(z) = 0
auf R.

Satz 3.2.10
Seien y, und y, zwei verschiedene Losungen von (3.2.1). Existiert ein xy € I mit
W (xo) # 0, so gilt W(z) #0 furallex € I.

BEWEISs:
Da die Funktionen yq,y> : I — R zwei verschiedene Losungen der Gleichung
(3.2.1) sind, gilt fiir jedes x € I und jedes k € {1, 2}:

yr(x) + plx) - yp(@) + q(x) - yr(z) = 0
< yi(x) = —p(x) - y(x) — q(z) - y(z) .

Wir untersuchen die Funktion W : I — R, wobei

= y1(w) - yo(w) — vy (2) - ya(w)

WRronNskiI-Determinante der Funktionen v, y5 auf [ ist.
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Die Funktion W ist auf I differenzierbar und fiir jedes x € [ gilt:

=y1(2) - ya(2) +y1(@) - y5 (2) — vy (2) - ya(2) — 91 (2) - Y5()
=y1(x) - yp(x) — i (z) - yo()

= —p(®) - [ (2) - Bh(0) — 41 (2) - 1a()]
= —p(x) - W(x).

Das Anfangswertproblem
W (x) = —p(x) - W(x),
W(ZE()) = WO (mit W() € R) .

ist auf [ eindeutig 16sbar (vgl. Folgerung 1.2.5) und es gilt fiir jedes x € I:

— [ p(tyat
Wi(z) = W(xg)-e =

Somit folgt: Ist W (zo) # 0, dann gilt W (z) # 0 fur alle = € [.

Satz und Definition 3.2.11

Allgemeine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung.

Sei {y1,y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) auf I, dann ldsst sich jede Losung
y: I — R von (3.2.1) in der Form

y(x) = c1-y1(x) + ez - ya(w)

darstellen, wobei die Koeffizienten c;, co € R eindeutig bestimmt sind.

Ldsst man in ¢1 - y1(x) + ¢2 - y2(x) die Koeffizienten ¢y, co unabhdngig von
einander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhdlt man alle Losungen
der Gleichung (3.2.1).
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Man sagt: Durch
y(x) = c1 -y () + c2 - ya(2)
ist die allgemeine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ord-
nung
y'(@) +p(x) -y (x) + q(x) - y(2) = 0
auf I gegeben.
BEWEIS:

Da {y1, y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) ist, ist nach Definition 3.2.8 und
Satz 3.2.1 jede Funktion y : [ — R mit

y(x) = c1-yi(x) + c2 - ya(w)

immer eine Losung von (3.2.1) fiir beliebige ¢y, c; € R.
Seiy : I — R eine beliebige Losung von (3.2.1). Wir zeigen: Es existieren
c1, ¢ € R, sodass auf [ gilt:

y(x) = c1-yi(x) + c2 - ya(z)
Dazu nehmen wir ein beliebiges ¢y € I und bestimmen y(x() und y'(x¢). Wir

suchen also ¢, co € R mit:

{61 “y1(zo) + 2 - y2(70) = Y(0) , (*)

c1 - yy(wo) + ¢2 - ya(wo) =¥ (o) -
Weiter gilt
y1(xo)  ya(zo)
y1(wo)  wa(wo)
da {y1, y»} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) ist. Dann ist das LGS (x) eindeutig

= W(ZE()) 7é O,

fur ¢y, ¢y 16sbar. Sei {ci, ¢z} diese eindeutige Losung des LGS (). Wir untersu-

chen die Funktiony : / — R mit
y(@) =c1-yn(z) + &2 - ().
Nach Satz 3.2.1 ist y eine Losung von (3.2.1) auf / und

Y(zo) = ¢1 - y1(wo) + ¢2 - Ya(wo) = Y(x0),
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sowie

y'(x0) = ¢1 -y (20) + G2 - Yo(wo) = Y (20).

Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems (Satz 3.1.2) gilt
fir alle x € I:

y(z) = y(z)
und

y(r) = c1-yi(x) + ez - ya(w)

Dann ist jede Losung von (3.2.1) in der Form ¢; - y1 () + ¢2 - yo(x) mit ¢y, co € R

darstellbar. 0

Beispiel 3.2.12
y'(z)+y(x) =0, z€eR.

1) y1(x) == cos(z) und y(z) := sin(x) sind Losungen dieser Gleichung auf R.
In der Tat gilt fiir jedes z € R:

Yy (z) = —sin(x) , yo(z) = cos(z),
yi(z) = —cos(x), Ys(7) = —sin(z),
Yy (x) +y(z) =0, Yo (x) +yo(z) = 0.

2) Nach Definition 3.2.7 gilt fiir alle x € R:

yi1(x) ya(x) cos(x)  sin(z)
yi(z) yu(w)

=14£0.

W(x) = = cos?(z) + sin®(z)

—sin(z) cos(x)

Nach Definition 3.2.8 ist somit {cos(x), sin(z)} ein Fundamentalsystem von
y"(x) + y(x) = 0 auf R.

3) Die allgemeine Losung der Gleichung y”(z) + y(z) = 0 auf R lautet also
nach Satz 3.2.11:

y(x) = c1 - cos(x) + ¢ - sin(x) mit beliebigen ¢1, ¢ € R.
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Satz 3.2.13
Sei y; eine Losung von (3.2.1), sodass y1(x) # 0 fiir alle x € I. Dann kann man
eine zweite Losung yo der Gleichung (3.2.1) bestimmen, sodass {y1, Y2} ein Funda-

mentalsystem von (3.2.1) bildet.
BEWEIs:
Wir suchen die Losung y5 in der Form yo(z) = y1(x) - u(x), wobeiu : I — R

eine unbekannte zweimal differenzierbare Funktion ist. Dann gilt:

Yo(w) = y1(2) - u(z) + y1(x) - u'(w),
vo () = yi(w) - u(e) + 2y1(2) - v/ () + 91 (2) - u”(2).

In die Differentialgleichung (3.2.1) eingesetzt ergibt:

Y (@) - u(e) + 21 (2) - /() + ya(2) - " (2)
+p() - (y1(2) - u(@) + y1(2) - ' (7)) + ¢(2) - ya(2) - w(z) =0

& (@) +p@) (@) + o) (@) - ulz)

+yi(z) - v’ (2) + (21 (2) + pz) - 1 (2)) - o' (2) = 0,

da y; eine Losung von (3.2.1) ist. Die unbekannte Funktion u gentigt also der

Differentialgleichung
yi(x) - (z) + 2y (2) + p(x) - 91 (2)) - u'(z) = 0

" 2yi(£) , B
y1(<:c:)>¢0 u(z) + ( () +p(x)) u'(z) = 0. (3.2.5)

Mit anderen Worten gentigt v’ einer linearen homogenen Differentialgleichung

erster Ordnung auf /. Bezeichnet P : I — R eine Stammfunktion von p, so
2y (z)

Y1 ()

ist P(x) == In ((y1(x))?) + P(x) eine Stammfunktion von + p(z). Nach
Bemerkung 1.2.2 ist dann
e—P(a:)

(1())?

eine Losung von (3.2.5) auf I und wir erhalten u als eine Stammfunktion von

W (z) = e (W@)?)=P) _

u'. Mit dieser Funktion w ist also ys(x) = y;(x) - u(z) eine (weitere) Losung der
Gleichung (3.2.1) auf I.
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Nach Definition 3.2.7 erhalten wir ferner fiir alle x € I:

_ yi(x) o (z) _ () yi(x) - u(z)

vi(e) wa(@)]  |u() i) w(@) + () - u'(e)

= y(z) - (Wi (2) - w(@) + yu(2) - u'(2)) — i (@) - (@) - u(x)
= (y1(2))* - /(2) =77 £ 0.

Somit ist {y1, y2} nach Definition 3.2.8 ein Fundamentalsystem der Gleichung
(3.2.1) auf 1. O

Beispiel 3.2.14
y'(x) — 2y (z) +y(z) =0, zeR. (3.2.6)

1) Wir suchen zunéchst eine komplexwertige Losung y; in der Form

y1(x) == e’ mit \ € C. Dann gilt nach Beispiel 3.2.4 fiir jedes = € R:

Yi(z) =AM yf(z) =\ e
yl(r) —2y)(z) + () =0 & (AN =2X+1)-eM =0

= MNM-20+1=0 & (A-1)0°=0 & A=L
erT£()

Also ist y1(z) = e” eine reellwertige Losung der Gleichung (3.2.6) auf R.

2) Wir suchen eine weitere Losung y» in der Form yy(x) = e - u(z), wobei

u : R — R eine neue unbekannte Funktion ist. Fiir jedes x € R gilt:

yy(z) = (e u(x)) =" - u(x) +e" - u'(z) und
Yo (x) = (e - u(z) + e - u'(z))
' (z) + - u(z) + 6" - u ()

=e” - u(zr) +
=e" u(x) + 26" - u'(x) +e* - u(2).

Mit der Bedingung y4 (x) — 2y4(z) + y2(x) = 0 erhalten wir

e’ - u(r) + 26" - u'(x) +e* - u ()
—2(e" - u

x N — " —
e’ u"(z) =0 Zig u(x) 0

<~
= u(z) =m-x +n mitbeliebigen m,n € R.
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Wir nehmen (zB.) n = 0 und m = 1, woraus u(x) = x und somit
yo(z) = x - € fur alle z € R folgt. Also ist yo(x) = x - e* auch eine Losung
der Gleichung (3.2.6) auf R.

3) Nach Definition 3.2.7 gilt fiir alle x € R :

xT

e x - et

=" (e"+x-€)—e" 1€

e’ e +ux-e”
= e £0.

Nach Definition 3.2.8 ist somit {e”, z - ¢*} ein Fundamentalsystem der Glei-
chung (3.2.6) auf R.

4) Die allgemeine Losung der Gleichung (3.2.6) auf R lautet nach Satz 3.2.11:
y(x) =c;-€* +co-x-e” mitbeliebigen c¢;,c € R.

Satz 3.2.15
Die Funktionenp,q : I — R seien auf einem Intervall I definiert und stetig. Dann
besitzt die lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

y'(@) +p(z) - y'(x) + q(z) - y(z) =0
ein Fundamentalsystem auf I.
BEWEIS:
Wir wihlen ein beliebiges xy € I und finden zwei (spezielle) Losungen y; und y»
der homogenen Differentialgleichung (3.2.1) mit folgenden Anfangsbedingun-
gen:

yl(xo) =1 yQ(xo) =0
bzw.

y1(zo) =0 ys(@o) =1
Nach Satz 3.1.2 sind die Funktionen y; und y, im ganzen Intervall / eindeutig
bestimmt. An der Stelle xy erhalten wir fiir die WRoNsKkI-Determinante dieser

Funktionen:

10
01

Y1 (o)  y2(wo)
Y1 (o) ya(xo)
Nach Satz 3.2.10 ist W (z) # 0 fir alle = € I und nach Definition 3.2.8 ist somit

{y1,y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) auf /. O

W(zo) =

— 140
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§ 3.3. Lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

3.3 Lineare homogene Differentialgleichung zwei-

ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Definition 3.3.1
Gegeben seien p,q € R. Gesucht ist eine Funktiony : R — R, sodass fiir alle
z € R gilt
y'(@) +p-y'(@) +¢-y(r) =0. (33.1)

Die Gleichung (3.3.1) heif3t lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion y : R — R heif$t Lésung der
Gleichung (3.3.1) auf R.

Eine Funktiony : R — C, die (3.3.1) erfiillt, heifst komplexwertige Losung der
Gleichung (3.3.1) auf R.

Bemerkung und Definition 3.3.2
Wir suchen Losungen der Gleichung (3.3.1) in der Form

yla) =e
mit A € C. Nach Beispiel 3.2.4 gilt fiir jedesx € R :
y'(x) =X, y(x) = A2 e,
In Gleichung (3.3.1) eingesetzt:
AN pp N g e =0,

liefert unter Beriicksichtigung, dass e** # 0 fiir allex € R und alle A € C:

Ntp-A+qg=0 (3.3.1¢)
p P\?
A=-2ay/(5) a0
“ 2 2) 1
Gleichung (3.3.1c) heif$t charakteristische Gleichung der Differentialgleichung (3.3.1)

2
und D = <g> — q die Diskriminante der charakteristischen Gleichung (3.3.1c).

Es gilt: Die (komplexwertige) Funktion y : R — C mit y(z) = e und
A € C ist genau dann eine (komplexwertige) Losung von (3.3.1) auf R, wenn A
eine (komplexe) Losung der zugehérigen charakteristischen Gleichung (3.3.1c) ist.
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Kapitel 3 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

2
I Fall (g) —g>0

2 2
Seien A\ = —g + <g> —q; Ay = _g — (g) —q.

Dann sind {1, \2} zwei verschiedene reelle Losungen der charakteristi-
schen Gleichung (3.3.1c¢).

A1z

Die reellwertigen Funktionen 1,7, : R — R mit y(z) = e“* und

yo() := 2% bilden ein Fundamentalsystem von (3.3.1) auf RR. In der Tat:

Die Funktionen y1, ¥, sind Losungen von (3.3.1) und fiir alle x € R gilt:

e)xlac e)\QJ}
W(I) _ yl(l'o) y?(l'o) _
91(1’0) yg(ﬂfo) M- eMT ), e
— e)xlac /\2 e)\zac . )\1 e)q:v e)\zac — ()\2 o )\1) . e>\1l’+)\2l’ ?é O7
da /\1 7é )\2.

Folgerung 3.3.3
Nach Satz 3.2.11 ist die Funktiony : R — R mit

. e)xlac Aox

y(x) = +co-e
und beliebigen c;, co € R die allgemeine Losung von (3.3.1) im Fall (g)Q —q > 0.
Beispiel 3.3.4

y'(x) =2y (z) — 3y(x) =0, z€eR.
Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

M —-2A-3=0 < A=-1 oder AN=3.

Seien \; := —1 und Ay := 3. Dann bilden die Funktionen v, 72 : R — R mit

T 3z

yi(z) =e* und yo(x) =e

ein Fundamentalsystem der Gleichung y”(x) — 2y'(x) — 3y(z) = 0 auf R.

Nach Folgerung 3.3.3 ist
y(x) =ci-e " +cy- e

mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Lésung dieser Gleichung auf RR.
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1. Fall <§>2 —g=0

Die reelle Zahl A == —_ ist eine Losung der charakteristischen Gleichung
(3.3.1c) (mit Vielfachheit » = 2). Die reellwertige Funktion y; : R — R
mit y;(z) = e und \ = —g ist eine Losung von (3.3.1). Wir suchen eine

weitere Losung 4> : R — R in der Form

yo(z) == ™ - u(x),

wobei u : R — R eine neue unbekannte Funktion ist. Fir jedes z € R

gilt:
ya(z) = [ u(@)] =A™ -u(z) + X -l (z),
yy(x) = A2 e u(z) + 21 - e -/ (z) + e - (z)
Dann gilt:

Yo () +p-4a(r) + ¢~ y2(2) =0
= A2 Mou(r) + 20 e () + e U ()
+p-[AeMeu(r) Fer - (2)] 4 q-eMu(z) =0

= [(V+p-A+q)-u@)+ @ +p)-u(z) +u"(z)]- M =0

— N +p-A+q)-ul@)+ X +p)-u'(z) +u"(z) =0,
e £Q ~ ~ - ———

=0 =0
da\ = —g (< 2\ +p = 0) eine Losung der charakteristischen Gleichung
ist. Es folgt

u'(x)=0 < w(x)=m-z+n mitbeliebigen m,n € R.

Wir nehmen (z.B.) n = 0 und m = 1, woraus u(x) = x und somit

yo(z) = - ™
sich ergibt.
Die Funktionen y;,%, : R — R mit y;(z) == e und yp(x) = x - ™
(wobei A = —g ist) bilden ein Fundamentalsystem von (3.3.1) auf R. In
der Tat gilt fur allez € R :
oY’ e

= =e? £ 0.
A-eM A\ e
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Folgerung 3.3.5
Nach Satz 3.2.11 ist die Funktiony : R — R mit

>\£E: )\ac‘(

y(x)::cl-e’\x—i—cQ-x-e e 1+ ey )

2
und beliebigen cy, cy € R die allgemeine Losung von (3.3.1) im Fall <g) —q=0.

Beispiel 3.3.6
y'(x) +6y'(z) +9y(z) =0, z€R.
Die entsprechende charakteristische Gleichung ist
M4+6A4+9=0 < A=-3 (mit Vielfachheit r = 2).

Dann bilden die Funktionen ¥, y> : R — R mit

3z 3

Y1 =€ und 1y =x-€

ein Fundamentalsystem der Gleichung v”(z) + 6y'(x) + 9y(x) = 0 auf R.
Nach Folgerung 3.3.5 ist

y(r) =e " (c1 + ¢y 1)

mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Lésung dieser Gleichung auf RR.

2 2
1L Fall (g) _g<0 = q—(%) >0
Wegen

2
sind A\=a%4i-f mita = —g und = 4/q — <g> zwei verschiedene

komplexe Losungen der charakteristischen Gleichung (3.3.1c).
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Die komplexwertigen Funktionen yj,v; : R — C mit

yi(a) = et PRI 0 (cos(Br) +1 - sin(Bx))
und

y;(gp) = e(a—iﬂ)x _ e(a+i'(—5))$
e - (cos((—B)x) +1-sin((—B)x))
= e . (cos(fx) —i-sin(fx))

Bsp 3.2.4

sind Losungen der Gleichung (3.3.1).

Nach Satz 3.2.5 sind somit auch Re(y;(z)), Im(y7(z)), Re(y5(x)) und
Im(y;(x)) Losungen der Gleichung (3.3.1).

Wir wihlen (z.B.)

y1(z) = Re(y](x)) = e** - cos(fx)

und

yo(x) = Im(yi () = e -sin(Ba).

Dann bilden die Funktionen y;, 9> : R — R ein Fundamentalsystem von
(3.3.1) auf R. In der Tat gilt fiir alle z € R:

e - cos(fx) e - sin(fx)

a-e* . cos(fr) — B e -sin(fr) e -sin(fx)+ 8- e - cos(fx)

= 2. <a - cos(Bz) - sin(Bz) + B - cos*(Br)
— «a - cos(fx) - sin(fx) + O - sin2(ﬁx)>
= e®* . 3. (cos?(Br) + sin®(Bx)) = B-e*** £ 0,

N "
N
=1

denn e%*® £ 0 und 3 # 0 (s.0.).
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Folgerung 3.3.7 ,
Nach Satz 3.2.11 ist im Fall <g) — q < 0 die Funktiony : R — R mit

y(x) == c1 - e - cos(fx) + ¢ - €** - sin(Sx)
= e . (¢1 - cos(fx) + o - sin(fx))
und beliebigen c, co € R die allgemeine Losung von (3.3.1) auf R.
Beispiel 3.3.8

i) y'(r) +9y(x) =0, xe€R.

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet
N4+9=0 & A==i-3.
Es gilt @ = 0 und $ = 3. Dann bilden die Funktionen y;, 3> : R — R mit
y1(z) = cos(3z) und ys(x) = sin(3x)

ein Fundamentalsystem der Gleichung y”(x) + 9y(z) = 0 auf R.
Nach Folgerung 3.3.7 ist

y(x) = ¢1 - cos(3x) + ¢3 - sin(3x)
mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Lésung dieser Gleichung auf R.

ii) y'(x) + 2y (z) +5y(z) =0, ze€R.

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet
N42X+5=0 & A=-1£i-2.
Es gilt @ = —1 und = 2. Dann bilden die Funktionen 3, y> : R — R mit
yi(z) =e " cos(2x) und yo(x) :=e " sin(2x)

ein Fundamentalsystem der Gleichung y"(x) + 2y/(z) + 5y(x) = 0 auf R.
Nach Folgerung 3.3.7 ist

y(x) =e " (c1 - cos(2x) + ¢y - sin(2x))
mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Lésung dieser Gleichung auf RR.
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3.4 Gedampfter elektrischer Schwingkreis

Ein elektrischer Schwingkreis besteht aus ei-

7 nem OHM’schen Widerstand®R > 0, einem
Kondensator mit der Kapazitit C' > 0 und

R
e ____-- - einer Spule mit der Induktivitat L > 0. Zum

| Zeitpunkt ¢, = 0 wird der Kondensator gela-

| den und anschlieffend tiber den Widerstand
L C und die Spule entladen. Es ergibt sich eine
gedampfte Schwingung.

Nach dem zweiten KiRcHHOFF schen Gesetz® gilt:
Ur(t) + Uc(t) + Ur(t) =0, te R (3.4.1)

Wobei wir mit Ug, die Spannung am Widerstand, mit Uq die Spannung am Kon-

densator und mit U}, die Spannung an der Spule bezeichnen. Es gilt:

Q).
o

dabei sind [ = I(t) Stromstarke im Schwingkreis und @) := Q(t) Ladung des

Kondensators zum Zeitpunkt ¢ € R*°. Dann gilt:

Ug(t) = R-1(t); Uc(t) = Ur(t) = L-1(t); 1(t) = Q(1);

Ur(t) + Uc(t) + UL(t) =0 < R-Q(t)+ @ +L-Q)=0

& G+ 700+ Q0 =0, (42

d.h., die Ladung am Kondensator geniigt einer linearen homogenen Differenti-
algleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf R*°. Betrachten wir

nun die folgenden Anfangsbedingungen:

Q0) = Qy und 1(0) = Q(0) = 0.

Die charakteristische Gleichung von (3.4.2) lautet:

R 1
) A Ik W E
+L +L~C 0,

>Georg Simon Ohm, 1789-1854
%Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887
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und die Diskriminante der charakteristischen Gleichung betragt

H_(BY _ 1 _R.C-4L
- \2L L-C  412.C

LFall D>0 < R?>-C—4L>0

— 86 —

Dann gilt:
R 1 R
2 —_ —_— = —_——
)\+L )\+L-C 0 ﬁ A 2Li\/D.
_ R R
Seien A\ = 5T D und )\ = 2L—i-\/D.

Dann sind {1, A2} zwei verschiedene reelle Losungen der charakteristi-
schen Gleichung. Beachte, dass die beiden Zahlen \;, Ay € R negativ sind!
Nach Folgerung 3.3.3 ist

=c - it Cy - €
Qt) = cr- e 4oy

mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Lésung der Gleichung (3.4.2) auf
R~°.

Fiir die Ableitung gilt:
[(t) = Q(t) =c - )\1 . e)\lt +cy - )\2 X e)\zt'

Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Qo und Q(0) = 0 erhalten wir das

lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten ¢y, ¢2):

YY)
c1+ca = Qo ' Ay — N\
<
Cl')\1+02')\2:o A7z C:_/\I'QO
DYDY
Dann gilt auf R>:
I

und

) A N\o -
10=QW) = ST (o - ).



§ 3.4. Gedampfter elektrischer Schwingkreis

R R
i =———VD = —— D folgt:
Mit 5T und Ao 5T ++vD fo gt
Qo — LBy R —VD-t R VDt
-7 . _ D] . (== VD).
Q(t) 2\/5 e 2L 2L + \/_ (S 2L (§]
= QO . ef%'t . _E . ei\/ﬁ.t _ e\/ﬁ.t + 1 . <e*\/5-t + e\/ﬁ-t)
2L 2v/D 2
und
—V/Dt _ Dt
I(t) = o o3t S ©
L-C 2D
Q
I
. t* t
! I
: |
|
| |
| [
t* t

Bemerkung 3.4.1
i) DaI(t) <O fiirallet € R>% und A\, Ay < 0 ist, ist Q(t) \, 0 fiirt — +o0.
Auch ist I(t) — 0 firt — +oc.

ii) Weiter gilt:
Q) =1(t) =c; - A2 Mt 4y N2

mit ¢; = ;\22 _Ciol und cy = j\j\%/\cio, sodass wir bekommen
. A Ao -
Q(t) — 1 2 QO A ()\1 . e)\lt _ )\2 . e)\gt) .
Ay — M\
Dann gilt:

. )\1
t) =20 = A\ - At Ao - Aot — A (A2—A1)t ‘
Q( ) 1€ 2 € s )\2 e
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Ubung
Weisen Sie nach: An der Stelle

hat der Graph der Funktion (Q = Q)(t) einen Wendepunkt und der Graph
der Funktion I = 1 (t) seinen tiefsten Punkt.

iii) InFall D >0 < R?.C — 4L > 0 haben wir keine Schwingung im
eigentlichen Sinne. Es liegt ein aperiodisches Verhalten vor.

ILFall D=0 & R?>.-C=4L

Dann gilt:
A+ 7 A+ T C 0 = A 5T (mit Vielfachheit r = 2).

Beachte, dass die Zahl A € R negativ ist! Nach Folgerung 3.3.5 ist
Q) =eM (c;+cy-t)

mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Lésung der Gleichung (3.4.2) auf
R~Y.

Fir die Ableitung gilt:
I(t)=Qt) =A-eM (c14cy-t)+cp-e

Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Qo und Q(0) = 0 erhalten wir das

lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten ¢y, c2):

c1 = Qo c1 = Qo
<~
Aci+c=0 C2:_)\'620
Dann gilt auf R*° :

QM) =Qu-eX (1= M) und I(t)=Q(t) = ~Qo - X*-e¥ 1.

R
o144 =t
(+a)

R
it \ .= —— folgt:
Mit A 5T olgt

Q) =Qo-e”

SE
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und

R 2
I(t) = — (E) ~Qo-e5't-t:—LQOC~eﬁ't~t.

Wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass

D=0 < R).C=4L < R—Q—L
- - 412  L-C°
Q
I
* t
n T
I
| |
| |
N _ :
t* t

Bemerkung 3.4.2
i) Dal(t) <O fiirallet € R>° und \ < 0 ist, ist Q(t) \, 0 fiirt — +o00. Auch
gilt I(t) — 0 firt — +oo.

ii) Ferner:
Q(t) :j(t) :)\2,e>\t, (Cl+c2 't)+2)\-e>‘t-02,

Mit ¢ =Q¢ und co =—\-Qy bekommen wir

Qt) ==X Qp-eM\-t+1).

Dann gilt:
Qt)y=0 & X-t+1=0.
Ubung
Weisen Sie nach: An der Stelle
. 1 2L
t = —_—— = —
A R

hat der Graph der Funktion () = Q(t) einen Wendepunkt und der Graph
der Funktion I = I(t) seinen tiefsten Punkt.
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iii) InFall D =0 <« R?.C = 4L haben wir keine Schwingung im
eigentlichen Sinne. Es liegt ein aperiodisches Verhalten vor.
iv) Firxz — 0 gilte® =~ 1 + z, sodass wir fiir D — 0 erhalten:
e—VDt _ VDt
2v'D

Fall I verhdlt sich somit wie Fall I, wenn D — (.

~ (—t).

INLFall D<0 < R*.C—-4L<0
Dann gilt:

R 1 .
)\2+Z)\+ﬁ20 <D:<(>)> )\:Oé:i:l'ﬁ,

wobei a, f € R mit

R 1 R\?

Beachte: & < 0 und 8 > 0. Wir erhalten zwei verschiedene komplexe

Losungen der charakteristischen Gleichung. Nach Folgerung 3.3.7 ist

Q(t) = e™ - (c1 - cos(Bt) + cq - sin(Bt))

mit beliebigen ¢y, c5 € R die allgemeine Losung der Gleichung (3.4.2) auf
R>". Fiir die Ableitung gilt:

=e™. <a -1 - cos(ft) + a - ¢y - sin(ft)
— B ey -sin(ft) + 5 - co - cos(ﬁt)) :

Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Qo und Q(0) = 0 erhalten wir das

lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten ¢y, c2):

C1:Q0
C1:Q0

Oé'Cl—f-ﬁ'CQ:O £>0
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Dann gilt auf R>%:

Q) = Qoo (cos(n) - Gsin(er))

und
I(t) = Q(1)
—Qp-e 2t (_%2 _5) - sin(ft)
_ Qo g sn(BY)
L-C B

wobei wir a? + 3% = ausgenutzt haben.

L-C

Q) = Q- e 7t <cos([)’t) - %Sin(ﬁt))
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Bemerkung 3.4.3
i) Es gilt: Q(t) — 0 fiirt — +o00. Auch ist I(t) — 0 fiirt — +oo.

ii) Fiir die elektrische Ladung gilt:

—% — . sin(ﬁt))

2
—Quee i 1 % s

wobei der Winkel p € <—g; 0) eindeutig festgelegt ist durch

cos(yp) = _s >0 und sin(p) = N —

iii) ImFall D <0 <& R?-C—4L < 0 haben wir eine gedampfte Schwin-
gung (bei schwacher Dampfung).
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iv) Firx — 0 giltsin(z) ~ x und cos(z) ~ 1 ist, sodass wir fir 3 — 0 erhalten:

sin(St)
B

Q

t
und
(Bt) — e inft) | ~(1l—a-t)=1+ Ly t.
cos 3 s Q- 5T
Fall IIT verhalt sich somit wie Fall I, wenn 3 — 0 ist.

Sonderfall 3.4.4
Liegt kein Widerstand vor, d.h., haben wir R = 0, so gilt fiir den III. Fall:

a=0 und (= \/

Aus den Funktionsgleichungen fiir Q(t) bzw. I(t des III. Falls bekommen wir:

Q(t) = Qo -cos(ft) und 1(t)=—pF-Qo-sin(ft)
Q

LA N NN
V VUV UV \

Im Fall R = 0 haben wir eine ungeddmpfte Schwingung:

B} 1
t - . t —
Gl1) + QD) =0
(Mit den Anfangsbedingungen QQ(0) = Qo und Q(O) =0.)
Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet:
1

2 _—
)\+L-C 0.
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3.5 Analogien bei mechanischen und elektro-

magnetischen gedimpften Schwingungen

Mechanische Schwingung

Elektromagnetische Schwingung

Koordinate =

Ladung @)

Geschwindigkeit v = &

Stromstarke I = ()

Beschleunigung a = &

Zeitliche Anderung der Stromstirke [

Masse m

Induktivitat L

Richtgrofie k (Federkonstante)

1
—, wobei C' :=Kapazitat

m- () + b @) + k- a(t) =0

C
Déampfungskonstante b Ohmscher Widerstand I?
Schwingungsgleichung Schwingungsgleichung

LG+ R-Q) + A -

ungedampfte Kreisfrequenz
k

Wy = —
m

ungedampfte Kreisfrequenz

[
W=\

gedampfte Kreisfrequenz

k(b
m 2m

w =

gedampfte Kreisfrequenz
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3.6 Lineare inhomogene Differentialgleichung

zweiter Ordnung

Satz 3.6.1

Seien die Funktionen p,q, f : I — R auf einem Intervall I definiert und ste-
tig. Dann ldsst sich die Losungsmenge L. der inhomogenen Differentialgleichung 2.
Ordnung

y'(x) +pla) - y' () + q(z) - y(z) = f(z) (3.6.1)
auf I schreiben als: IL = y*+1L,, wobeilLy die Losungsmenge der entsprechenden

homogenen Gleichung

y"(x) +plz) - y'(x) +q(z) -y(x) =0 (3.6.1h)
und y*(x) eine (sog. partikuldre) Losung der inhomogenen Gleichung (3.6.1) ist.

BEWEIS:
Wir haben bereits in Satz 3.2.15 gesehen, dass Ly nichtleer ist. Wir werden in
Bemerkung 3.6.4 zeigen, dass auch . # &, mit anderen Worten existiert eine

partikuldre Losung y*(x) von (3.6.1) und es gilt auf I:
()" (@) + p(x) - (y7)'(2) + q(2) - y*(2) = f (@)
1. Sei yr(z) € L eine beliebige Losung von (3.6.1). Dann

v () +p(z) -y () + q(2) - yo(z) = f(x)

auf [ und somit

yr(x) — ()" () + p(x) - (yp(x) = (¥ (2) + q(2) - (yo(z) —y*(x)) = 0
& (yo(@) —y* ()" + px) - (yolz) —y" () +q(z) - (yo(z) —y*(x)) =0

D.h., y(x) == yr(x) — y*(x) ist eine Losung der homogenen Gleichung
y'(w) +p(r) - y'(z) + q(x) - y(z) = 0
auf I. Also gilt fir jedes y.(x) € L:
yr(r) =y"(2) +y(z) €y*(2) + Lo und L Cy'(z) + Lo.
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2. Seinun y(x) € L eine beliebige Losung der homogenen Gleichung. Dann

y'(x) +p(r) - ¥ (z) + q(z) - y(z) = 0

auf I. Da y*(x) eine ( partikulire) Losung der inhomogenen Gleichung (3.6.1)
ist, folgt:

v'(@) + )" (@) + p() - (7 () + (4")'(2) + q(2) - (4(2) +y"(2)) = f(2)

& (@) +y (@) +pl) - @) +y" (@) +q() - Glz) +y* (@) = f(z)

D.h., y(z) = y(x)+y*(z) ist eine Losung der inhomogenen Gleichung (3.6.1)
auf I. Also gilt fiir jedes  y(z) € Ly:

y'(r) +y(r) el und y*(z) +Lo CL.

Insgesamt haben wir L = y*(x) + Ly gezeigt. ]

Folgerung 3.6.2
Sei {y1,y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung

y'(x) +p(x) -y (x) + q(x) - y(x) =0 aufl. (3.6.1h)

Ldasst man in ¢y - y1(x) + ¢o - y2(x) die Koeffizienten c1,co € R unabhdingig
voneinander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhdlt man alle Losungen
der homogenen Gleichung (3.6.1h).

Also gilt fiir die Losungsmenge

Lo ={c1-p1(x) + 2 - o) : 1,00 € R},

dabei heifit ¢ - y1(x) + ¢ - y2(x) allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Ist
jetzt y*(x) eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung (3.6.1), dann gilt
nach Satz 3.6.1 fiir die Losungsmenge:

L={c -yi(z) +ca-yolz) + y"(x) : 1,00 € R}.

Man sagt: Durch y(z) = ¢ - y1(x) + ¢2 - ya(x) + y*(x) ist die allgemeine Losung
der linearen inhomogenen Differentialgleichung 2. Ordnung (3.6.1) gegeben.
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Oder auch: Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differentialglei-
chung 2. Ordnung hat die Form

y(z) = y(z) + y*(x), (3.6.2)

wobei y(z) die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homogenen Glei-
chung und y*(x) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung
2. Ordnung (3.6.1) ist.

Beispiel 3.6.3
y'(x) = 9y(x) =2, z€eR. (3.6.3)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y"(x) = 9y(z) =0 (3.6.3h)
und die charakteristische Gleichung ist
N-9=0 & A=43
Nach Folgerung 3.3.3 ist
y(x) =cy e +cy-e >  mit beliebigen ¢;,cy € R
die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung (3.6.3h).

2) Wie ist nun y*(z) zu wéhlen?

Dazu betrachten wir den Ansatz y*(x) := A2+ B mit A, B € R. Dann gilt
fir jedes x € R:

(y)(z) =4, (y)"(xr)=0 und
)" (x) =9 (x) =2 & -9-(A-z+B)==z.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

94 =1 9
B=0
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1
Dannist y*(z) = 9% eine partikuldre Losung der inhomogenen Glei-
chung (3.6.3). Nach Satz 3.6.1 und Folgerung 3.6.2 ist

~ * = 3 1
y(I):y($)+y($)=C1-eg +co-e 3 _5.1-

die allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgleichung (3.6.3) auf R.

Bemerkung 3.6.4 (Variation der Konstanten)
Seien die Funktionenp, q, f : I — R aufeinem Intervall I definiert und stetig. Sei

weiter {y1, Yy} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung
y'(@) +p(x) -y (x) + q(x) - y(2) = 0
auf I. Eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung
y'(@) +p() -y (z) +q(x) - y(z) = f(2)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form:
y (@) = cr(x) - ya (@) + o) - ya(),

wobei ¢y, ¢y : I — R unbekannte Funktionen sind. Dann gilt (mit Voraussetzung,

dass die Funktionen cy, cy in I differenzierbar sind):

Als zusdtzliche Bedingung nehmen wir an:

() () + 5(x) - ya(2) =0 aufl.

Somit erhalten wir

und folglich
(y")"(x) = ci(2) - i (2) + 1 (@) - 91 (2) + (@) - () + ca(2) - 5 () -
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In die Differentialgleichung (3.6.1) eingesetzt ergibt das:

[ (2) - y1(2) + ea(2) - 9y (@) + &5(2) - Yo (@) + ca(@) - 3 ()]
+p() - [er(2) - 1 () + ca(2) - ()]
+q(2) - [e1(2) - 91 (%) + ea(2) - y2(2)] = f(2)

= al@)- @) +p@) - yi(@) +q@) ()

+ea(w) - (y2(2) + pl(x) - y5(2) + () - y2(2))

+(c(x) - ni(x) + 5(x) - o(x)) = f(2),

da die Funktionen vy, , yo Losungen der homogenen Differentialgleichung sind, folgt

ai(x) -y (x) + &5(x) - yy() = f(2) .

Mit der zusdtzlich angenommenen Bedingung ¢, (x) - y1(x) + chy(x) - yo(z) = 0
/

erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten c\ (z), cy(z):

Nach Definition 3.2.7 ist A= W (z) die WRONsKI-Determinante der Funktionen
Y1, Yo Da {y1,y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung
ist, gilt W (x) # O auf ganz I. Dann ist das lineare Gleichungssystem mit den
Unbekannten ¢, (x), cy(x) eindeutig losbar. Mit der CRAMER schen Regel” erhalten

wir

A1::|

"Gabriel Cramer, 1704-1752
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und
c(z) = % = —%, Ay(z) = % = % (3.6.4)
vi-f Y2 f

Da die Funktionen o I — R auf I stetig sind, besitzen sie dort ihre
Stammfunktionen. Wir erhalten die Funktionen cy,co : I — R und somit eine

partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung in der Form
y'(z) = cr(x) - yi (@) + o) - ya ().

Beispiel 3.6.5

y'(x) +y(x) = x € (0;7). (3.6.5)

sin(z)’
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet
y'(z) +y(z) =0 (3.6.5h)
und die charakteristische Gleichung ist
N+1=0 &  A=x=£i.

D.h., @ = O und 8 = 1. Nach Folgerung 3.3.7 ist

y(x) == c1 - cos(x) + ¢y - sin(x) mit beliebigen ¢;,c € R

die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Differentialgleichung
(3.6.5h) auf (0; 7). Die Funktionen y; (x) := cos(x) und y2(z) = sin(z) bilden

ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung auf (0; 7).

2) Wir suchen nun y*(z) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 3.6.4 erhalten wir auf dem offenen Intervall (0; 7):

c(z) - cos(z) + y(z) - sin(z) =0,

ci(z) - (—sin(x)) + cy(x) - cos(z) =

mit der Hauptdeterminante
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und
0 sin(x) cos(z) 0
cos(x)
A= 1 = —1, Noi= . 1 = sin(z)
(@) cos(x) — sin(z) (@)

Nach der CRAMER’schen Regel gilt:

S Ny cos(z)

ci(v) =-1 und ¢(2) === sin ()

und somit (beachte, dass sin(z) > 0 auf (0; 7) ist):
c1(x) = —z+m und cy(x) = In(sin(z))+n mit beliebigen m,n € R.

Mit m = 0 und n = 0 bekommen wir folgende partikuldre Losung der inho-

mogenen Differentialgleichung
y'(z) = c1(x) - y1(2) + o) - y2(x) = —x - cos(z) + sin(x) - In(sin(x)).

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (3.6.5) auf

(0; ) ist somit

y(x) = y(z) +y"(x)

= - cos(x) + o - sin(x) — x - cos(x) + sin(x) - In(sin(x))

mit beliebigen ¢y, c; € R.

Satz 3.6.6 (Superpositionsprinzip)
Seien die Funktionen p,q, f1,fo : I — R auf einem Intervall I definiert und

stetig. Seien weiter yi(x) eine partikuldre Lésung von

y”(x) —Fp(l') . y/(x) + q(x) . y(x) — fl(gj) (3.6.63.)

und y;(x) eine partikuldre Losung von

(@) +ple) -y (2) + a(a) - yle) = fo(a). (3:6.6b)

Dann ist y*(x) = yi(x) + y3(x) eine partikuldre Losung von
y'(x) +p(x) -y () + q(z) - y(2) = fi(z) + fal2). (3.6.7)
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BEWEIs:
Einsetzen von y*(x) in (3.6.7) liefert die Behauptung, weil y; (x) und y3(z) parti-
kuldre Losungen der entsprechenden Gleichungen sind. In der Tat gilt fiir jedes

xz €l

(v) (@) = (1) (2) + (13)'(x),  (¥")"(x) = (v7)"(2) + (y3)"(x)
und
(y")"(x) +p(x) - (v") (2) + q(2) - y* (x)
= (y1)" () + (y3)"(x) + p(z) - ((y7)'(x) + (v5)(2))
+q(@) - (yi(z) + y3(2))
= (y1)"(2) + p(x) - (y1)'(@) + q(x) - yi (2)

3.7 Lineare inhomogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten

Definition 3.7.1
Gegeben seien eine Funktion f : I — R, die auf einem Intervall I definiert und
stetig ist, und reelle Zahlen p, q € R.

Gesucht ist eine Funktiony : I — IR, sodass fiir alle x € I gilt

y'(x) +p-y(2) +q-ylx) = fz). (3.7.1)

Gleichung (3.7.1) heif3t lineare inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Die Funktiony : I — R heift Losung der Gleichung
(3.7.1) auf dem Intervall I. (Vgl. Definition 3.1.1, Bemerkung 3.1.3, Definition 3.3.1).
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Bemerkung 3.7.2

Nach 3.6.2 hat die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differentialglei-
chung (3.7.1) die Form

y(z) = y(z) + y*(2), (3.7.2)

wobei y(x) die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-

rentialgleichung
y'(x) +p-y(z) +q-ylx) =0 (3.7.1h)

undy*(x) eine partikuldre Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung
(3.7.1) ist. Die allgemeine Losung y(x) von (3.7.1h) bekommt man, wenn man die

charakteristische Gleichung
MNtp-A+qg=0 (3.7.1c)

untersucht (s. Folgerungen 3.3.3, 3.3.5, 3.3.7).

Wir betrachten nun die Form partikulirer Losungeny*(x) von (3.7.1) fiir einige

Sonderfille der rechten Seite f : R — R, (d.h., hier gilt  := R):
i) f(z) = P,(x), ein Polynom vom Gradn € Ny.

a) \ = 0 ist keine Losung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

y'(x) = Qu(x),
wobei (),,(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.
(s. Beispiel 3.7.3:  y"(x) —y/'(z) + y(x) = 2° + 6)

b) A\ = 0 ist eine Losung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (mit Viel-
fachheit r € N).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

y*(l‘) =a"- QR(I),

wobei (),,(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 3.7.4: v (x) — 2y/(x) = 2* — 1)
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ii) f(z) = e’ - P,(x), wobeiy € R\{0} und P, (z) ein Polynom vom Grad
n € Ny ist.

a) \ = vy ist keine Losung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
y'(x) = €7 - Qn(x),
wobei (),,(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.
(s. Beispiel 3.7.5:  y"(x) + 2y'(x) + y(x) = 3z - €**)
b) \ = v ist eine Losung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (mit Viel-
fachheitr € N).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

y*(a:) N S Qn(x),
wobei (),,(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.
(s. Beispiel 3.7.6:  y"(x) — 2y (z) + y(z) = 22 - €*)

iii) f(x) == Py(x) - cos(d - x) + Qp(z) - sin(0 - x), wobei § € R\{0}. Dabei
sind P,(x), Qm(z) Polynome vom Grad n,m € Ny oder genau ein Polynom

ist das Nullpolynom.

a) A\ = =+i- ¢ sind keine Losungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
y*(x) = Sy(z) - cos(d - ) + T (x) - sin(d - ),

wobei Sy (x), Ty (x) Polynome vom Grad nicht mehrals N := max{n, m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.
(s. Beispiel 3.7.7:  y"(z) + 4y(z) = 9z - sin(x))

b) A = =£i-9 sind Losungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (jeweils
mit Vielfachheit v € N). Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

y*(x) = 2" - (Sny(z) - cos(0 - x) + Tn(x) - sin(d - x)),

wobei Sy (x), Ty (x) Polynome vom Grad nicht mehrals N := max{n, m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

(s. Beispiel 3.7.8:  y"(z) + y(z) = 4 - cos(z))
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iv) f(z) = e’ (P,(x)-cos(6-2)+Qm(z)-sin(d-z)), wobeivy, s € R\{0}. Dabei
sind P,(x), Q. (x) Polynome vom Grad n,m € Ny oder genau ein Polynom

ist das Nullpolynom.

a) \ = y=£i-0 sind keine Losungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
y*(xz) = e - (Sy(z) - cos(d - x) + T (x) - sin(d - x)),

wobei Sy (x), Ty (x) Polynome vom Grad nicht mehrals N := max{n, m}

mit unbekannten Koeffizienten sind.
(s. Beispiel 3.7.9:  y"(x) + 2y'(x) + 2y(x) = €* - sin(x))

b) A =y %10 sind Losungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (je-
weils mit Vielfachheit r € N).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
y'(x) =a"-e"" - (Sy(z) - cos(d - z) + Tn(x) - sin(d - x)),

wobei Sy (x), Ty (x) Polynome vom Grad nicht mehrals N := max{n, m}

mit unbekannten Koeffizienten sind.

(s. Beispiel 3.7.10: y"(z) — 2y'(z) + by(x) = e* - cos(2x))
Beispiel 3.7.3
y'(x) —y' () +y(r) =2 +6, r €R. (3.7.3)

1) v"(x) — y'(z) + y(z) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

1 3
MN-A4+1=0 < A= 5 +i- é (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
1 3
Hier gilt o = 7 B = g und nach Folgerung 3.3.7 ist
- . V3 (V3
y(x) =ez - | ¢ -cos 52 + ¢y - sin %

mit beliebigen ¢;, c2 € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.
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2) Wir haben P3(z) = 2 + 6. Da 0 keine Losung unserer charakteristischen
Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuldre Losung der

inhomogenen Gleichung in der Form
y*(r) = Az® + B2 + Cox + D mit A, B,C,D € R.
Dann haben wir

(y*)(r) = 3Ax* + 2Bz + C,
sowie

(y*)"(z) = 6Az + 2B.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.3) ergibt
(6Ax +2B) — (342° + 2Bz + O)
+(A2® + Be* + Cr+ D) =2 +6
& Az + (=3A+B)-2* + (6A—2B+C) -z
+(2B—-C+D)=2"+6

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

( (

—-3A+B=0 B =3
=
6A—-2B+C=0 C=0

Dann ist
y*(z) = 2° + 327

eine partikuldre Losung und

y(x) = y(z) +y*(2)

z \/g . \/g 3 2
=e2 - <61~COS (795) + ¢y - sin (73:)) + (27 + 32%)

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.3) auf R.
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Beispiel 3.7.4

1)

2)

y'(z) -2y (x) =2 -1, 2z € R. (3.7.4)

y"(x) — 2y'(z) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charak-

teristische Gleichung lautet

M2X2=0 < AX=2 oder A=0 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
Seien \; = 2, Ay := 0. Nach Folgerung 3.3.3 ist

y(x) = c1 - + ¢

mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

Wir haben P;(z) = ? — 1. Da A = 0 eine Losung mit Vielfachheit r = 1
unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
y*(z) =2' - (A2* + Bx + C) = A2 + Bx* + Cx  mit A, B,C € R.
Dann haben wir

(v*)(z) = 3A2* + 2Bx + C,
sowie

(y*)"(xz) = 6Az + 2B.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.4) ergibt

(6Ax +2B) —2- (342> +2Br +C) = 2° — 1
& —6A-2°+ (6A—4B) -2+ (2B—-2C) =2" - 1.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

)
1

A=_=

—6A=1 6
1

6A—4B =0 & B=—
9B —2C = —1 1
C=-=

S
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Dann ist

eine partikuldre Losung und

3 2
Vo) =)+ ') = e et (5 -4

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.4) auf R.
Beispiel 3.7.5
y'(r) + 2y (z) +y(z) =3z -e**, z€R. (3.7.5)

1) y'(z) + 2y’ (x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

M4+2X+1=0 < A=—1 (mitVielfachheit r =2).
Nach Folgerung 3.3.5 ist
ylx)=e""-(c1 + o)

mit beliebigen ¢y, co € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Wir haben v = 2 und P;(z) = 3z. Da 2 keine Losung unserer charakte-
ristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikulére

Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
y*(r) = (Ar+ B) -e* mit A, B €R.
Dann haben wir
(y*) (z) = A-e* + (Ax + B) - 2e**
= (2Ar + A+ 2B) - e™,
sowie

(y*)"(x) = 24 - ** + (2Ax + A+ 2B) - 2e**
= (4Ax +4A +4B) - ** .
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.5) ergibt:
(4Ar +4A+4B) - +2- (2Az+ A+2B) - + (Az + B) - e* = 31 - &*"
= 9A -2+ (6A+9B) = 3z.

e2r #0

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

94 =3 3
6A+9B =0

Dann ist

eine partikuldre Losung und

y(2) = Gz) +y' (@) = e (et e x) + (g _ g) o

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.5) auf IR.

Beispiel 3.7.6
y'(z) — 2y (z) + y(z) =22 - ", z € R. (3.7.6)

1) v"(x) — 2y/(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet
M—2\+1=0 < A=1 (mitVielfachheitr = 2).
Nach Folgerung 3.3.5 ist
yx)=€"(c1+ o 1)

mit beliebigen ¢;, c2 € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.
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2) Wir haben v = 1 und P;(z) = 2z. Da A = 1 eine Losung mit Vielfachheit
r = 2 unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung

3.7.2 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
y*(r) =2 (Ax + B) -e” = (A2 + Bz?)-¢® mit A, B € R.
Dann haben wir
(v*) (z) = (342° 4+ 2Bx) - €" + (Ax® + Ba?) - "
= (Az® + (3A+ B) - 2% + 2Bx) - ",
sowie
(y*)"(z) = (342 + (6A + 2B) - x + 2B) - &"

+ (Az® + (3A+ B) - 2* + 2Bx) - *
= (A2’ + (6A+ B) - 2>+ (6A+4B) -2+ 2B) - €.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.6) ergibt

(Az® 4+ (6A+ B) - 2* + (6A+4B) -z + 2B) - €
—2- (Az® + (3A+ B) - 2> + 2Bx) - € + (A2® + Ba?) - ¢" = 21 - €"
ﬁ Az + 2B =2x.
Ein Koeffizientenvergleich liefert:
6A =2
2B=0

Dann ist

eine partikuldre Losung und

x3 . e”

3

ya) =y(x) +y'(x) =" - (1 +cp-x) +

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.6) auf R.
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Beispiel 3.7.7

1)

2)

y"(x) + 4y(z) = 9z - sin(x), z € R. (3.7.7)
y"(x) 4+ 4y(z) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charak-
teristische Gleichung lautet
M+4=0 & A==£i-2 (jeweilsmit Vielfachheitr = 1).
Hier gilt @ = 0, 8 = 2 und nach Folgerung 3.3.7 ist
y(x) = ¢1 - cos(2z) + ¢ - sin(2x)
mit beliebigen ¢y, co € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

Wir haben § = 1, P(z) = 0 (Nullpolynom) und Q;(z) = 9z. Da +i keine
Losungen unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Be-
merkung 3.7.2 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der

Form
y*(x) = (Ax + B) - cos(z) + (Cx + D) -sin(x) mit A, B,C, D € R.
Dann haben wir
(y*)'(z) = A - cos(x) — (Ax + B) - sin(x)
+ C -sin(x) + (Cz + D) - cos(x)
= (Cx+ (A+ D)) -cos(z) + (—Azx + (—B + C)) - sin(z),
(y")"(x) = C - cos(z) + (Cx + (A+ D)) - (= sin(x))
+ (—A) -sin(z) + (—Az + (=B + C)) - cos(x)
= (—Azx 4+ (—B+2C)) - cos(x) + (—Cz + (—2A — D)) - sin(x) .
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.7) ergibt
(—Ax + (=B +2C)) - cos(x) + (—Cz + (—2A — D)) - sin(x)
+4- ((Az + B) - cos(z) + (Cx + D) - sin(x)) = 9z - sin(z)
& 3Azx - cos(z) + (3B + 2C) - cos(x)
+3Cx - sin(x) + (—2A + 3D) - sin(z) = 9z - sin(z) .
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:

.
3A=0

A=0

3B+2C =0 B=-2
=

3C =9 c=3

\—2A+3D:O \D:(]

Dann ist

y*(x) = =2 - cos(x) + 3z - sin(z)
eine partikuldre Losung und
y(x) = y(z) +y* ()
= ¢1 - cos(2x) + ¢o - sin(2z) + (=2 - cos(x) + 3x - sin(x))

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.7) auf R.

Beispiel 3.7.8
y'(z) +y(z) =4-cos(z), xz€R. (3.7.8)

1) y"(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charakte-

ristische Gleichung lautet
M+1=0 & A==i (jeweils mitVielfachheit r = 1).

Hier gilt & = 0, = 1 und nach Folgerung 3.3.7 ist

y(x) = ¢y - cos(x) + ¢o - sin(z)

mit beliebigen ¢, co € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Wir haben § = 1, Py(z) = 4 und Q(z) = 0 (Nullpolynom). Da A = =i
Losungen (jeweils mit Vielfachheit » = 1) unserer charakteristischen Glei-
chung sind, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuldre Losung der

inhomogenen Gleichung in der Form

y*(x) =x-(A-cos(zr)+ B-sin(r)) mit A, B € R.
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Dann haben wir
(y*)(z) = A-cos(z) + B -sin(z) + z - (—A - sin(z) + B - cos(x))
= (A+ Bzx) - cos(z) + (B — Ax) - sin(x),
sowie
(y")"(x) = B - cos(x) + (A + Bz) - (—sin(x))
+ (—A) -sin(z) + (B — Ax) - cos(z)
= (—Ax +2B) - cos(z) + (—Bx — 2A) - sin(z) .
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.8) ergibt
(—Ax 4+ 2B) - cos(z) + (—Bx — 2A) - sin(z)
+x- (A-cos(z) 4+ B-sin(z)) =4 - cos(z)
& 2B - cos(x) — 2A - sin(z) = 4 - cos(x) .
Ein Koeffizientenvergleich liefert:
2B =14 A=0
—2A=0 B =2
Dann ist y*(z) = 2x - sin(z) eine partikulire Losung und
y(x) =y(x) + y*(z) = ¢1 - cos(x) + ¢ - sin(z) + 2z - sin(x)
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.8) auf R.
Beispiel 3.7.9
y"(x) + 2y (x) + 2y(z) = " - sin(z), z € R. (3.7.9)

1) v"(x) + 2y (x) + 2y(z) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet
M4224+2=0 < M=-14i (jeweils mit Vielfachheitr = 1).

Hier gilt « = —1, § = 1 und nach Folgerung 3.3.7 ist

y(x) =e™ - (c1 - cos(x) + ¢y - sin(x))

mit beliebigen ¢;, c2 € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.
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2) Wir habeny =1, = 1, P(x) = 0 (Nullpolynom) und Qo(z) = 1. Dal+1i
keine Losungen unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach
Bemerkung 3.7.2 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der

Form
y*(z) =¢e"- (A-cos(z) + B -sin(z)) mitA, B € R.
Dann haben wir
(y*) (z) =€ - (A-cos(x) + B -sin(z))
+e" - (—A-sin(z) + B - cos(z))
=e" - ((A+ B) - cos(z) + (—A + B) - sin(x)),

(y")"(x) =" ((A+ B) - cos(z) + (—A + B) - sin(z))
+e" - (=(A+ B) -sin(z) + (—A + B) - cos(z))
=e"- (2B - cos(x) + (—2A) - sin(x))
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.9) ergibt
e’ (2B - cos(z) — 2A - sin(x))
+2e” - ((A+ B) - cos(z) + (—A + B) - sin(z))
+2e” - (A - cos(z) + B -sin(z)) = e - sin(x)

<e—w—;5> (4A+4B) - cos(x) + (—4A +4B) - sin(x) = sin(z) .

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

4A+4B =0 8
—4A+4B =1 1

Dann ist

yH(z) = e - (—% - cos(x) + é - Sin(x))

eine partikuldre Losung und
y(e) =ylx) +y*()
1 1
=e 7 (c1-cos(z) + ¢ -sin(z)) +€° - (—g - cos(z) + 3 sin(a:))

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.9) auf R.
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Beispiel 3.7.10

1)

2)

y"(z) — 2y (z) + by(z) = €” - cos(2z), =z €R. (3.7.10)

y"(x) — 2y (x) + by(z) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

M2 +5=0 & A=1%+i-2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
Hier gilt « = 1, f = 2 und nach Folgerung 3.3.7 ist
y(x) =e" - (c1 - cos(2x) + o - sin(2x))

mit beliebigen c;, c; € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

Wir haben v = 1,0 = 2, Fy(z) = 1 und Q(z) = 0 (Nullpolynom). Da
A =1=£1i-2 Losungen (jeweils mit Vielfachheit » = 1) unserer charakte-
ristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikulare

Losung der inhomogenen Gleichung in der Form

y'(x) =x-e"- (A-cos(2x) + B -sin(2r))
=e" - (Az - cos(2z) + Bz -sin(2z)) mit A, B € R.

Dann haben wir
(") (z) = e - (Az - cos(2z) + Ba - sin(2x))
+et (A . cos(2z) — 2Az - sin(2z)
+ B -sin(2z) + 2Bz - cos(2x))
— e ((Ax + A+ 2Bz) - cos(2x)
+ (Bx — 24z + B) - sin(2x)>
—e”. (((A +2B)z + A) - cos(21)

+((B—24)z+ B)- sin(2x)) ,
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(y")"(z) = - (((A+2B)z + A) - cos(2z)
+((B=24)z + B) - sin(20) )
Fet. <(A +2B) - cos(2z)
+((A+2B)x + A) - (—sin(2z)) - 2
+ (B — 24) - sin(2z)
+((B—24) -z + B) - cos(2z) 2)
— e <((—3A +4B)z + (24 + 4B)) - cos(2z)
+((—44 = 3B)z + (—44 + 2B)) - sin(20) )
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.10) ergibt
e+ (=34 +4B)z + (24 + 4B)) - cos(2z)
+((~44 = 3B)a + (~44 + 2B)) - sin(22) )
~2¢ - (((A+2B)a + A) - cos(20)
+((B—2A) + B) - sin(2x))

+5e” - <Ax -cos(2z) + Bx - sin(2x)> = e” - cos(2x)

= 4B - cos(2z) + (—4A) - sin(2z) = cos(2z).
Ein Koeffizientenvergleich liefert:
1
= B = —
4B =1 - 1

Dann ist in(22)
. e’ - x -sin(2x
y'(r) = ———F——

4
eine partikuldre Losung und

y(a) =ylx) +y"()
T .€in(2
=e” - (¢ - cos(2x) + co - sin(2x)) + %sm(x)
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.10) auf R.
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Beispiel 3.7.11

1)

2)

y"(x) — 5y (z) + 6y(z) = cos(3z) + - *, z€R. (3.7.11)
y"(x) — 5y'(z) 4+ 6y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.
Die charakteristische Gleichung lautet

M —5\+6=0 < \=2oder A = 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Seien \; = 2 und )y = 3. Nach Folgerung 3.3.3 ist

y(r) =c1-e* +cy- e

mit beliebigen c¢;, c; € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

Nach Bemerkung 3.7.2 suchen wir eine partikuldre Losung der inhomogenen

Gleichung
y"(x) — 5y’ (z) + 6y(z) = cos(3x) (3.7.11a)

in der Form
yi(z) = A-cos(3z) + B -sin(3z) mit A, B € R.
Dann haben wir

(y7)'(z) = —=3A - sin(3x) 4+ 3B - cos(3x)
sowie

(y7)"(x) = —9A - cos(3z) — 9B - sin(3z) .
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.11a) ergibt

—9A - cos(3x) — 9B - sin(3x)
—5-(—3A-sin(3z) + 3B) - cos(3x))
+6 - (A - cos(3z) + B - sin(3z)) = cos(3x)
& (—3A — 15B) - cos(3x) + (15A — 3B) - sin(3z) = cos(3z) .
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:

1
—3A—-15B =1 A:_%
< 5

15A—-3B =0 B=_"°
78

Dann ist

. 1 5
yi(z) = —3 - cos(3x) — ™ - sin(3z)

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.11a) auf R.

3) Nach Bemerkung 3.7.2 suchen wir eine partikuldre Losung der inhomogenen
Gleichung
y'(x) — 5y () + 6y(x) = - &** (3.7.11b)

in der Form
yi(x) =2 - (Ax + B) - &* = (Az® + Bz) -e** mit A, B € R.
Dann haben wir
(y3)(z) = (2Az + B) - &** + (Az* + Bx) - % - 3

= (3A2* + (2A+3B)x + B) - ™,

sowie

(y3)"(z) = (6Ax + (2A+3B)) - ¥ + (3A2° + (2A +3B)x + B) - &** - 3
= (9A2* + (12A + 9B)x + (2A + 6B) - &% .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.11b) ergibt

(9A2? + (12A + 9B)z + (2A + 6B)) - &**
—5-(3A2° + (2A+3B)x + B) - &**
+6 - (Az? + Bx) - =z - "

— 2Ax+ (2A+ B) ==.
e3T£0

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

2A=1
2A+B=0
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1= (22

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.11b) auf RR.

Dann ist

4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 3.6.6) ist
y*(x) = yi(x) + y5 ()
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (3.7.11) und
y(x) = y(z) + y*(2)

1 5 2
=c1-e” oy + (_7_8 - cos(3z) — w5 sin(?)x)) + (% - x) -

die allgemeine Losung der Gleichung (3.7.11) auf RR.

Beispiel 3.7.12 (Anfangswertproblem)

1
y'(@) = 6y'(2) + Sy(a) =, TER,
y(0)=1+2In(2), (3.7.12)

y'(0)=61n(2).

1) y"(z) — 6y'(z) + 8y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet
A —6A+8=0 & A\=2oder A\ = 4 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
Seien A\; := 2 und A, := 4. Nach Folgerung 3.3.3 ist
y(x) =c1-e* +cy- e

mit beliebigen c;, c2 € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R. Die Funktionen

2x

y1(z) = e*,  yy(x) = e

bilden ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung auf R.
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2) Nach dem Verfahren der Variation der Konstanten ( Bemerkung 3.6.4) suchen

wir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung

4

y"(v) — 6y'(x) + 8y(z) = [

in der Form

4
() () + o) () =
Also gilt:
i (z) - e* + dy(z) - e =0,
4
2 / . 2 4 / . 4x — .
d(x)-e* 4+ 4dy(x) - e =
Mit Hilfe der CRAMER schen Regel erhalten wir:
eQ:t e4x
A= =2.e"£0 firallex € R
207 4el®
und
0 el
A _ 4. e4;t
b 4 4z B 1+ S ’
——— e
14+e 2
sowie
e?® 0
Ny _ 4. er
9 = . 4 = 14 o2 .
28" ———
14+e2
Weiter gilt:
A1 2- 6_2;r
alr) = A l4e2
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und
—dz —2z
G = P =g =2 -
Dann sind
ci(r) =In(l4+e ) +m
und

co(r) = —e* +In(l+e ) +n

mit beliebigen m, n € R entsprechende Stammfunktionen.

Mit m = 0,n = 0 bekommen wir folgende partikuldre Losung der inhomo-

genen Gleichung

y'(z) = a(@) - (@) + c2(2) - y2(2)
— e2x X ln(l + e72x) 4 (_eQ;t 4 e4x X ln(l + e72x)) )

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung auf R ist

y(x) = y(z) +y* ()
=c e 4G e In(1+e72) + (—e® + e - In(1 +e72Y))

mit ¢, ¢o € R. Fir jedes x € R gilt:

_2).6_27:
/ :2~.2x 4~_4:v 22381 1 —2x 23@_(
y'(x) =2¢ - e +4c- e +2-e - In(l+e ) +e Tioo
—9) .27
—2-62”—1—4-645"’-ln(l—l—e_%)—i-e“-7( )€
14 e 2
=20, - ¥ 4 43 - 1T 4 e 21n(1+e*25”)+ﬁ—2
1 2 1+e_2x

+e* . (4In(1+e72) + e
l+e2 )"

Mit Hilfe der Anfangswerte konnen wir nun die Konstanten ¢1,¢; € R ein-

deutig bestimmen. Wir haben

{ y(0)=1+21In(2),
y'(0)=61n(2),
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und somit gilt

a+c+In2)+(—1+1n(2))=1+2In(2)
20) +4¢ + (2In(2) =1 —2) + (4In(2) — 1) =61n(2)

c1+c =2 o =2
< &
251 + 452 =4 6’2 =0
Dann ist
y(x) =267 +e* - In(l+e7*) —e® + e - In(1 +e™™)
— g2z + (623: + e4;r) . lIl(l + e_Qx)

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (3.7.12).
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4 Lineare Differenzengleichungen

zweiter Ordnung

4.1 Anfangswertproblem fiir lineare Differenzen-

gleichung zweiter Ordnung

Vorbemerkung: Im Folgenden werden wir Differenzengleichungen auf der
Menge Ny untersuchen. Analoge Betrachtungen lassen sich auf Z="° =
{ng,no + 1,...} mit einem beliebigen ny € Z oder auf der ganzen Menge
Z, durchfithren.

Definition 4.1.1
Gegeben seien die Funktionen p,q, f : Ng — R, wobei q(n) # 0 fir allen € Ny
ist. Gesucht ist eine Funktion x : Ny — R, sodass fiir alle n € Ny gilt:

z(n+2)+pn) -z(n+1)+qn)- xz(n) = f(n). (4.1.1)

Gleichung (4.1.1) heif3t lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung. Die Funkti-
onz : Ny — R heifst Losung der Gleichung (4.1.1).

Satz und Definition 4.1.2
Gegeben seien die Funktionen p,q, f : Ng — R, wobei q(n) # 0 fir allen € Ny
ist. Seing € Ny beliebig. Dann existiert fiir beliebige 1, ;11 € R genau eine Lésung

des Anfangswertproblems:

z(no) = 1o , (4.1.2)
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BEWEIS:

Existenz:

Sind die Werte x(ng) und z(ng + 1) gegeben, so ist auch der Wert an der
Stelle (ng + 2) bereits bestimmt:

z(no +2) = f(no) — p(no) - x(no + 1) — q(no) - x(no) -
Fur (ng—1) € Ny erhalten wir aus der Giiltigkeit der Differenzengleichung

f(no —1) —x(ng + 1) — p(ng — 1) - x(no)
q(no — 1) .

Sukzessive kann also jeder Wert von z(.) auf Ny bestimmt werden und es

x(ng— 1) =

existiert eine Losung des Anfangswertproblems.

Eindeutigkeit:
Seien x1, x5 : Ny — R zwei Losungen des Anfangswertproblems. Dann
gilt:
z1(n+2)+p(n) - z1(n+1) +q(n) - z1(n) = f(n),
r1(no) = Mo ,
z1(no +1)=p1,
und
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z2(n +2) 4+ p(n) - v2(n + 1) + q(n) - 22(n) = f(n),
952(n0):ﬂ0a

Ta(no+1)=pu .
Fir 7(n) := x1(n) — z2(n) mit n € Ny folgt:
2(n+2) +pn) - z(n+1) +q(n) - (n)

(no)

(no + 1)

?

0
0, (4.1.3)
0.

Wir beweisen, dass (4.1.3) nur die triviale Losung z(n) = 0 firallen € Ny

zulasst.

Wir zeigen zuerst, dass fiir alle n € Ny mit n > ng bereits £(n) = 0 gelten

muss:
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Mit den Anfangsbedingungen haben wir schon z(ny) = Z(ng + 1) = 0.
Angenommen, es existiert ein n € N mit n > (ng + 2), sodass z(n) # 0

gilt. Dann ist die Menge {n € N : n > (ng + 2) und £(n) # 0} nichtleer.
Sei s :=min{n € N:n > (ng + 2) und 7(n) # 0}.

Dann gilt (s — 1) = Z(s — 2) = 0 und nach (4.1.3) folgt:

z(s) = —p(s—2) - Z(s—1)—q(s —2)-2(s —2) =0,
=0 =0
im Widerspruch zur Auswahl von s. Also ist z(n) = 0 fur alle n € Ny mit

n = ng.
Ist ng = 0, so folgt somit sofort z(n) = 0 fir alle n € Nj.

Jetzt zeigen wir, dass auch fir ng > 1 die Behauptung z(n) = 0 fir alle
n € Ngmitn < (ng — 1) folgt:

Andernfalls wére die Menge {n € Ny : n < (ng — 1) und z(n) # 0}
nichtleer und es existierte ¢t := max{n € Ny : n < (ng — 1) und z(n) #
0}. Dann gilt (¢t + 1) = Z(t + 2) = 0. Wegen

T(t+2)+p(t) -zt +1)+q(t) - z(t) =0
=0 =0
und ¢(t) # 0 folgt Z(t) = 0, im Widerspruch zur Auswahl von ¢. Also ist

auch z(n) = 0 fiur allen € Ny mit n < (ng — 1).

Wir haben gezeigt, dass das Anfangswertproblem (4.1.3) nur die triviale
Losung z(n) = 0 fur alle n € Ny besitzt, d.h., es gilt x1(n) = x5(n) fur

alle n € Ny. Damit ist die Losung von (4.1.2) eindeutig bestimmt.
O

Bemerkung und Definition 4.1.3
Ist f(n) = 0 fir allen € Ny, so heifst die Gleichung (4.1.1) lineare homogene

Differenzengleichung zweiter Ordnung, ansonsten heif$t diese lineare inhomogene

Differenzengleichung zweiter Ordnung.
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4.2 Lineare homogene Differenzengleichung

zweiter Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung
z(n+2)+pn)-z(n+1)+q(n)- z(n) =0 (4.2.1)

(dabei sind die Funktionen p, ¢ : Ny — R mit ¢(n) # 0 fiir alle n € Ny gegeben).
Satz 4.2.1

Seien x1, x5 : Ny — R zwei Losungen von (4.2.1), dann ist
xz(n) =cy-x1(n) + c2 - x2(n)

ebenfalls eine Losung von (4.2.1), wobei cy, co € R zwei beliebige Konstanten sind.

BEWEIS:

Da 71, x5 zwei Losungen von (4.2.1) sind, gilt fiir alle n € Nj:

z1(n+2) +p(n) z1(n+1) +q(n) - z1(n) =0 (4.2.2a)
und

zo(n +2) + p(n) - xo(n + 1) + ¢(n) - z5(n) = 0. (4.2.2b)
Dann folgt fir z(n) = ¢; - x1(n) + ¢2 - x2(n) mit beliebigen ¢y, ¢ € R:

z(n+2) +p(n) z(n+1)+q(n) - x(n)
=1 -x1(n+2)+ 2 - 22(n + 2)]
+pn)-lar-zi(n+1)+co - x2(n+ 1)
+q(n) - ey - 21(n) + ¢z - w2(n)]
=c - [11(n+2) +p(n) - z1(n+ 1) + q(n) - 21(n)]
+ e+ [w2(n+2) + p(n) - 22(n + 1) + q(n) - 22(n)]
(4.2.2a)

0 firalle neN;j.
(4.2.2b)

Nach Definition 4.1.2 ist
xz(n) =c1 - x1(n) + o - x2(n)
eine Losung von (4.2.1) auf Ny, fiir beliebige ¢, c2 € RR. O
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Definition 4.2.2 (Komplexwertige Funktion der ganzzahligen Variablen)
Sei I eine nichtleere Teilmenge von Z. Eine Abbildung w : I — C heifSt komplex-

wertige Funktion der ganzzahligen Variablen.

Bemerkung 4.2.3
Jede komplexwertige Funktion w : I — C der ganzzahligen Variablen ldsst sich
in der Form w = u + i - v darstellen, wobei u, v zwei reellwertige Funktionen der

ganzzahligen Variablen sind.

Beispiel 4.2.4
Seien r, ¢ € R mit r # 0. Dann ist die Funktion w : Z — C mit

w(n) = (r- (cos(p) +1-sin(p)))"

auf Z wohldefiniert und es gilt fiir alle n € Z:

(7 - (cos(p) +1i-sin(p)))" = 1" (cos(p) +1i-sin(p))"

D (cos(ng) + i - sin(ng))

=7r"-cos(np)+1i-r"-sin(ny),
wobei wir in (x) den Satz von Mo1vre® benutzt haben:

Satz von MOIVRE

(cos(p)+i-sin(p))"™ = cos(ng)+i-sin(ny) firalle p € Rundallen € Z.

Satz 4.2.5
Ist x(n) == wu(n) + 1 - v(n) mit reellwertigen Funktionen u,v : Ny — R eine
komplexwertige Losung von (4.2.1), dann lésen diese beiden Funktionen ebenfalls

diese Differenzengleichung.

8 Abraham de Moivre, 1667-1754
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BEWEIs:
Da die Funktion x = u +1- v eine komplexwertige Losung der Gleichung (4.2.1)
ist, gilt fiir alle n € Ny (nach Definition 4.1.1):

0=x(n+2)+pn)-z(n+1)+q(n) - z(n)
= [u(n+2) +i-v(n+2)]
+p(n) - [u(n+1)+i-v(n+1)]
+q(n) - [u(n) +i-v(n)]
= [u(n +2) +p(n) - u(n+1) +q(n) - u(n)]
+i-[o(n+2)+p(n)-v(n+1)+qn) - v(n)].
Fiir jedes n € Ny liefert der Vergleich zweier komplexen Zahlen:

{u(n +2) +p(n) - uln + 1) +q(n) - u(n) =
v(n+2)+pn)-vin+1)+q(n) - -vin)=

Nach Definition 4.1.1 sind also die Funktionen u, v Losungen der homogenen
Gleichung (4.2.1) auf Ny, 0J

Beispiel 4.2.6
Die komplexwertige Funktion  : Ny — C mit z(n) = (2 - )" ist eine Losung
der Gleichung

z(n+2)+4z(n) =0 auf Ny.

In der Tat

r(n+2) +4x(n) = (2-1)" +4-(2-1)"
= (21" ((2-1)*+4)

fiir alle n € Ny. Weiter gilt

2.122-<COS<g)+i'Sin<g))

und nach dem Satz von MOIVRE

(2-y)"=2". (cos <g) +1-sin (g))n
=2". (cos<§-n> +i-sin<§-n>> .
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Fir jedes n € Ny seien u(n) = 2" - cos <g n) und v(n) = 2" - sin (g : n)

Dann gilt auf Ny
n+2 T n ™
u(n +2) 4+ 4u(n) = 2 -cos<§-(n+2))+4-2 -cos(E-n)
x5 ) om0
= 2" t2. <—cos <g n) + cos <g n)) =0
:2"+2~(sin<g~n+ﬂ>+sin<g-n>
=22, (—sin (g n) + sin <g n)) =0

D.h., die Funktionen u, v sind reellwertige Losungen von z(n + 2) + 4x(n) = 0
auf Nj.

sowie

v(n+2)+4v(n):2"+2~sm<g~(n+2))+4.2"-sm<
)

ol 3

Definition 4.2.7

Gegeben seien die Funktionen x1, x5 : Ng — R. Dann heif$t die Determinante

x1(n) xo(n)
ri(n+1) x(n+1)

wi(n)  xa(n) )

ri(n+1) z(n+1)

D(n) = det <

CASORATI-Determinante’ dieser Funktionen.

Definition 4.2.8

Seien x1 und x4 zwei verschiedene Losungen von (4.2.1). Dann heif$t {1, zo} heifit
Fundamentalsystem von (4.2.1) auf Ny, falls fiir die CAsORATI-Determinante dieser
Funktionen stets D(n) # 0 fir allen € Ny erfullt ist.

Beispiel 4.2.9
x(n+2)—x(n)=0, neNp.

1) z1(n) == 1" = 1 und x9(n) = (—1)" sind Losungen dieser Gleichung
auf Ny. In der Tat gilt fiir jedes n € Np:

ri(n+2)=1""=1, x(n+2)—x(n)=1""2-1"=0

°Felice Casorati, 1835-1890
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To(n+2) = (=1)""2 @y(n+2) —a9(n) = (—=1)"T2 — (=1)"
(—1)"-(1—=1)=0.

2) Nach Definition 4.2.7 gilt fiir alle n € Ny:

I I O St F R
D(n) = zi(n+1) zao(n+1) N (—1)n+t = (-1 (1)
=2 (=1)"*t +£0.

Nach Definition 4.2.8 ist {1, (—1)"} ein Fundamentalsystem der Gleichung
x(n +2) — x(n) = 0 auf Ny.
Satz 4.2.10
Seien x1 und x4 zwei verschiedene Losungen von (4.2.1). Existiert ein ny € Ny mit
D(ng) # 0, so gilt D(n) # 0 fur allen € Ny.
BEWEIS:
Da die Funktionen z1, 25 : Ny — R zwei verschiedene Losungen der Gleichung
(4.2.1) sind, gilt fiir jedes n € Ny und fiir jedes k € {1, 2}:

rr(n+2) +p(n) - zp(n+1) +q(n) - x(n) =0
& zr(n+2) = —p(n) - xx(n+1) —q(n) - xx(n) .
Wir untersuchen die Funktion D : Ny — R, wobei

z1(n) z9(n)

D) = ri(n+1) xa(n+1)

=z1(n)-za(n+1) —x1(n+ 1) - x9(n)

CasoraTI-Determinante der Funktionen z1, x5 ist.

Weiter gilt fiir jedes n € Ny:

ri(n+1) xo(n+1)

Dln+1)= r1(n+2) xo(n+2)

=x1(n+1) - 29(n+2) —x1(n+2) 22(n+ 1)
= 2i(n+1) - [=p(n) - 22(n + 1) = q(n) - 22(n)]

= [=p(n) - 21(n +1) —q(n) - 21(n)] - 22(n + 1)
(n) - [z1(n) - z2(n+1) —x1(n+ 1) - x9(n)]
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Das Anfangswertproblem

D(n+1)=g(n) - D(n).
D(ng)=Dy (mit Dy € R).

ist auf Ny eindeutig losbar (vgl. Folgerung 2.2.5) und es gilt fiir jedes n € Nj:

wobei wir stets g(n) # 0 fur alle n € N haben.
Somit folgt: Ist D(ng) # 0, so gilt auch D(n) # 0 fir alle n € Ny. 0

Satz und Definition 4.2.11

Allgemeine Losung der linearen homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung.

Sei {x1, 22} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) auf Ny, dann ldsst sich jede
Losung x : Ng — R von (4.2.1) in der Form

z(n) =c1 - x1(n) + co - x2(n)

darstellen, wobei die Koeffizienten c, co € R eindeutig bestimmt sind.

Ldsst man in ¢; - x1(n) + c2 - x3(n) die Koeffizienten c1, co unabhdngig von
einander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhdlt man alle Losungen
der Gleichung (4.2.1). Man sagt: Durch x(n) = c¢; - x1(n) + ca - x2(n) ist die

allgemeine Losung der linearen homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung
z(n+2) +p(n)-z(n+1) +q(n) - x(n) =0

auf N, gegeben.

BEwEIS:
Da {x;, 2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) ist, ist nach Definition 4.2.8 und
Satz 4.2.1 jede Funktion x : Ny — R mit

z(n) =c; - x1(n) + c2 - x2(n)
immer eine Losung von (4.2.1) fiir beliebige c;, ¢, € R.
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Sei 7 : Ny — R eine beliebige Losung von (4.2.1). Wir zeigen: Es existieren

c1, ¢ € R, sodass auf Ny gilt:
z(n) =c1-x1(n) + c2 - x2(n)

In der Tat: Wir nehmen ein beliebiges ny € Ny und bestimmen die Werte Z(ny)

und z(ng + 1). Wir suchen ¢y, ¢2 € R mit:

c1 - x1(ng) + o - x2(ng) =T (ng) , )
Ct- l‘l(no + ].) +cCo - xg(no + 1) :Z’f(no + ]_) .

Weiter gilt
T (no) T2 (no)

N z1(no +1) wa(ng +1) = Plm) #0

da {1, 22} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) ist. Dann ist das LGS (x) ein-
deutig fir ¢;, ¢y losbar. Sei {¢1, ¢;} diese eindeutige Losung des LGS (x). Wir

untersuchen die Funktion z : Ny — R mit
z(n) = ¢ - x1(n) + 2 - x2(n).
Nach Satz 4.2.1 ist x eine Losung von (4.2.1) auf Ny und

x(ng) = ¢1 - v1(no) + C2 - 12(n0) = Z(no)
sowie

x(ng+1)=c¢1-z1(ng+1)+ca-x2(ng+1) =2(ng+ 1) .

Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems (Satz 4.1.2) gilt
fir alle n € Nj:

und

z(n) =c1-x1(n) + 2 - x2(n)

Dann ist jede Losung von (4.2.1) in der Form ¢ - 21 (n) 4 ¢ - x9(n) mit ¢y, co € R

darstellbar.
arstellbar. -
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Beispiel 4.2.12

z(n+2)+x(n)=0, neNy.

1) z1(n) = cos <g : n) und x2(n) = sin <g : n) sind die Losungen der Glei-

chung auf Nj. In der Tat gilt fiir jedes n € Np:

und

z1(n+2) + z1(n) = cos (g (n+ 2)) + cos (g n)

=cos (5 m ) eos ()
—COSQ?”L ™ COSQTL

= oy n) reos(yn) =0
=—cos{5-n)tceos|g-n)=0,

xo(n + 2) + z2(n) = sin <g ~(n+ 2)) + sin (g n)

(5 x) s (5 )
= Sin 9 n m S11 9 n

(5 1) v () =
= 1n 9 n 1n 9 n)=~u.

2) Nach Definition 4.2.7 gilt fiir alle n € Ny:

D(n)

x1(n) xa(n)
ri(n+1) xa(n+1)

cos (g : n) sin (g : n)
cos <g “(n+ 1)) sin <g “(n+ 1))

(g g) s (o) meos (Gomrg) (5 on)
—_ —_ . _ _ —_ . —_ .ln —-n
sSin 9 n B S 9 n B n 9 9

sin(%) —140.

7T . m .
Nach Definition 4.2.8 ist somit {COS <§ . n) ,sin (— . n)} ein Fundamen-
talsystem von x(n + 2) + z(n) = 0 auf Ny.

2

3) Die allgemeine Losung der Gleichung z(n+2) +x(n) = 0 auf Ny lautet also
nach Satz 4.2.11:

m (T
x(n):cl-cos<§-n>+cg~sm<§-n>

mit beliebigen ¢1, c; € R.
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Satz 4.2.13

Sei x1 eine Lésung von (4.2.1), sodass x1(n) # 0 fiur allen € Ny. Dann kann
man eine zweite Losung xo der Gleichung (4.2.1) bestimmen, sodass {x1,x2} ein
Fundamentalsystem von (4.2.1) bildet.

BEWEIS:

Wir suchen die Losung x5 in der Form x9(n) = x1(n) - u(n), wobei u : Ny —
R eine unbekannte Funktion ist. In die Differenzengleichung (4.2.1) eingesetzt

ergibt:
z1(n+2) u(n+2)+pn) z1(n+1)-uln+1)

+q(n) - x1(n) - u(n) = 0.
Da x; eine Losung von (4.2.1) ist, gilt p(n)-x1(n+1) = —x1(n+2)—q(n)-x1(n)
und wir erhalten

z1(n+2) - u(n+2) + (—z1(n+2) — q(n) - z1(n)) - u(n + 1)

+a(n) - 21(n) - uln) = 0

< r1(n+2) (u(n+2)—un+1))
+q(n) - x1(n) - (u(n) —u(n+1))=0

1(n) _
o Tay0 (u(n+2) —u(n+1)) —q(n) - 1) (u(n +1) —u(n)) = 0.

M.aW. geniigt die Funktion w : Ny — R mit w(n) = u(n + 1) — u(n) der
folgenden linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung auf Ny:
1(n)
1) — - =0. 4.2.3
wn+1) = a(n) - s w(n) 429
Nach Bemerkung 2.2.2 ist dann

5751
Hq 7 k+2) xl(n - T n+ Hq

eine Losung von (4.2.3) auf Ny. Weiterhin bekommt man u als eine Losung der
n—1

Gleichung u(n + 1) — u(n) = w(n) durch u(n) = Zw(k) Mit dieser
k=0
Funktion w ist also xo(n) = z1(n) - u(n) eine (weitere) Losung der Gleichung

(4.2.1) auf N.
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Nach Definition 4.2.7 erhalten wir ferner fiir alle n € Ng:

z1(n) z1(n) - u(n)
ri(n+1) zy(n+1)-un+1)

x1(n) xo(n)

Din) = ri(n+1) za(n+1)

=zi(n)-z1(n+1) - (u(n+1) —u(n)) =z1(n) - x1(n+ 1) - wn)

— 21(0) - 21 (1) - [ alh) # 0.

k=0

Somit ist {x1, 25} nach Definition 4.2.8 ein Fundamentalsystem der homogenen

Gleichung (4.2.1) auf Ny, 0

Beispiel 4.2.14
x(n+2) —4x(n+1) +4z(n) =0, n € Ny. (4.2.4)

1) Wir suchen zunichst eine komplexwertige Losung z; in der Form

z1(n) = A" mit A\ € C\{0}. Dann gilt:
z(n+2)—4dx(n+1)+4z(n) =0 <& N2 -4\ 44N =0
& AN —4r+4)=0 = M4 +4=0 & N=2.

Also ist z1(n) = 2" eine reellwertige Losung der Gleichung (4.2.4) auf Ny,

2) Wir suchen eine weitere Losung x5 in der Form x5(n) := x1(n)-u(n), wobei

u : Ny — R eine neue unbekannte Funktion ist. Fiir jedes n € N gilt:

Ta(n+2) —4dza(n + 1) +4xe(n) =0
und eingesetzt

ri(n+2)-un+2)—4z1(n+1) - u(n+1) + 4z (n) - u(n) =0.

Da z; eine Losung ist, gilt 4z1(n + 1) = x1(n + 2) + 4x1(n), sodass wir

erhalten

r1(n+2) - un+2) — (x1(n+2) +4z1(n)) - u(n + 1) + 4z1(n) - u(n) =
& ri(n+2) - (un+2) —un+1)) —4dz(n) - (u(n+1) —u(n)) =0
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M.a.W. geniigt die Funktion w : Ny — R mit w(n) = u(n+1) —u(n) der

Differenzengleichung
r1(n+2)-wn+1) —4x(n) - w(n) =0

und wir erhalten mit z;(n) = 2" fiir alle n € Ny:

22 w(n+1) —4-2" -w(n) =0
0

= w(n+1) —w(n)

et & wn+1)=w).

Wir wahlen (z.B.) w(n) = 1 fir alle n € Ny. Dann gilt fir alle n € N:
u(n+1)—un) =1

Wir nehmen (z.B.) u(n) = n, woraus x9(n) = 2" -n fir alle n € N folgt.

x9(n) = 2" - n ist auch eine Losung der Gleichung (4.2.4) auf Ny,

3) Nach Definition 4.2.7 gilt fiir alle n € Ny:

D(n) x1(n) xo(n) _| 2 2" n
ri(n+1) z(n+1) 2n L ontl(n 4-1)
— 22n+1 7£ 0 )

Nach Definition 4.2.8 ist somit {2",2" - n} ein Fundamentalsystem der ho-

mogenen Gleichung (4.2.4) auf N.
4) Die allgemeine Losung der Gleichung (4.2.4) auf Nj lautet nach Satz 4.2.11:
z(n)=c-2"4+c-n-2"=2"-(c; +¢co-n)
mit beliebigen ¢y, c; € R.
Satz 4.2.15

Gegeben seien die Funktionen p, q : Ng — R, wobei g(n) # 0 fiir allen € Ny ist.

Dann besitzt die lineare homogene Differenzengleichung 2. Ordnung
z(n+2) +p(n)-z(n+1) +q(n) -z(n) =0
ein Fundamentalsystem auf N.
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BEwEIs:
Wir finden zwei (spezielle) Losungen x; und 5 der homogenen Differenzenglei-

chung (4.2.1) mit folgenden Anfangsbedingungen:

33'1(0)
ZEl(]_)

1 x2(0)
0 ZEQ(l)

0
1

Nach Satz 4.1.2 sind die Funktionen z1, 25 : Ny — R eindeutig bestimmt. An

der Stelle 0 erhalten wir fur die CasoraTi-Determinante dieser Funktionen:

10
0 1

T (O) IQ(O)

Do) = 2(1) 2a(1)

=14£0.

Nach Satz 4.2.10 ist D(n) # 0 fir alle n € Ny und nach Definition 4.2.8 ist
{z1, 22} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) auf Ny .
U

4.3 Lineare homogene Differenzengleichung zwei-

ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Definition 4.3.1
Gegeben seien p,q € R mit ¢ # 0. Gesucht ist eine Funktion x : Ny — R , sodass
fiir allen € Ny gilt

z(n+2)+p-z(n+1)+q-z(n)=0. (4.3.1)

Die Gleichung (4.3.1) heif3t lineare homogene Differenzengleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion x : Ny — R heif$t Losung der
Gleichung (4.3.1) auf N.

Eine Funktionx : Ny — C, die (4.3.1) erfiillt, heif$t komplexwertige Losung der
Gleichung (4.3.1) auf Ny.
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Bemerkung 4.3.2
Wir suchen Losungen der Gleichung (4.3.1) in der Form

z1(n) = A"
mit A € C\{0}. In Gleichung (4.3.1) eingesetzt:
)\n+2+p_)\n+1_'_q.)\n:07

liefert unter Beriicksichtigung, dass X\ # 0 ist:

N4+p-A+q¢=0, (4.3.1¢)
P P\?
PN N (_) -
2 2) 1

Beachte: Da q # 0 ist, ist \ = 0 keine Losung von (4.3.1c).

Gleichung (4.3.1c) heif$t charakteristische Gleichung der Differenzengleichung (4.3.1)

2
und D = <g) — q die Diskriminante der charakteristischen Gleichung (4.3.1c).

Es gilt: Die (komplexwertige) Funktion x : Ny — C mit z(n) = A" und
A € C\{0} ist genau dann eine (komplexwertige) Losung von (4.3.1) auf Ny, wenn
A eine (komplexe) Losung der zugehorigen charakteristischen Gleichung (4.3.1c)

ist.
2
L Fall (g) —g>0

. p P\? p P\?
S A= —5 F <—> —q A== — (—) —q.
eien \; 5 5 q 2 5 5 q

Dann sind {1, A2} zwei verschiedene reelle Losungen der charakteristi-
schen Gleichung (4.3.1c¢).

Die reellwertigen Funktionen z1,z5 : Ny — R mit z1(n) = A} und

x9(n) = A} bilden ein Fundamentalsystem von (4.3.1) auf Ny. In der Tat:

Die Funktionen x1, x5 sind Losungen von (4.3.1) und fiir alle n € Ny gilt:

x1(n) xo(n) AN

ri(n+1) xo(n+1)

D(n) =

)\711+1 )\ngl
= (A1 A2)" - (A2 = A1) #0,

denn \; # As und X\ = 0 ist keine Losung von (4.3.1c).
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Folgerung 4.3.3
Nach Satz 4.2.11 ist die Funktion x : Ng — R mit

x(n) =cy - Al +ca- Ay

und beliebigen 1, cy € R die allgemeine Losung von (4.3.1) im Fall <g) T q > 0.
Beispiel 4.3.4

z(n+2)—2zx(n+1)—3z(n) =0, neN,.
Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

M —21-3=0 & A=-1 oder \=3.
Seien A\; := —1 und )\, := 3. Dann bilden die Funktionen z1, x5 : Ny — R mit

z1(n) = (=1)" und x5(n)=3"

ein Fundamentalsystem der Gleichung z(n + 2) — 2z(n + 1) — 3z(n) = 0
auf Nj. Nach Folgerung 4.3.3 ist

x(n)=c - (=1)" +c2-3"
mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Losung dieser Gleichung auf Nj,.

I1. Fall (759)2 —g=0

Die reelle Zahl A :== —~ ist eine Losung der charakteristischen Gleichung
(4.3.1¢) (mit Vielfachheit » = 2). Beachte: da ¢ # 0 ist, ist hier p # 0.

Die reellwertige Funktion z; : Ny — R mit z;(n) == X" und \ = —g ist
eine Losung von (4.3.1). Wir suchen eine weitere Losung x5 : Ny — R in

der Form

xo(n) == N" - u(n),

wobei v : Ny — R eine neue unbekannte Funktion ist. Fiir jedes n € Ny

gilt:
zo(n+2)+p-xa(n+1)+q-a22(n) =0
= N oun+2)+p- A" un+1)+q- A" u(n) =0
ﬁ Meoun+2)+p-Aun+1)+q-un)=0. (x)
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Da ) eine Losung der charakteristischen Gleichung ist, gilt auch
Mu(n)+p-A-u(n) +q-uln) =0. (%)
Eine Subtraktion der Gleichungen (x) und (xx) liefert:

N (u(n+2) —u(n)) +p- A (u(n+1) —u(n)) =0

= Lm+2) —um) = 5 (un+1) —u(n) = 0
= (u(n +2) — u(n)) = 2 (u(n+ 1) — u(n)) = 0
= (un+2)—un+1)) = (un+1) —u(n)) =0.

Fur alle n € Ny sei weiter w(n) == u(n + 1) — u(n).

Danngilt w(n+1)=u(n+2) —u(n+1) und

(u(n+2)—u(n+1))—(u(n+1)—u(n)) =0 < wn+l)—w(n)=0.

Fur alle n € Ny nehmen wir w(n) = 1.

Dann ist

u(n+1) —u(n) = 1.

Wir nehmen w(n) =n fir alle n € Ny, woraus
xo(n) = A"-n

folgt.

Die Funktionen z1, x5 : Ny — R mit z1(n) = A" und 23(n) == n - \"
(wobei \ = —g ist ) bilden ein Fundamentalsystem von (4.3.1) auf Nj. In

der Tat gilt fiir alle n € Nj:

x1(n) xo(n) A n- A"
D(n) = |yt n+1
ri(n+1) z(n+1) A (n+1)-A
— )\2-n+1 ?é O
da A\ # 0 ist.
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Folgerung 4.3.5
Nach Satz 4.2.11 ist die Funktion x : Ng — R mit

z(n) =c - AN"F+eca-n-AN"=X"(¢c; +c2-n)
und beliebigen c,, co € R die allgemeine Losung von (4.3.1) im Fall <g) g q=0.
Beispiel 4.3.6

z(n+2)+6z(n+1)+92(n) =0, neNp.
Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

M4+6A+9=0 < A\=—3 (mitVielfachheitr = 2).
Dann bilden die Funktionen z, x5 : Ny — R mit
ry = (=3)" und x9:=mn-(=3)"

ein Fundamentalsystem der Gleichung z(n + 2) + 6z(n + 1) + 92(n) = 0
auf Nj. Nach Folgerung 4.3.5 ist

z(n) = (=3)"(c1 +co-n)
mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Losung dieser Gleichung auf Nj,.

2 2
IIL. Fall (g) _g<0 o q—<§) >0

Beachte: Hier ist ¢ > 0.

Wegen

=)o (- ()

P, . P\ ?
sy )
2 =1 VI3

/ 2
sind N\=a=+i-f mita = —g und 3 = 4/q — <§) zwei verschie-
dene komplexe Losungen der charakteristischen Gleichung (4.3.1c). Die

komplexwertigen Funktionen 7, 5 : Ny — C mit
zi(n) =(a+i-B)" und z5(n)=(a—i-0)"

sind Losungen der Gleichung (4.3.1).
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Weiter gilt

. . a . B
ati-f o vart s (m* m)

Mit a? + 3% = ¢ > 0 folgt:

a+1i-5=./q-(cos(p)+1i-sin(p)),

wobei das Argument ¢ durch die Bedingungen

cos(p) = \/ﬁ

LN B
Sln((p) - \/m
L € [0;2m)

eindeutig bestimmt ist. Da bei uns 5 > 0 ist, gilt daher

@ = arccos <\/%52> = arccos (_QLQQ) € (0;m).

Nach dem Satz von Mo1vRE bekommt man fiir jedes n € N

(a+i-B)"=(g)% - (cos(n- ) +i-sin(n-p))

und

(a=i-B)"=(a+1i-8)"=(a+i-B)"
= (g)% - (cos(n- ) —i-sin(n-¢)).

Also haben wir fiir jedes n € Nj:

7i(n) = (¢)% - (cos(n - @) +1i-sin(n - ¢))

sowie

23(n) = (¢)% - (cos(n - p) —i-sin(n- ).

Nach Satz 4.2.5 sind somit auch Re(x}(n)), Im(z7(n)), Re(z3(n)) und
Im(z3(n)) Losungen der Gleichung (4.3.1).
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Wir wahlen (z.B.)

und
a(n) = Im(a}(n)) = (¢)? - sin(n - ).

Dann bilden die Funktionen z1, 25 : Ny — R ein Fundamentalsystem von
(4.3.1) auf Ny. In der Tat gilt fiir jedes n € Np:

x1(n) xo(n)

D“w::mm+1)xﬂn+D

(q)2 - cos(n - ) ()% -sin(n - @)
(@)% -cos((n+1)-¢) ()7 -sin((n+1)¢)

= (@)} (@) (sin((n+ 1) 9) - cosn - )
—cos((n+1)-¢)-sin(n - @))
-sin(p) # 0,

B
VP

N

=(¢)" - (q)

denn ¢ # 0 und sin(y) = # 0.

Folgerung 4.3.7 ,
Nach Satz 4.2.11 ist im Fall (g) — g < 0 die Funktion x : Ng — R mit

n
2

(n) = ¢ (q)2 - cos(n- ) + ¢z (¢)2 -sin(n - )
=(¢)2 - (c1 - cos(n - @) + ¢z - sin(n - p))
und beliebigen cy, co € R die allgemeine Losung von (4.3.1) auf Ny.

Dabei ist p = arccos (— P )

NG

Beispiel 4.3.8

i) z(n+2)+9z(n) =0, n € No.

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet:
N4+9=0 & A=4i-3.
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Esgilt a =0, S =3 und p = g Dann bilden die Funktionen x1, x5 :

Ny — R mit x1(n) := 3™ - cos <E n) und z5(n) = 3" - sin <g n) ein
Fundamentalsystem der Gleichung z(n + 2) + 9z(n) = 0 auf Nj.

Nach Folgerung 4.3.7 ist

z(n) =3"- <01 - oS <gn) + ¢o - sin <gn))

mit beliebigen ¢y, co € R die allgemeine Losung dieser Gleichung auf Nj,.

i)  x(n+2)+2zx(n+1)+5x(n) =0, n € No.

Die entsprechende charakteristische Gleichung ist
NA2X+5=0 & A=-1=£i-2

1
Esgilt « = -1, f = 2 und ¢ = arccos (—%) Dann bilden die

Funktionen zy,75 : Ny — R mit z;(n) = (v/5)" - cos(n - ¢) und
T9(n) = (v/5)" - sin(n - ) ein Fundamentalsystem der homogenen Glei-

chung z(n + 2) + 2z(n + 1) + 5z(n) = 0 auf N,
Nach Folgerung 4.3.7 ist
z(n) = 5% - (¢1 - cos(n - ) + ¢y - sin(n - p))
mit beliebigen ¢y, co € R die allgemeine Losung dieser Gleichung auf Ny.

. 1
Dabei ist ¢ = arccos (——)

V5
Beispiel 4.3.9 (FiBonacci-Zahlen'?)
Definition: Die unendliche Folge (F},).cn, der natiirlichen Zahlen, die rekur-
siv durch
EF,=F, 1+ F,
fir n > 2 mit den Anfangswerten Fy = 0 und F; = 1 definiert ist, heif3t F1-
BONAcCI- Folge. Die darin enthaltenen Zahlen heiflen FiBonacci-Zahlen. Wir

konnen diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:
r(n+2)—xz(n+1)—xz(n)=0, neNy,
z(0)=0,
z(l)=1.

Leonardo da Pisa, auch Fibonacci genannt, ca. 1170-1240
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Die charakteristische Gleichung der homogenen Differenzengleichung lautet

MN-A—-1=0 = A:li*/g.

Nach Folgerung 4.3.3 ist mit beliebigen ¢, co € R die Funktion

() = oy <1 +2\/5> e, (1—2\/5>

die allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung. Wir suchen spe-

zielle ¢1, co € R, mit:

(
+(0) = 0 cite=0
~
1 5 1—+/5
#(1) =1 o - +‘f+02. Ve
\ 2 2
4 1
€] = —
~ 1 g
1
g =———
SNV

Dann gilt fiir jedes n € Ny

1 1+v5) (1-vB\"
x(n)—ﬁ 5 - 5 ;

welche Formel von BINET!! genannt wird.

Ubung
Weisen Sie nach: Der Quotient zweier aufeinanderfolgender FiBonAaccI-
F, 1 5
Zahlen nahert sich dem Goldenen Schnitt. Also gilt lim o +2\/7.
n—oo n

Beispiel 4.3.10
Fir a,b € R\{0} und p, 1 € R betrachten wir

z(n+2)—(a+b)-z(n+1)+a-b-z(n)=0, neNy,

Jacques Philippe Marie Binet, 1786-1856
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Die charakteristische Gleichung der homogenen Differenzengleichung lautet

a+bia—b'

M —(a+b)-A+a-b=0 = A= 5 5

I. Fall @ # b Dann besitzt die charakteristische Gleichung zwei verschiedene

reelle Losungen. Seien \; := a, Ay := b. Nach Folgerung 4.3.3 ist
x(n)=cy-a" +cy- "

mit beliebigen c¢;,c2 € R die allgemeine Losung der homogenen Differenzen-

gleichung auf Nj. Wir suchen spezielle ¢y, c; € R, mit:

ZL‘(O) = Mo 1+ ¢ = U
=
r(1) = crra+cyb=py
Es gilt:
11
A= =b—a#0, denn a#b
a b
sowie
po 1 L op
A= 0 =b-py—p und No:= Oz,ul—w,uo
p1 b a H

Nach der CRAMER’schen Regel folgt:

c A b —m
N b—a A b—a

Dann ist
(b po — p1) -a" + (1 — a- po) - O"
b—a
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems 4.3.10 im Fall a # b.

z(n) =

II. Fall @ = b Dann besitzt die charakteristische Gleichung eine reelle Losung

A = a (mit Vielfachheit » = 2). Nach Folgerung 4.3.5 ist
z(n) =a" - (c1 +¢c2-n)

mit beliebigen ¢;,co € R die allgemeine Losung der homogenen Differenzen-

gleichung auf N.
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Wir suchen spezielle ¢;, c; € R, mit:

2(0) = po €1 = fo
~
(1) = a-(c1+ca) =
C1 = Ho
~
M1 —a- lo
Cy =
a
Dann ist
n—1

x(n) =po-a" + (1 —a- ) -n-a

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems 4.3.10 im Fall a = b.

Ubung

Weisen Sie nach: Fall I verhalt sich wie Fall I, wenn b — a lauft.

4.4 Lineare inhomogene Differenzengleichung

zweiter Ordnung

Satz 4.4.1
Gegeben seien die Funktionen p,q, f : Ng — R, wobei g(n) # 0 fir allen € Ny

ist. Dann ldsst sich die Losungsmenge 1L der inhomogenen Differenzengleichung 2.

Ordnung
z(n+2)+pn)-z(n+1)+q(n)-z(n) = f(n) (4.4.1)

aufNy schreiben als: L = x* 4L, wobeilLy die Losungsmenge der entsprechenden

homogenen Gleichung
z(n+2)+pn)-z(n+1)+q(n)- -z(n)=0 (4.4.1h)

und x*(n) eine (sog. partikuldre) Losung der inhomogenen Gleichung ist.
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BEWEISs:
Wir haben bereits in Satz 4.2.15 gesehen, dass Ly nichtleer ist. Wir werden in
Bemerkung 4.4.4 zeigen, dass auch . # &, mit anderen Worten existiert eine

partikuldre Losung z*(n) von (4.4.1) und es gilt auf N
*(n+2)+pn) -z (n+1)4+q(n) - -2"(n) = f(n).
1. Sei zz(n) € L eine beliebige Losung von (4.4.1). Dann gilt fiir jedes n € Ny

rr(n+2)+pn) z(n+1)+qn) zr(n) = f(n),
und somit
(zr(n+2) —2"(n+2)) +p(n) - (z(n+1) —2"(n+1))
+q(n) - (zr(n) —2%(n)) =0.

D.h., Z(n) = x(n) — z*(n) ist eine Losung der homogenen Gleichung
w(n+2) +p(n)-z(n+1) +qg(n) - z(n) =0
auf Ny. Also gilt fir jedes z,(n) € L:

zr(n) =xz"(n) +z(n) € 2*(n) + Ly und L Cz*(n)+ Lo.

2. Sei nun Z(n) € L eine beliebige Losung der homogenen Gleichung. Dann

gilt fiir jedes n € Ny :
r(n+2) +pn)-z(n+1)+qn) z(n) =0

Da z*(n) eine (partikulare) Losung der inhomogenen Gleichung (4.4.1) ist,
folgt

(@Z(n+2)+2"(n+2)+pn)- (T(n+1)+2"(n+1))
+q(n) - (z(n) +27(n)) = f(n)

D. h, z(n) = Z(n) + 2*(n) ist eine Losung der inhomogenen Gleichung

(4.4.1). Also gilt fir jedes T(n) € Ly

z*(n)+z(n) €L und 2*(n)+ Ly CL.
Insgesamt haben wir L = z*(n) + g gezeigt. O

-148 -



§ 4.4. Lineare inhomogene Differenzengleichung zweiter Ordnung

Folgerung 4.4.2

Sei {x1, x5} ein Fundamentalsystem der homogenen Differenzengleichung
z(n+2)+pn)-zn+1)+qn) -z(n)=0 (4.4.1h)

aufNy. Ldasst man in ¢y -x1(n) + co - xo(n) die Koeffizienten c1, co € R unabhdingig
voneinander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhdlt man alle Losungen
der homogenen Gleichung (4.4.1h).

Also gilt fiir die Losungsmenge

Lo ={c1-z1(n) +co-xa(n): c¢1,c0 € R},

dabei heifit ¢, - x1(n) + ¢y - To(n) allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Ist
jetzt x*(n) eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (4.4.1), dann gilt
nach Satz 4.4.1 fiir die Losungsmenge:

L={c -z1(n)+ co-xa(n) + 2" (n) : 1,2 € R}.

Man sagt: Durch x(n) = ¢; - x1(n) + ¢o - xa(n) + x*(n) ist die allgemeine Losung
der linearen inhomogenen Differenzengleichung 2. Ordnung (4.4.1) gegeben.

Oder auch: Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differenzenglei-
chung 2. Ordnung hat die Form

z(n) = z(n) + 2" (n), (4.4.2)

wobei T(n) die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homogenen Glei-

chung und x*(n) eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Beispiel 4.4.3
z(n+2) —9z(n) = n, n e Ny. (4.4.3)

1) Die entsprechende homogene Gleichung lautet
z(n+2)—9z(n) =0 (4.4.3h)
und die charakteristische Gleichung ist
N-9=0 & A=43
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Nach Folgerung 4.3.3 ist
z(n)=c 3"+ ¢+ (—3)" mitbeliebigen c¢;,c2 € R
die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung (4.4.3h).

2) Wie ist nun z*(n) zu wéhlen?

Dazu betrachten wir den Ansatz x*(n) := A-n+ B mit A, B € R. Dann gilt
fir jedesn € Ny :

r*(n+2)—9%2"(n)=n, & A-(n+2)+B-9-(A-n+B)=n.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

1
—84=1 A=-3
= 1
2A -8B =0 B—_L
32
Dann ist 2*(n) == —< - n — 3 eine partikuldre Losung der inhomogenen

Gleichung (4.4.3). Nach Satz 4.4.1 und Folgerung 4.4.2 ist
z(n)=2(n)+2*(n)=c -3"+c- (=3)" + (—— ‘n — —)

die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzengleichung (4.4.3) auf Nj.

Bemerkung 4.4.4 (Variation der Konstanten)
Gegeben seien die Funktionen p,q, f : Ng — R, wobei g(n) # 0 fir allen € Ny

ist. Sei weiter {x1, x5} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung
2(n+2) +p(n) - 2(n+1) +q(n) - 2(n) = 0.
Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung
2(n+2) +p(n) - (n+1) +q(n) - 2(n) = f(n)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:
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Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form:
2" (n) = ci1(n) - z1(n) + ca(n) - z2(n),

wobei ¢y, co : Ny — R unbekannte Funktionen sind. Dann gilt (nach Einsetzung

in (4.4.1)):

caan+2)-x1(n+2)+ca(n+2) - x9(n+ 2)
+p(n) - (can+1) -2 (n+ 1)+ co(n+ 1) - zo(n + 1)) ()
+q(n) - (cr(n) - 21(n) + ca(n) - 22(n)) = f(n).

Da die Funktionen 11, xo die Losungen der homogenen Gleichung sind gilt:
Cl(n) . .I'l(n + 2) + Cl(n) p(n) . xl(n + 1)
+ci(n) - q(n) - 21(n) =0, (%)
CQ(n) . .I'Q(n + 2) + CQ(’]’I,) . p(n) . x2(n + 1)
+ca(n) - g(n) - 22(n) = 0. (% * *)

Dann liefert (x) — (%) — (x * *):

(c1(n+2) —c1(n)) - z1(n + 2)
+(ca(n +2) — ca(n)) - z2(n + 2)
+p(n) - (((n+1) = am) - 210 +1)

ea(n + 1) — ea(n)) - za(n + 1)) = f(n)

& ((a(n+2)—can+1)+(an+1)—c(n)) x1(n+2)
+((ca(n +2) —ca(n+ 1)) + (c2(n+ 1) — ca(n))) - za(n + 2)
p(n) - (((n+1) = ern) -1 (0 +1)

Herln+1) = ca(n)) - wa(n +1)) = £(n)
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& (aan+2)—can+1)) - x1(n+2)
+(ca(n+2) —ca(n+1)) - z3(n + 2)
+(er(n+1) —ci(n)) -z (n+2)
+(ca(n + 1) — ca(n)) - x9(n + 2)
+p(n) - ((ea(n+ 1) = ex(m) - 21 + 1)

Healn+1) = e2(n) ) - 3(n+1)) = f(n).

(% * %)
Als zusitzliche Bedingung auf Ny nehmen wir an:
(c1(n+1) —c1(n)) - z1(n+ 1)
+(ca(n+1) —ca(n)) - z2(n+1) =0. (+)
Dann ist
(aa(n+2)—ci(n+1)) - z1(n+2)
+(ea(n+2) —co(n+1)) - 22(n+2)=0.
Und eingesetzt in (x * *%):
(c1(n+1) —c1(n)) - z1(n + 2)
+(ce(n+1) —ca(n)) - xz2(n+2) = f(n). (++)

Wir setzten
wi(n) =ci(n+1)—ci(n) und wy(n) :=co(n+1)—ca(n).

Mit Hilfe von (4) und (++) erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir die

unbekannten Funktionen wy(n), wq(n) : Ng — R, ndamlich:

wi(n) - x1(n+1) +we(n) - za(n+1) =0
wi(n) - z1(n + 2) + wa(n) - z2(n + 2) = f(n)
mit der Hauptdeterminante

ri(n+1) x(n+1)
r1(n+2) xo(n+2)

A=
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Nach Definition 4.2.7 ist A= D(n + 1) die CASORATI-Determinante der Funktio-
nen 1, xs. Da {x1, 22} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist, gilt
D(n + 1) # 0 fiir allen € Ny. Dann ist das lineare Gleichungssystem mit den

Unbekannten wy(n), we(n) eindeutig losbar. Mit der CRAMER ’schen Regel erhalten

' ‘ 0 zy(n+1) zi(n+1) 0
A= s ANo=
f(n) wa(n+2) zi(n+2) f(n)
und
w(n)_Al $2(n+1)f()
! A D(n+1)
2 A D(n+1)
Da wir
wi(n) =ci(n+1) — c1(n)
und

gesetzt haben, folgt

n

ci(n+1)=> wi(k)+c1(0) baw. ca(n+1)=> wa(k) + c2(0),

k=0

wobeici(0), c2(0) € R beliebig gewdhit werden konnen. Also gilt fiir jedesn € Ny:

ci(n) = i wi(k) +¢1(0) bzw. ca(n) = iwg(k) + ¢2(0). (4.4.4)

Wir erhalten die Funktionen c;, co : Ny — R und somit eine partikuldre Lésung

der inhomogenen Differenzengleichung in der Form

z*(n) = c1(n) - x1(n) + ca(n) - z2(n).
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Beispiel 4.4.5
(n+2)—x(n) = 2 eN (4.4.5)
x(n r(n) = Sy n 0- 4.
1) Die entsprechende homogene Gleichung lautet
z(n+2)—xz(n)=0 (4.4.5h)

und die charakteristische Gleichung ist
N—-1=0 & AX==I.
Seien \; = 1 und )y := —1. Nach Folgerung 4.3.3 ist
z(n)=c +ecy- ()"

die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung (4.4.5h).
Die Funktionen z(n) := 1 und z5(n) := (—1)" bilden ein Fundamentalsys-

tem der homogenen Gleichung auf Nj.

Wir suchen nun z* mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 4.4.4 erhalten wir fiir alle n € Np:

wi(n) -1+ wy(n) - (—1)" =0

2
-1 (=2 = &
W) 1+ )+ (1) =
mit der Hauptdeterminante
1 (_1)n+1
1 1
A=Dn+1)= ni(n 1) aa(n+1) =

ri(n+2) z3(n+2) 1 (—1)m2

= ()" = (=) =2 (=1)",

sowie
O (_1)n+1
- 2y 2y
! 2 (1) n2+4n—+3 n:+4n+3’
n2+4n+3
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und
1 0
‘ 2
h2 i 2 T dAn+3
n?+4n +3
Nach der CRaAMER’schen Regel gilt fiir jedes n € Ny:
Ay 1 1 1 1
el = = e mys 2 [n—H_n+3]
und
Ao 1 (—1)™
wa(n) = a (=)™ - (n? +4n + 3) T2 +4n+3

1 1
2 n+l n+3]"°
Weiter gilt nach Bemerkung 4.4.4:

—~ — k+1 k+3
0D ()] oo
d

— k%:. [(1_ %) — (=)™ (n—lkl — n}ﬂ)} + ¢2(0).

1
Mit ¢, (0) = —Z und c2(0) = — 1 bekommen wir folgende partikulare Losung

der inhomogenen Differenzengleichung (4.4.5):

2*(n) = c1(n) - 21(n) + ca(n) - 22(n)
:_%wni1+ni2}_vjw'hil_ni2}04w

1o 11 1] 1
2 [n+1 n+2] 2 |n+l1 n+2]  n+l
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.4.5) auf Ny ist somit

1
n+1

z(n)=2Z(n)+x2*(n)=c +c- (—=1)" —

mit beliebigen ¢1, c; € R.

-155 -



Kapitel 4 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

Satz 4.4.6 (Superpositionsprinzip)
Gegeben seien die Funktionen p,q, f1, fo : No — R, wobei g(n) # 0 fiir alle

n € Ny ist. Seien weiter x7(n) eine partikuldre Losung von

z(n+2)+pn) -zn+1)+qn)- zn) = fi(n) (4.4.6a)
und x(n) eine partikulire Losung von

z(n+2)+pn)- -z(n+1)+q(n) - xz(n) = fa(n). (4.4.6b)
Dann ist z*(n) = xf(n) + x5(n) eine partikuldre Losung von
20 +2) +p(n) - 20+ 1)+ q(n) -2(n) = fuln) + foln).  @47)

BEWEIS:
Einsetzen von z*(n) in (4.4.7) liefert die Behauptung, weil z}(n) und x3(n) par-

tikulare Losungen der entsprechenden Gleichungen sind.
O

4.5 Lineare inhomogene Differenzengleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten

Definition 4.5.1
Gegeben seien eine Funktion f : Ng — R und reelle Zahlen p, g € R mit g # 0.

Gesucht ist eine Funktion x : Ny — R, sodass fiir allen € Ny gilt:
z(n+2)+p-xz(n+1)+q-z(n)= f(n). (4.5.1)

Die Gleichung (4.5.1) heif3t lineare inhomogene Differenzengleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion x : Ny — R heif$t Losung der
Gleichung (4.5.1) auf Ny. (Vgl. Definition 4.1.1, Bemerkung 4.1.3, Definition 4.3.1).
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Bemerkung 4.5.2
Nach Folgerung 4.4.2 hat die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Diffe-
renzengleichung (4.5.1) die Form

z(n) = z(n) + 2" (n), (4.5.2)

wobei T(n) die allgemeine Losung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-

renzengleichung
z(n+2)+p-z(n+1)+q-z(n)=0 (4.5.1h)

und x*(n) eine partikuldre Losung der linearen inhomogenen Differenzengleichung
(4.5.1) ist. Die allgemeine Lésung x(n) von (4.5.1h) bekommt man, wenn man die

charakteristische Gleichung
Ntp-A+qg=0 (4.5.1¢)

untersucht (s. Folgerungen 4.3.3, 4.3.5, 4.3.7).
Wir betrachten nun die Form partikuldrer Losungen x*(n) von (4.5.1) fiir einige
Sonderfille der rechten Seite f : Ny — R:

i) f(n) = Py(n) ein Polynom vom Grad m € Ny.

a) \ = 1 ist keine Losung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

z*(n) = Qm(n),
wobei ),,,(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist.
(s. Beispiel 4.5.4:  x(n+2) —x(n+1)+z(n) =n>+6)

b) A\ = 1 ist eine Losung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c) (mit Viel-
fachheit r € N).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
¥ (n) =n" - Qm(n),

wobei Q),,,(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 4.5.5:  x(n+2) —2z(n+ 1)+ x(n) =2)
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ii) f(n) =~"- Pn(n), wobeiy € R\{0, 1} und P,,(n) ein Polynom vom Grad
m € Ny ist.

a) \ = vy ist keine Losung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

z'(n) =" - Qm(n),
wobei Q,,,(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist.
(s. Beispiel 4.5.6:  x(n+2) —3z(n + 1) —4x(n) = (6n —8) - 2")

b) \ = v ist eine Losung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c) (mit Viel-
fachheitr € N).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

2 (n) = n" 3" Qm(n),

wobei QQ,,,(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 4.5.7:  x(n+2) 4+ 5z(n+ 1) + 6x(n) = (8n —2) - (—2)")

iii) f(n) = Pu(n) - cos(ny) + Qi(n) - sin(ny), wobei v € R\{wk} mit
k € Z. Dabei sind P,,(n), Q;(n) Polynome vom Grad m,l € Ny oder genau
ein Polynom ist das Nullpolynom.

a) A = cos(¢p) £1-sin() sind keine Losungen der charakteristischen Glei-
chung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
xz*(n) = Sy(n) - cos(ny) + T (n) - sin(ny),

wobei Sx(n), Ty(n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{m, [}

mit unbekannten Koeffizienten sind.

<s. Beispiel 4.5.8: x(n +2) + 4x(n) = 17n - sin (% . n))
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b) A = cos(v)) £1i-sin(v) sind Losungen der charakteristischen Gleichung
(4.5.1c) (mit Vielfachheit r € N).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
z"(n) =n" - (Sn(n) - cos(ny) + Tn(n) - sin(ny)),

wobei Sy (n), T (n) Polynome vom Grad nicht mehr als N = max{m, (}

mit unbekannten Koeffizienten sind.
. ) B T
(s. Beispiel 4.5.9:  x(n +2) + xz(n) = cos (2 n))
iv) f(n) = p" - (Pn(n) - cos(ny) + Qi(n) - sin(ny))), wobei p € R mit p > 0

und p # 1,7 € R\{nk} mitk € Z. Dabei sind P,,(n), Q;(n) Polynome vom
Grad m,l € Ny oder genau ein Polynom ist das Nullpolynom.

a) A = p-(cos(vp) £1-sin(v)) sind keine Losungen der charakteristischen
Gleichung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form

z*(n) = p" - (Sy(n) - cos(ny) + Ty (n) - sin(nw)),

wobei Sy (n), T (n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{m, [}

mit unbekannten Koeffizienten sind.
(s. Beispiel 4.5.10:  x(n + 2) + 2z(n + 1) + 4x(n) = 2" - sin <g ) n))

b) X\ = p-(cos(¢)+i-sin(¢))) sind Losungen der charakteristischen Gleichung
(4.5.1c) (mit Vielfachheit r € N).

Wir suchen eine partikuldre Losung in der Form
2*(n) = " - p" - (Sn(n) - cos(nth) + Ty (n) - sin(na))),

wobei Sy (n), T (n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{m, (}

mit unbekannten Koeffizienten sind.

(s. Beispiel 4.5.11:  z(n + 2) + 9z(n) = 37t2 . cos <g . n))

Bemerkung 4.5.3 ( zu den Teilen iii und iv)
Fiir allet) € R undn € Z gilt:

cos(n-(Y+m)) = cos(ny)-(—=1)", sin(n-(+7)) = sin(ny)-(—1)". (4.5.3)
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Sei f : Ng — R eine Funktion mit

f(n) = (=1)"-[Pn(n) - cos(ny) + Q;(n) - sin(ny)]

bzw.
f(n) = (=1)"-p" - [Pn(n) - cos(ny)) + Qi(n) - sin(na))],

wobei p € R mitp > 0 undp # 1,¢v € R\{wk} mit k € Z. Ferner sind
P, (n),Qi(n) Polynome vom Grad m,l € Ny oder genau ein Polynom ist das
Nullpolynom. Dann gilt

f(n) = Pp(n) - cos(n(y + m)) + Qi(n) - sin(n(y + )

bzw.
f(n) = p" - [Pn(n) - cos(n(¢ + m)) + Qu(n) - sin(n(y + 7))} .

Wir setzen nun 0 := 1 + 7 und suchen eine partikuldre Losung der inhomogenen
Differenzengleichung (4.4.1) wie in iii) bzw. iv). Wie oben, ist es entscheidend, ob
A = cos(f) £i-sin(f) bzw. A = p - (cos(f) £ i - sin(0)) keine Losungen oder
sehr wohl Losungen (jeweils mit Vielfachheit r) der charakteristischen Gleichung
(4.3.1¢) sind.

(s. Beispiel 4.5.12: z(n+2) + V3 -z(n+1) + z(n) = (=1)" - sin (Z n))

Beispiel 4.5.4
z(n+2)—z(n+1)+z(n)=n"+6, neN. (4.5.4)

1) x(n+2)—x(n+ 1)+ x(n) = 0ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

M\%

M-A+1=0& A=-*i- (jeweils mit Vielfachheit r = 1) .

l\DI»—t

3 1
/3 = g, (p = arccos (5) = %, q= 1, und nach Folgerung

[\DlH

Hier gilt a =
4.3.7 ist
7 = excos (5 -n) ez (5 n)
z(n)=oc - —n)+c-sin{--n
' 3 ’ 3
mit beliebigen c;, co € R die allgemeine Lésung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf Nj.
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2) Wir haben P3(n) = n® + 6. Da 1 keine Lésung unserer charakteristischen
Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuldre Losung der

inhomogenen Gleichung in der Form
r*(n)=A-n*+B-n*+C-n+D mitA B,C,DcR.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.4) ergibt:

(A-(n+2>*+B-(n+2)°+C-(n+2)+D)
—(A-(n+1P+B-n+1)2*+C-(n+1)+ D)
+C-(n+1)+D)+(A-n*+B-n*+C-n+D)=n"+6

& An*+(BA+B)-n*+ (9A+2B+C)-n
+(TA+3B+C+D)=n"+6.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

( (

A=1 A=1
3A+B=0 B=-3
=
9A+2B+C =0 C=-3
\7A+SB+C'+D:6 \Dzll

Dann ist

r*(n) =n® —3n* —3n + 11

eine partikuldre Losung und

z(n) =2Z(n) + x*(n)

:cl-cos<%-n)+cg~sin<g~n)+n3—3n2—3n+11

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.4) auf Nj.
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Beispiel 4.5.5

1)

x(n+2)—2zx(n+1)+2x(n)=2, neN,. (4.5.5)

x(n+2)—2x(n+1)+x(n) = 0ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet
M —2\+1=0 < X\ =1 (mit Vielfachheit r = 2).
Nach Folgerung 4.3.5 ist
Z(n) = ¢ + co-n  mit beliebigen ¢, € R
die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung auf Nj.

Wir haben Fy(n) = 2. Da A\ = 1 eine Losung mit Vielfachheit r = 2 unse-
rer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine

partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der Form

v*(n) =n®-A=An* mit A€ R.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.5) ergibt:
A-n+2?*-2-A-n+1)P2+A-n*=2 & 24=2 & A=1.

Dann ist

x*(n) = n?
eine partikuldre Losung und
z(n) =Z(n) + 2*(n) = ¢; + ca - n +n?

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.5) auf Nj,.
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Beispiel 4.5.6
x(n+2)—3x(n+1)—4z(n) = (6n —8)-2", neNy. (4.5.6)

1) z(n+2)—3xz(n+1)—4x(n) = 0ist die entsprechende homogene Gleichung.
Die charakteristische Gleichung lautet

M —3\—4=0 & \=4oder A = —1 (jeweils mit Vielfachheit r = 1)

Seien \; := 4 und )y := —1. Nach Folgerung 4.3.3 ist

z(n) =c¢; 4" 4+ co- (—1)" mit beliebigen c¢;,c2 € R
die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung auf Ny.

2) Wir haben v = 2 und P;(n) = 6n — 8. Da 2 keine Losung unserer charakte-
ristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikulare

Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
z*(n)=2"-(An+ B) mit A, B € R.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.6) ergibt:

2"2. (A(n+2) + B)
—3-2"" . (A(n+1)+B)—4-2" - (An+ B) = (6 -n —8) - 2"
= 4 (An+2)+B)
—-3-2-(An+1)+B)—4-(An+ B) =6n—38
= (=6A-n) 4 (2A — 6B) = 6n — 8.

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

—6A =6 A=-1
2A—-6B = -8 B=1

Dann ist
*(n)=(—n+1)-2"
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eine partikuldre Losung und
z(n)=z(n)+z*(n)=c-4"+co- ()" +(—n+1)-2"
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.6) auf Nj,.
Beispiel 4.5.7
x(n+2)+5z(n+1)+6x(n) =8n—2)-(=2)", neNp. (4.5.7)

1) x(n+2)+5x(n+1)+6x(n) = 0ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

M4+ 5M+6=0 < \=—2oder A\ = —3 (jeweils mit Vielfachheit 7 = 1).
Seien A\ := —2 und Ay := —3. Nach Folgerung 4.3.3 ist

z(n)=c - (=2)" + ¢y - (—3)" mit beliebigen ¢1,co € R

die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung auf Nj.

2) Wir haben v = —2 und Pi(n) = 8n — 2. Da A = —2 eine Losung mit
Vielfachheit r = 1 unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach
Bemerkung 4.5.2 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der

Form
*(n) =n'- (=2)"- (An+ B) = (=2)" - (An* + Bn) mit A, B € R.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.7) ergibt:

(=2)"*% - (A(n+2)*+ B(n +2))
+5-(=2)"" . (A(n+ 1) + B(n + 1))
+6-(—2)" - (An* 4+ Bn) = (8n —2) - (=2)"

— 4-(A(n+2)*+ B(n+2))

—5-2-(A(n+1)*+ B(n+1))
+6 - (An® + Bn) = 8n — 2

= (—4A) -n+ (6A—2B)=8n—2.
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:
—4A =38 A=-2
6A — 2B = -2 B=-5
Dann ist
x*(n) = (=2n* — 5n) - (=2)"
eine partikuldre Losung und
z(n) =z(n) + 2" (n)
=c; - (=2)" +cy- (=3)" + (=2n* — 5n) - (=2)"
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.7) auf Nj.
Beispiel 4.5.8
z(n+2)+4z(n) = 17n - sin (% : n) , neNy. (4.5.8)
1) z(n + 2) + 4x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha-
rakteristische Gleichung lautet
M4 4=0 < )= +i-2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
Hier gilt « = 0, 8 = 2, ¢ = arccos (0) = g ¢ = 4 und nach Folgerung 4.3.7
ist
Z(n)=(4)2 - <01 - COS <g n) + ¢o - sin <g n))
=2 (e oo (G o) wea-sin (5 o))
= crocos{g-n)t+epsinlg-n
mit beliebigen c¢;, c; € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-
genen Gleichung auf Nj.
2) Wir haben ¢ = %, P(n) = 0 (Nullpolynom) und Q1(n) = 17n.
L)

Da cos —#i-sin — = —=i-—— keine Losungen unserer charakteristischen

4

Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikulire Losung

der inhomogenen Gleichung in der Form
x*(n) = (An + B) - cos <Z n) + (Cn + D) - sin (Z n)

mit A, B,C, D € R.
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.8) ergibt:

& (A(n+2)+B)-<—sin<

(A(n+2)+ B) - cos (% : (n+2))

+(C(n+2) + D) -sin (% (n+ 2))
+4 - <(An + B) - cos (% n)

—|—(Cn+D)-sin<%-n)) :17n-sin<%-

T
_.n
4

)

+(C(n+2)+ D) - cos (% n)
+4 - <(An—|— B) - cos (% n)

—|—(Cn+D)-sin<%-n)) :17n-sin<%-

& (4An+4B+C(n+2)+D)~cos<%~n)

+(4Cn+4D—A(n+2)—B)~sin<%-n) :17n~sin<%~

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

Dann ist

z*(n)

—A+44C
\—2A—B

(

4A4+C =0
4B+4+2C+D =0

eine partikuldre Losung und

z(n) =z(n) + x*(n)

=2". <cl-cos<2

30
_n__

17

3

™

4

) o

‘”)“[‘CQ' i

.n)+(

4dn — —
1

A=-1
_ 30
PN 17
=17 C=14
+4D =0 :—E
\ 17
30 (E )—i— 4 —E in(
cos 1 n n 7 S 1
T T

16) ) (
- S1n
7

™
—n

4

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.8) auf Ny,
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Beispiel 4.5.9

z(n+2) + z(n) = cos <g n) , neNg. (4.5.9)

1) z(n + 2) + xz(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha-
rakteristische Gleichung lautet
M +1=0 & )= =i (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
Hier gilt « = 0, 8 = 1, ¢ = arccos (0) = g, ¢ = 1 und nach Folgerung 4.3.7
ist
) = e o (G o) ex s (5 o)
prm— . —_ . ln —_
z(n)=cr-cos|5 n)+op-sin{g-n
mit beliebigen ¢;, c2 € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-
genen Gleichung auf Nj.
2) Wir haben ¢ = g, Py(n) = 1 und Q(n) = 0 (Nullpolynom).

Da )\ = cosg +i- sing = +i Losungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1)
unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
* 1 n : m :
(n)=n"- <A-cos<§-n> +B-51n<§-n>> mit A, B € R.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.9) ergibt:
T . (T
(n+2)- <A-Cos <§ : (n—i—2)> + B -sin <§ : (n+2)>>

b (Acos (5 ) + Bosin (T n)) = con ()

& (n+2)-(—A-cos(%-n)—B-sin(%-n))
—i—n-<A-cos<§-n>+B-sin<§-n>> :cos<§-n>
& —2A-cos<g-n>—23-sin<g-n>:cos<g-n>.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

24 =1 A=—=
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Dann ist

eine partikuldre Losung und

z(n) =2Z(n) 4+ x*(n)
= ¢y + COS <gn) + ¢y - sin <gn) —g~cos<g n)

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.9) auf Ny,

Beispiel 4.5.10

z(n+2)+2z(n+1)+4zx(n) =2" - sin (g n) , neNy. (4.5.10)

1) x(n+2)4+2x(n+1)+4x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.
Die charakteristische Gleichung lautet

M 42X 4+4=0 < \=—1+i-3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

1 2
Hier gilt « = —1, 8 = V3, (p = arccos (—5) = ?ﬂ q = 4 und nach

Folgerung 4.3.7 ist

~ n 2 . 2w
z(n)=42-(ci-cos| — -n|+co-sin| —-n
3 3
_om 2T n . (27
= crrcos|{ o -n)+epsin| o -n

mit beliebigen c;, co € R die allgemeine Lésung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf Nj.

2) Wir haben p = 2, ¢ = g, P(n) = 0 (Nullpolynom) und Qy(n) = 1.

Da 2. <cosg +1i-sin g) = +i-2 keine Losungen unserer charakteris-
tischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikulédre

Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
T . (T
z*(n) =2"- (A-cos <§ n) + B - sin <§ n)) mit A, B € R.
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.10) ergibt:

2(n+2). (A cos( n—|—2>—i—B sm( “(n+ )))

+2-2"1 - (A-cos (5 (n+1)) + Bosin (3 - (n+1)) )
42 <A cos<2 )+B sm<2-n)):2 sm<g n)

ﬁ 22-<—A-Cos<g-n>—B-sin<g~n>>
+2-2-<—A-sin<g-n>+B-cos<g-n>>
—1—4-(A-cos(%-n)—l—B-sin(g-n)) :sin<g-n>

= 4B-cos<g-n)—4A-sin<g-n):sin<z-n).
Ein Koeffizientenvergleich liefert:

4B =0 A=—-

Dann ist
27’L
z*(n) = — " cos <g n) = —2""%. cos <g n)
eine partikuldre Losung und

2(n) = F(n) + z*(n)
—on. (cl-cos (2%71) + ¢y -sin (%Tn)) —2”_2-Cos<g-n>

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.10) auf Nj.
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Beispiel 4.5.11

1)

z(n +2) + 9z(n) = 3" - cos <g n) , neNg
= z(n+2)+9z(n) =3"-9- cos <g : n) , neNg. (4.5.11)

x(n + 2) + 9x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha-

rakteristische Gleichung lautet
M 4+9=0 < )= +i- 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt o = 0, 8 = 3, ¢ = arccos (0) = g ¢ = 9 und nach Folgerung 4.3.7

f(n)zQ%-<01~cos<g-n)+cg-sin<g-n))
:3"~<cl~cos<§~n)+cg-sin<§~n))

mit beliebigen ¢, co € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

ist

genen Gleichung auf Nj.

Wir haben p = 3,9 = g, Py(n) = 9und Q(n) = 0 (Nullpolynom).
Da A=3- <cosg +1i-sin g) = 4i-3 Losungen (jeweils mit Vielfachheit

r = 1) unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemer-

kung 4.5.2 eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung in der Form
r*(n) =n'-3"- (A-cos (g n) + B -sin <g n)) mit A, B € R.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.11) ergibt:
(n+2)-30+2. <A-cos <g : (n+2)> + B - sin (g : (n+2)>>
+9-n-3"- (A-COS(%-?’L) +B~sin<g-n>>
:32~3”~Cos<g-n>

= (n+2)-<—A-cos<g-n> —B-sin(%-n))

3n+2-£0
+n - <A~cos<g~n> +B-sin<g n)) = COoS (g n)
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:

—2A =1 A=—=

Dann ist
“(n) = —2 3" cos ()
=—-3".-cos|=-n
z*(n 5 5

eine partikuldre Losung und

z(n) = T(n) + " (n)

n T LT no_, T
=3 -(cl~cos<§-n>+cg-sm<§-n>>—§~3 ~cos<§-n>

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.11) auf Ny,

Beispiel 4.5.12

z(n+2)+V3-z(n+1)+x(n) = (=1)"-sin <% : ) , neNy. (45.12)

1) x(n+2)+v3-2(n+1)+z(n) = 0ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

V3 1

NAV3A+1=0 e A= — +i- 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
3 1 3 5
Hier gilt a = —%, b= 5 ( = arccos <_\/7_> = % g = 1 und nach

Folgerung 4.3.7 ist

~ ST . (o
z(n) = ¢ - cos 5" + ¢y - sin 5 "

mit beliebigen ¢y, c; € R die allgemeine Losung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf Nj.

2) Weiter gilt:
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somit erhalten wir:

x(n+2)+V3-z(n+1)+x(n) = (=1)"-sin <% n)

—  z(n+2)+V3-x(n+1)+z(n) =sin (%T . n) . (4.5.12i)

Fir 0 := %T gilt:

1
cos(f) £1-sin(f) = cos m +1i-sin m :—ﬁq:i-—
6 6 2 2

sind Losungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) der charakteristischen Glei-

chung
N4+V3-A+1=0.

Nach den Bemerkungen 4.5.2 und 4.5.3 suchen wir somit eine partikulédre

Losung der inhomogenen Gleichung in der Form

7 7
z*(n) =n'- (A~cos (%n) + B - sin (%n)) mit A, B € R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.12i) ergibt:
T
(n+2)- <A-cos (F : (n—|—2))
+ B -sin m (n+2) )
6
+V3-(n+1)- <A~cos (%T(n—l—l))
+ B -sin 7—7T~(n—|—1) )
6
+n- (A-cos <%Tn)
+ B -sin (%n)) = sin (%Tn)
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—

(n—|—2)-<A-cos(%-n—|—%r)

7T 7T
B.sin( . m )
+ sm(6 n+3)

+\/§~(n+1)-<A~cos(%T~n+%T)

T T
B.sin( . m )
+ sm<6 n—|—6)
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:

1 3
2 2 2
&
1
_ﬁA_lgzl s
2 2 2

eine partikuldre Losung und

z(n) =z(n) + x*(n)

. 5% n . 5%
=c-cos| — - n co-sin| —-n
! 6 2 6
V3 e 1 . (T«
+n-|{——-cos|—-n|]—=z-sm|{—-n
2 6 2 6

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.12) auf Ny,
Beispiel 4.5.13

z(n+2) —bz(n+ 1) 4+ 6x(n) = cos <% : n) +n-3", neNy. (45.13)

1) x(n+2)—5x(n+1)+6x(n) = 0ist die entsprechende homogene Gleichung.
Die charakteristische Gleichung lautet

M —5A+6=0 < \=2oder A = 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).
Seien \; = 2, \y := 3. Nach Folgerung 4.3.3 ist
Z(n) =c;-2" 4+ co- 3" mit beliebigen ¢y, € R

die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung auf N.
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2) Nach Bemerkung 4.5.2 suchen wir eine partikuldre Losung der inhomogenen

Gleichung
z(n+2) —5x(n+ 1) 4+ 6z(n) = cos <g . n) (4.5.13a)
in der Form
7T . m .
xj(n) = A- cos <§ n) + B - sin <§ n) mit A, B € R.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.13a) ergibt:

A-cos(%-(n—i—Q))—l—B-sin(g-(n—i—Q))

iy <A' (Cos<g.(n+1)>—i—B.sin(g-(n—l—l))))

£ (Acos (5 n) 2 sn (5 n)) = cos ()

B <Sm(g.n> L eos(Z-n) @)
46+ (A-cos (5 n) +Bosin (5 n)) = cos (5 on)
& (34-2B-V3)-cos (5 n)
+(24-V3+3B) sin (5 -n) = cos (5 n).
Ein Koeffizientenvergleich liefert:
34—2B-V3=1 A=
24-V/3+3B=0 B:_@
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Dann ist

3 21

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.13a).

3) Nach Bemerkung 4.5.2 suchen wir eine partikuldre Losung der inhomogenen

Gleichung
z(n+2) —bz(n+ 1)+ 6z(n) =n- 3" (4.5.13b)

in der Form
z3(n) =n'- (An+ B)-3" = (An® + Bn)-3", mitA, B € R.
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.13b) ergibt:

(A(n+2)*+ B(n+2))-3"*?
—5-(An+1>+B(n+1))-3"" +6-(An>+ Bn)-3"=n-3"

pow 9-(A(n* +4n+4) + B(n +2)
—15-(A(n*+2n+ 1)+ B(n+1)) +6-(An* + Bn) =n
= 6An + (21A +3B) = n.

Ein Koeflizientenvergleich liefert:

6A=1 A=

21A+3B=0 B =—-

Dann ist
n®* Tn
i = (% - )
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.13b).
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4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 4.4.6) ist
#*(n) = z7(n) + 25(n)
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung (4.5.13) und

z(n) =2Z(n) + x*(n)

2

1 2V3 7
honGoe) A o)+ (- 5)

die allgemeine Losung der Gleichung (4.5.13) auf Nj.
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Schlusswort

Wir haben in diesem Lehrbuch lineare Differential- und lineare Differenzenglei-
chungen erster und zweiter Ordnung betrachtet. Gleichungen n-ter Ordnung,
mit n = 3,4,5,..., lassen sich in analoger Weise zu den Betrachtungen der

Gleichungen zweiter Ordnung untersuchen.






Anhang

Das Griechische Alphabet

Alpha Beta Gamma Delta

Epsilon Zeta Eta
A B r A E Z H
a B gl J € ¢ n
Iota Kappa Lambda My Ny Xi  Omikron
I K A M N = 0
L K A 7 v & 0
Rho Sigma Tau Ypsilon Phi Chi Psi
P % T Y ¢ X v
p o

T u

® X (0

Theta



ANHANG

Trigonometrische Formeln

1. Additionstheoreme

(1) sin(a+ B) =sina - cos f + cos « - sin
(2) sin(a — @) =sina - cos f — cosa - sin
(3) cos(a+ ) =cosa-cos B —sina - sin 3
(4) cos(aw — ) = cosa-cos B+ sina - sin 3

2. Umformungen von Summen in Produkte

(1) sina+sin6:2-sin&;6-COSQ;B
(2) sina—sinﬁzQ-sin&;ﬁ-Cos&;ﬁ
(3) cosoH—cosB:Q-cosa;—B~Cosa;6
(4) Cos&—cosﬁ:—2~sina;—6~sina;6

3. Umformungen von Produkten in Summen

(1) sina-sin 8 = 3 - (cos(aw — B) — cos(a + 3))
(2) cosa - cosf3 = % - (cos(a — B) + cos(a+ B3))
(3) sina - cos B = 5 - (sin(o — B) + sin(a + 3))

Die einfachsten trigonometrischen Gleichungen

(1) sinz =a <= z = (—1)F-arcsina + 7k mit k € Z,
wenn |a| < 1 gilt

(2) coszr =a < x = tarccosa+ 2nl mit! € Z,
wenn |a| < 1 gilt

(3) tanx = a < x = arctana +7mm mitm € Z

(4) cotx =a <= x = arccota+ mn mitn € Z
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