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≪ viel kleiner als . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 98

f ′( ) Ableitung von f ( ) nach( ): f ′( ) = d f( )
d( ) (Ableitungsoperator gilt

nicht beiG′, G′′, η ′ undη ′′, für welche′ zum Symbol gehört) . . . . .

105

EXT{( )} Extrapolation von( ) zu ˙̃γ → 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119( ) ≳ [ ] ( ) ist geringfügig größer als[ ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
s̃ign( ) Funktion basierend auf der Signum-Funktion 147
∇∇∇X⊗( ) Ableitung nach materiellen KoordinatenX in symbolischer Notation 181( )( ),N Ableitung nach materiellen Koordinaten in Koordinatenschreibweise 181
∇∇∇x⊗( ) Ableitung nach räumlichen Koordinatenx in symbolischer Notation 183( )( ),n Ableitung nach räumlichen Koordinaten in Koordinatenschreibweise 183
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1. Zielstellung und Aufbau der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Modellierung des makroskopischen Materialverhaltens einesmagnetorheologi-
schen Komposit(MRK). Das MRK besteht aus einem offenzelligen Polyurethan(PU) Schaum mit ge-
richteten Hohlraumstrukturen, welche mit einemmagnetorheologischen Fluid(MRF) befüllt sind. Auf die
Herstellung des MRK sei an dieser Stelle nicht weiter eingegangen. Sie ist inDohmen et al.(2014) de-
tailliert erklärt. Die mehrskalige Betrachtung des hierarchischen Werkstoffaufbaus ist in Abbildung1.1
schematisch dargestellt. Die Bestandteile des MRK sind diepolymere Matrix inklusive Lufteinschlüssen

Homogenisierung Homogenisierung

Lokalisierung Lokalisierung

Makroebene Mesoebene Mikroebene

Hohlraum befüllt mit MRF magnetisierbarer Partikel

offenzelliger Schaum Trägerflüssigkeit
polymere
Matrix

Lufteinschluss

Abbildung 1.1: Mehrskalige Betrachtung des hierarchischen Werkstoffaufbaus eines magnetorheologi-
schen Komposites, bestehend aus einem Polyurethan Matrixwerkstoff mit vier zylinderförmigen Hohl-
raumstrukturen, die nachDohmen et al.(2014) mit einem magnetorheologischen Fluid befüllt sind.

und die in eine Trägerflüssigkeit eingebrachten magnetisierbaren Partikel. Diese elementaren Bestandteile
sind auf der Mikroebene vollständig aufgelöst. Die vier zylinderförmigen Hohlraumstrukturen des MRK
sind auf der Mesoebene zu erkennen. Sie sind mit MRF befüllt und verleihen dem Komposit magne-
torheologische (MR) Eigenschaften. Untermagnetorheologischen Eigenschaftenversteht man die Verän-
derbarkeit der Materialeigenschaften in Abhängigkeit eines Magnetfeldes. Dieser Effekt wird deshalb als
magnetorheologischer Effektbezeichnet. Er ist in Abbildung1.1durch die auf der Makroebene magnetisch
veränderbaren elastischen, viskosen und reibungsbehafteten Eigenschaften schematisch dargestellt.
Die Modellierung des effektiven Materialverhaltens setztdie konstitutive Beschreibung sowohl des Ma-
trixwerkstoffs als auch des MRF voraus. Weil es in der Literatur ausreichend viele Materialgesetze zur
Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Polymeren1 gibt, ist diese Arbeit auf die Modellierung
des Materialverhaltens magnetorheologischer Fluide fokussiert.
Allgemeine Informationen zu magnetorheologischen Fluiden sowie die in dieser Arbeit angewendete Stra-
tegie zur Materialmodellierung werden in Abschnitt2 erklärt. Die Bestandteile von MRF sind in Abschnitt
2.1 vorgestellt. Die Zusammensetzung des in dieser Arbeit verwendeten MRF ist in Abschnitt2.2 hinter-
legt. Auf das von der Partikel Volumen Konzentration abhängige Verhalten wird in Abschnitt2.3 einge-
gangen. Im Anschluss dessen wird auf den Wirkmechanismus des MR Effekts (Abschnitt2.4) sowie den
aus phänomenologischer Sicht definierten fest-flüssig Übergang (Abschnitt2.5) eingegangen. Es folgen in
Abschnitt2.6 die Anwendungsbereiche von MRF. Die Parallelen zu elektrorheologischen Fluiden (ERF)
werden in Abschnitt2.7 aufgezeigt, um Erkenntnisse auch zur Modellierung für MRF zu nutzen. Die
magnetischen und mechanischen Eigenschaften der in dieserArbeit verwendeten magnetorheologischen
Flüssigkeit werden in Abschnitt2.8 vorgestellt. Um diese abbilden zu können, werden in Abschnitt 2.9
Ansätze zur Modellierung des Materialverhaltens magnetorheologischer Fluide diskutiert. Im Hinblick auf

1(Tschoegl 1989), (Schwarzl 1990), (Lion 1994), (Keck 1998), (Sedlan 2000), (Nasdala 2000) (Lion 2000b), (Haupt 2002),
(Kardelky 2004), (Kästner 2010)
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die Modellierung des makroskopischen Materialverhaltensdes magnetorheologischen Komposites, bie-
tet sich für MRF die phänomenologische Materialbeschreibung an. Eine zweistufige phänomenologische
Modellierungsstrategie auf der Grundlage eindimensionaler Materialbeziehungen von rheologischen Ele-
menten wird in Abschnitt2.10vorgestellt. Die phänomenologische Materialmodellierung erfolgt in dieser
Arbeit auf der Grundlage von Scherversuchen. Dazu werden die eindimensionalen Zusammenhänge zwi-
schen der Schubspannungskoordinateτ und der zugeordneten Schubverzerrungγ 2 für Versuche sowohl
mit konstanter Scherrate als auch sinusförmiger Scherung im Bereichgeometrisch linearer Theorieaus-
gewertet. Die Abfolge von Teilarbeitsschritten einer zweistufigen Modellierungsstrategie ist in Abbildung
2.8 gegeben. Entsprechend werden Schwerpunkte dieser Arbeit definiert. Dazu gehören die Berechnung
der Modellvorhersagen für die Fließkurve und für FOURIER Transformierte. Sie bilden die Voraussetzung
zur Entwicklung von Materialmodellen auf Grundlage von Messdaten. Diese Arbeit zielt ebenfalls auf
die Identifizierung sogenannter charakteristischer Punkte von Materialfunktionen ab. Diese charakteristi-
schen Punkte dienen als Startwerte für eine physikalisch motivierte Parameteridentifikation, welche rein
mathematisch arbeitende nichtlineare Optimierungsverfahren ersetzt. Weitere Schwerpunkte sind die wenn
möglich analytische Berechnung von Materialantworten zu gegebenen Lasten, die Klassifikation von Ma-
terialien in die drei StoffklassenFestkörper, FlüssigkeitundMaterial mit fest-flüssig Übergangsowie die
Motivation zur Definition der Viskosität als differentielle Viskosität.
In Abschnitt3 werden die für diese Arbeit benötigten grundlegenden Aspekte zur Materialmodellierung
betrachtet. Auf die kinematische Beschränkung hinsichtlich der Modellierung von physikalisch nichtli-
nearem Materialverhalten im Bereich geometrisch linearerTheorie wird in Abschnitt3.1 eingegangen.
Anschließend werden in Abschnitt3.2 die kinematischen Beziehungen für einfachen Schub ausgewertet.
Die Bestimmung der Gleichgewichtsspannung wird in Abschnitt 3.3 diskutiert. Sie beruht nachHaupt
(2002) auf der additiven Aufteilung der Gesamtspannung in eine Gleichgewichts- und Überspannung. Auf
praktische Aspekte hinsichtlich der Interpretation von Experimenten wird in Abschnitt3.4 eingegangen.
Dabei werden die Gedanken von HAUPT zur Bestimmung der Gleichgewichtsrelation fortgeführt und auf
alle Stoffklassen angewendet. Als Ergebnis wird die Gleichberechtigung zwischen der Bestimmung der
Gleichgewichtsrelation mittels Relaxations- oder Kriechexperimenten aufgezeigt. In Abschnitt3.5wird ei-
ne Möglichkeit zum Nachweis vonRatenabhängigkeitaufgeführt. Neben der Gleichgewichtsrelation wer-
den in Abschnitt3.6 ratenabhängige Eigenschaften für die Einteilung von Materialverhalten nachHaupt
(2002; S. 269) in die vier MaterialklassenElastizität, Plastizität, ViskoelastizitätundViskoplastizitätaus-
gewertet. Die Materialklassifikation nach HAUPT ermöglicht eine systematische Einordnung der in dieser
Arbeit verwendeten rheologischen Elemente. Die Bestimmung von Materialfunktionen rheologischer Ele-
mente zu verzerrungsgesteuerten Anregungen, sowohl konstanter als auch oszillatorischer Scherrate, ist in
den Abschnitten3.7und3.8erklärt.
Die Begriffeverzerrungsgesteuertund spannungsgesteuertwerden in dieser Arbeit folgendermaßen ver-
standen: Sowohl theoretische als auch praktische Experimente können entweder kraft- oder verschiebungs-
geregelt gesteuert werden. Bei kraftgesteuerten Versuchen sind Kräfte und/oder Momente alsäußere Be-
lastungbeziehungsweiseäußere Anregungenbekannt (Balke 2010b; Absch. 1.2). Verschiebung und/oder
Verdrehungen stellen sich dementsprechend ein. Für verschiebungsgesteuerte Versuche werden Verschie-
bungen und/oder Verdrehungen als äußere Anregungen vorgegeben. Kräfte und/oder Momente werden ge-
messen. Daher sind die Begriffespannungsgeregeltundverzerrungsgeregeltfür homogene Feldverteilun-
gen zutreffend (Haupt 1977; S. 139). Infolgedessen können Spannungen aus Kräften und/oder Momenten
beziehungsweise Verzerrungen aus Verschiebungen und/oder Verdrehungen direkt ermittelt werden. Die
Begriffe AnregungundBelastungwerden im Folgenden gleichbedeutend interpretiert. Entsprechend einer
analogen Argumentation unter der Voraussetzung homogenerFeldverteilungen, werden in dieser Arbeit
das „Messen einer Spannung“, „Messen einer Verzerrung“ sowie das „Messen einer Materialfunktion“,
wie beispielsweise der Fließkurve als auch Speicher- und Verlustmodul, verstanden.
Ein Ergebnis dieser Arbeit ist die Einführung einer Stoffklassifizierung in Abschnitt4. Sie berücksich-
tigt eine dritte Stoffklasse, den Materialien mit fest-flüssig Übergang, in die sich viele Vertreter von Soft
Matter (weiche Materie) einordnen. Diese Stoffklasse ist eine Art Zwischenklasse von Flüssigkeiten und
Festkörpern. Weil die Begriffsdefinition teilweise mitFließenverknüpft ist, wird in Abschnitt4.1 zwi-
schen viskosem (ratenabhängigem) und reibungsbehaftetem(ratenunabhängigem) Fließen unterschieden.
Um Nutzen und Notwendigkeit der Stoffklassifizierung zu motivieren, werden im Abschnitt4.2 einige

2(Mezger 2010; S. 249), (Mezger 2015; S. 82)
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in der Literatur bestehenden Ansätze zur Begriffsdefinition von Festkörperund Flüssigkeitpräsentiert.
Darauf aufbauend ergibt sich in Abschnitt4.3 die Klassifizierung von Stoffen in drei Stoffklassen, den
Festkörpern, Flüssigkeiten und Materialien mit fest-flüssig Übergang.
In den Abschnitten5 und6 werden rheologische Modelle untersucht, die im Anschluss zur Modellierung
der in Abschnitt2.8dargestellten Messergebnisse eines magnetorheologischen Fluids genutzt werden. Das
sogenannte rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element wird in Abschnitt5 eingeführt. Die theoretische Vorbe-
trachtung des endochronen MAXWELL Elements wird in Abschnitt6 dargelegt. Zu Beginn werden in den
Abschnitten5.1 und 6.2 die konstitutiven Beziehungen der rheologischen Elementehergeleitet. Weil der
Autor dieser Arbeit die konstitutiven Beziehungen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements bezüglich
gegebener Anregungen nicht mehr analytisch lösen konnte, wurden stattdessen numerische Lösungen be-
rechnet. Die numerische Implementierung der Materialgleichungen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Ele-
ments ist in Abschnitt5.2erklärt. Die Materialantwort bezüglich einer konstanten Verzerrungsrate wird für
das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element in Abschnitt5.3und für das endochrone MAXWELL Element in
Abschnitt 6.3 hergeleitet, um die Modellvorhersage für die Fließkurve bestimmen zu können. Die Mo-
dellvorhersagen für Speicher- und Verlustmodul sowie Höherharmonische werden in den Abschnitten5.4
und6.4ermittelt. Ziel dabei ist es, charakteristische Punkte derMaterialfunktionen zu identifizieren, die es
ermöglichen, Materialparameter rheologischer Modelle zubestimmen, ohne rein mathematisch arbeitende
nichtlineare Optimierungsverfahren zur Minimierung von Residuen verwenden zu müssen.
Ein für Materialien mit fest-flüssig Übergang entscheidender Materialparameter ist die Fließspannung be-
ziehungsweise die pseudo Fließspannung. Weil dasKonzept der Fließspannungin der Literatur teils kon-
trovers diskutiert wird, positioniert sich der Autor diesbezüglich in Abschnitt7. Auf die Berechtigung
des Konzepts der Fließspannung, im Sinne der phänomenologischen Materialmodellierung, wird in Ab-
schnitt 7.1 näher eingegangen. Die Fließspannung wird in dieser Arbeitals phänomenologischer Mate-
rialparameter interpretiert, der im Rahmen der Materialmodellierung unter idealisierten Annahmen und
Arbeitshypothesen Anwendung findet. Um die Arbeitsweise ausgewählter Methoden zur Identifizierung
der Fließspannung zu untersuchen, werden diese in den Abschnitten7.2 bis 7.8 für rheologische Modelle
verschiedener Material- und Stoffklassen diskutiert.
Die Materialmodellierung eines magnetorheologischen Fluids unter einfachem Schub wird in Abschnitt
8 durchgeführt. Das in dieser Arbeit verwendete MRF hat eine Partikel Volumen Konzentration von
Φ = 40vol%. Es besteht aus BASFTM Carbonyleisen Pulver (CIP) vom Typ CC mit einem mittleren Durch-
messer von einem bis fünf Mikrometer, welches in die Trägerflüssigkeit MOTUL 300V suspendiert ist. Zu-
nächst wird in Abschnitt8.1das Materialverhalten ohne dem Einfluss eines äußeren Magnetfeldes model-
liert. Das MRF verhält sich in diesem Fall wie eine „normale“Suspension. Anschließend werden verschie-
dene Gesamtmodelle zur Modellierung des Materialverhaltens unter dem Einfluss eines äußeren Magnet-
feldes aufgezeigt. Diese unterscheiden sich in der Wahl desviskoplastischen beziehungsweise plastischen
Teilmodells, welchem ein rCROSS-MAXWELL Element (Boisly et al. 2015) parallel geschalten wird. In
Abschnitt8.2 wird das Gesamtmodell auf Basis des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements aus Abschnitt
5 für die Modellierung der Messergebnisse von Abschnitt2.8zugrunde gelegt. Anschließend wird in Ab-
schnitt8.3ein Gesamtmodell basierend auf dem PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b) ausgewertet. Das
auf dem endochronen MAXWELL Element (Abschnitt6) aufgebaute Gesamtmodell findet in Abschnitt8.4
Anwendung. Die Motivation für jedes dieser Modelle wird anhand deren qualitativen Eigenschaften zu Be-
ginn des ersten Modellierungsschrittes aufgezeigt. Anschließend werden die Materialparameter mittels den
in Experimenten ermittelten charakteristischen Punkten iterativ bestimmt. Die Modellvorhersagen werden
mit den Messwerten verglichen und diskutiert. In Abschnitt8.5 werden abschließend die Modellierungs-
strategien evaluiert.
Somit stehen alle phänomenologischen Materialmodelle zurBeschreibung des makroskopischen Verhal-
tens eines magnetorheologischen Komposites unter Druckbelastung zur Verfügung. Auf der Grundlage des
auf dem rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierenden Gesamtmodells wird für das MRK in Abschnitt
9 ein Finite Elemente (FE) Modell im Programmsystem MSC.Marc/Mentat® erstellt. Dabei werden die
geometrischen Gegebenheiten des MRK berücksichtigt, welche Annahmen hinsichtlich der Modellierung
des Materialverhaltens von MRF zur Vereinfachung rechtfertigen. Als Resultat dessen wird die linearisier-
te Form des auf dem rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierenden Gesamtmodells aus Abschnitt8.2
ermittelt und für die Materialbeschreibung des MRF im MRK benutzt. Anschließend werden Messergeb-
nisse und makroskopische Modellvorhersagen gegenübergestellt.
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2. Informationen zu magnetorheologischen Fluiden
und Ansätze zur Materialmodellierung

Magnetorheologische Fluide können in die Klasseintelligenter Materialien1 eingeordnet werden2. In-
telligente Materialien sind Stoffe, für welche mindestenseine ihrer Eigenschaften über eine äußere Sti-
mulierung beeinflusst werden kann3. Das Materialverhalten eines MRF kann man mithilfe eines äußeren
Magnetfeldes gezielt einstellen.

2.1 Bestandteile von magnetorheologischen Fluiden

Vom Wesen sind magnetorheologische FluideSuspensionen, das heißt ein Gemisch aus festen Partikeln
und einer Trägerflüssigkeit4. Die Partikel magnetorheologischer Fluide sindmagnetisierbarund Mikro-
meter groß. Als Ausgangsmaterial für magnetisierbare Partikel werden in der Literatur verschiedene Werk-
stoffe verwendet.Rabinow(1948; S. 1312 ff.) erwähnt die Herstellung von MRF mittels Carbonyleisen
Pulver5, Eisenlegierung aus Eisen–Kobalt oder Eisen–Nickel (Ashour et al. 1996; S. 125), nicht-rostenden
Stahlspänen, wasserstoff reduziertes Eisen und Eisenoxid(Magnetit)6. Carbonyleisen Pulver wird durch
die thermische Trennung von Eisenpentacarbonyl hergestellt. Es ist aufgrund der großen Sättigungsma-
gnetisierung vonµ0Ms = 2.1T weit verbreitet (Vicente et al. 2011; S. 3701)7. Zwar ist die Sättigungsma-
gnetisierung von Eisen–Kobalt Legierungen größer, sie beträgt circa 2.4 T, jedoch ist die Herstellung von
Carbonyleisen preiswerter8. Eine weitere vorteilhafte Eigenschaft von Carbonyleisenist die „geringe“9

Koerzitivfeldstärke10. Carbonyleisen ist in guter Näherung weichmagnetisch, dass heißt die magnetische
Hysterese ist vernachlässigbar11. Diese Eigenschaft ist zwingend notwendig für die Herstellung von ma-

1„There is no standard definition for smart materials, and terms such as intelligent materials, smart materials, adaptive materi-
als, active devices, and smart systems are often used interchangeably“ (Schwartz 2002; S. 545, 860).

2(Kordonsky 1993; S. 395), (Jolly et al. 1996; S. 607), (Yeh und Chen 1997; S. 274), (Carlson und Jolly 2000; S. 555),
(Simon et al. 2001; S. 273), (Chen und Yeh 2002b; S. 461), (Butz und von Stryk 2002; S. 3), (Schwartz 2002; S. 217, 392),
(Zschunke 2005; S. 1), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 29), (Chaudhuri et al. 2006; S. 261), (Harris 2011; S. 2), (Vicente et al.
2011; S. 3701)

3„The termsmart materialgenerally designates a material that changes one or more of its properties in response to an external
stimulus“ (Schwartz 2002; S. 545, 860). „SMART materials (SM). Generally speaking bySMs we mean such materials whose
main utility characteristics expressed by means of the magnitude of one physical field strongly depends on the magnitudeof
another field“ (Kaleta et al. 2009; S. 35). „What all smart materials have in common is the ability to convert one type of energy
to another. [. . . ] A key to practical applications is the factthat this conversion can occur in a controlled manner. Materials that
manifest this property of responding in a controllable fashion to changes in the environment are commonly termed smart materials“
(Bhavsar et al. 2008; S. 32).

4(Hackley und Ferraris 2001; S. 3), (Figura 2004; S. 59), (Verein Deutscher Ingenieure 2006; S. Lah 1), (Pal 2007; S. 73),
(Sato et al. 2013; S. 2)

5(Harvey 1953), (Ashour et al. 1996; S. 125), (Laun et al. 1996; S. 417), (Bölter und Janocha 1997; S. 149), (Volkova et al.
2000; S. 91), (Bossis et al. 2002; S. 224), (Genc und Phule 2002; S. 140), (Carlson 2002; S. 431), (Trendler 2007; S. 4967),
(Samouhos und McKinley 2007; S. 433)

6(Harvey 1953), (Rosensweig 1982; S. 89), (Lemaire und Bossis 1991; S. 1473)
7(Bölter und Janocha 1997; S. 149), (Tao 2001; S. R979), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30), (Michalowsky 2006; S. 135)
8(Ashour et al. 1996; S. 124), (Genc und Phule 2002; S. 141), (Zschunke 2005; S. 17), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30)
9(Jolly et al. 1996; Abb. 4), (Bölter und Janocha 1997; S. 149), (Bossis et al. 2002; S. 224), (Genc und Phule 2002; S. 140,

Abb. 4), (Michalowsky 2006; S. 135), (Chaudhuri et al. 2006; S. 261), (Lopez-Lopez et al. 2009; Abb. 2)
10(Racho et al. 1987; S. 384), (Recknagel 1990; S. 314), (O’Handley 2000; S. 21), (Kories und Schmidt-Walter 2004; S. 80),

(Stöcker 2005; S. 445), (Fasching 2005; S. 434), (Michalowsky 2006; S. 45), (Hering et al. 2007; S. 374)
11(O’Handley 2000; S. 21), (Kories und Schmidt-Walter 2004; S. 81), (Stöcker 2005; S. 444), (Brandt und Dahmen 2005;

S. 270), (Fasching 2005; S. 441), (Michalowsky 2006; S. 131), (Hering et al. 2007; S. 376)
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gnetorheologischen Fluiden, da sie die reversible Schaltbarkeit des magnetorheologischen Effektes sowie
einen großen Anwendungsbereich sicherstellt (Lord Corporation 2011).
Das Trägerfluid ist nicht-magnetisierbar12 und kann aus Mineralöl13, synthetischem Öl14, Silikonöl15,
auf Petroleum basierten Öl16 oder aus Wasser17 bestehen. Im Allgemeinen können Flüssigkeiten Ver-
wendung finden, die über einen „großen“ Bereich temperaturstabil und nicht entflammbar sind. Damit der
magnetorheologische Effekt eines Probekörpers im Vergleich zum Verhalten ohne äußerem Magnetfeld
nicht vernachlässigbar ist, sollte die Anfangsviskositätder Trägerflüssigkeit ausreichend „gering“ sein18.
Darunter wird der Bereich vonη0 = 0.01− 1Pas verstanden.
Der Trägerflüssigkeit werden ebenfalls Additive und Stabilisatoren beigemengt, um Eigenschaften be-
züglich Sedimentation, Abrasion, Agglomeration (Aggregation) und Redispergierbarkeit zu verbessern19.
Dafür kommen thixotrope Substanzen und Tenside wie beispielsweise Xanthan, Kieselsäuregel, Steara-
te und Carboxylsäure infrage (Carlson und Jolly 2000; S. 556). Die Verwendung von Ölsäure wird bei
Rosensweig(1982; S. 89) undGans et al.(1999; S. 210) erwähnt. Eine Übersicht über Stabilisatoren in
Abhängigkeit von der Partikel Volumen Konzentration ist bei Zschunke(2005; S. 18) zu finden.

2.2 Zusammensetzung des verwendeten magnetorheologischen Fluids

Das in dieser Arbeit untersuchte MRF beseht aus BASFTM CIP CC Partikeln. Diese sind dem Motor-
öl MOTUL 300V untergemischt, welches bei 25°C eine dynamische Viskosität von 33 mPas besitzt
(Dohmen et al. 2010; S. 207). DiePartikel Volumen KonzentrationΦ = Vpart

Vsusp
100vol% des MRF beträgt un-

gefährΦ = 40vol%. Dies ist ein Maß für das Verhältnis zwischen dem Partikelvolumen,Vpart, und dem ge-
samten Volumen der Suspension,Vsusp. Die nahezu spherische Gestalt der Carbonyleisen Partikelist in Ab-
bildung2.1mittels Rasterelektronenmikroskopie (SEM) gezeigt. Die SEM Aufnahme wurde von AUF DER

LANDWEHR 20 erstellt und ist ausHintze und Heinrich(2011; Abb. 1) entnommen. Die Partikelgrößen-
verteilung des Carbonyleisen Pulvers wurde mittels Laserbeugung von GEISSLER21 gemessen. Dies bein-
haltet die SummenverteilungQ(x) ∈ [0,1] in Abhängigkeit der Partikelgrößex und deren Dichteverteilung
q= d Q(x)

dx in der Einheit 1/µm. Die Messungen aus Abbildung2.2wurden erstmals inHintze und Heinrich
(2011; Abb. 2) veröffentlicht. Auf der linken Achse sind diskreteWerte der SummenverteilungQi(xi)mit
i ∈N+ für diskrete Partikelgrößenxi zu erkennen. Die Dichteverteilungqi+1(xi)= Q(xi+1)−Q(xi)

xi+1−xi
ist in Abhän-

gigkeit der mittleren Partikelgrößexi = xi+1+xi
2 bestimmt worden und ist auf der rechten Achse dargestellt.

Daraus ist ersichtlich, dass der Durchmesser der meisten Partikel zwischen einem und fünf Mikrometer
liegt.

12(Jolly et al. 1996; S. 607), (Hagenbüchle und Liu 1997; S. 7664), (Jolly et al. 1999b; S. 2037), (Tao 2001; S. R979),
(Simon et al. 2001; S. 273), (Genc und Phule 2002; S. 140), (Bossis et al. 2002; S. 224), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 29),
(Smith 2005; S. 34), (Chaudhuri et al. 2006; S. 261), (Lopez-Lopez et al. 2006; S. 543), (Dixon 2007; S. 321), (Laun et al. 2008;
S. 1049), (Harris 2011; S. 1), (Kuzhir et al. 2011a; S. 373)

13(Bölter und Janocha 1997; S. 149), (Carlson und Jolly 2000; S. 556), (Carlson 2002; S. 431), (Zschunke 2005; S. 17),
(Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30), (Smith 2005; S. 34), (Dixon 2007; S. 321), (Laun et al. 2008; S. 1051), (Yang et al.
2009; S. 457), (Vicente et al. 2011; S. 3701)

14(Ashour et al. 1996; S. 123), (Carlson und Jolly 2000; S. 556), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30)
15(Lemaire et al. 1996; S. 3173), (Ashour et al. 1996; S. 123), (Bölter und Janocha 1997; S. 149), (Carlson und Jolly 2000;

S. 556), (Volkova et al. 2000; S. 91), (Tao 2001; S. R979), (Bossis et al. 2002; S. 224), (Carlson 2002; S. 431), (Zschunke 2005;
S. 17), (Smith 2005; S. 34), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30), (Dixon 2007; S. 321), (Vicente et al. 2011; S. 3701)

16(Ashour et al. 1996; S. 123), (Carlson und Jolly 2000; S. 556), (Carlson 2002; S. 431), (Brigadnov und Dorfmann 2005;
S. 30), (Vicente und Ramirez 2007; S. 874), (Lopez-Lopez et al. 2008; S. 902)

17(Carlson und Jolly 2000; S. 556), (Zschunke 2005; S. 17), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30), (Harris 2011; S. 2),
(Vicente et al. 2011; S. 3701), (Rich et al. 2012; S. 580)

18(Zschunke 2005; S. 17), (Ashour et al. 1996; S. 123), (Genc und Phule 2002; S. 140), (Laun und Gabriel 2007; S. 665),
(Dixon 2007; S. 212, 321), (Laun et al. 2008; S. 1049), (Lord Corporation 2011)

19(Ashour et al. 1996; S. 125), (Bölter und Janocha 1997; S. 149), (Simon et al. 2001; S. 273), (Carlson 2002; S. 431),
(Zschunke 2005; S. 18), (Lopez-Lopez et al. 2006), (Lopez-Lopez et al. 2008), (Vicente et al. 2011; S. 3701), (Lord Corporation
2011), (Rich et al. 2012; S. 580)

20Maria Auf der Landwehr; Leibniz-Institut für Polymerforschung Dresden e.V., AbteilungVerarbeitungsprozesse
21Uwe Geißler; Leibniz-Institut für Polymerforschung Dresden e.V., AbteilungPolyelektrolyte und Dispersionen
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EHT = 2.00 kV
WD = 6.1 mm
Aperature Size = 20.00 mm

Signal A = SE2
Mag = 2.00 K X

2 mm

Abbildung 2.1: SEM Aufnahme von BASFTM

CIP CC Pulver20
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Abbildung 2.2: Partikelgrößenverteilung des
BASFTM CIP CC Pulver;Qi(xi): xxx , qi(xi): xxx
21

2.3 Materialverhalten von Suspensionen in Abhängigkeit der Partikel Vo-
lumen Konzentration

Weil magnetorheologische Fluide Suspensionen sind, hängen ihre Materialeigenschaften wie beispiels-
weise die Viskosität maßgeblich von der Partikel Volumen Konzentration ab22. Um das in dieser Arbeit
vorgestellte makroskopische Materialverhalten von MRF qualitativ nachvollziehen zu können, ist das Ma-
terialverhalten von Suspensionen in Abhängigkeit der Partikel Volumen Konzentration im Folgenden kurz
beschrieben. Beträgt die Partikel Volumen Konzentration nur maximalΦ ≲ 0.0323, so spricht man von
verdünnten Suspensionen24. EINSTEIN 25 fand heraus, dass sie sich in guter Näherung wie NEWTONsche
Fluide verhalten (Coussot 2005; S. xi), da ihre Partikel aufgrund der geringen Partikel Volumen Konzen-
tration nicht interagieren. Bis zu einer Partikel Volumen Konzentration vonΦ ≲ 0.1 kann die NEWTONsche
Viskosität nach BATCHELOR 26 abgeschätzt werden. Suspensionen mit moderater Partikel Volumen Kon-
zentration bis zur GrößenordnungΦ ≈ 0.2 zeigen meistviskoelastisches Materialverhalten27, da Partikel-
wechselwirkungen nicht mehr zu vernachlässigen sind. Außerdem kann ein scherinduziertes Ausrichten
der Partikelstrukturen auftreten (Sato et al. 2013; S. 2), sodass sich Partikel zu Schichten anordnen, die
von der kontinuierlichen Phase umgeben sind28. Dies wirkt sich auf makroskopischer Ebene alsScherver-
dünnungaus29. Mit steigender Partikel Volumen Konzentration erhält mankonzentriertebeziehungsweise
dichte Suspensionen, die auch als Pasten oder Schlamm bezeichnet werden30. Beträgt die Partikel Volu-

22(Barnes et al. 1989; S. 122), (Macosko 1994; S. 427), (Larson 1999; S. 268 ff.), (Barnes 2000; S. 133 ff.), (Mezger 2010;
S. 48), (Tadros 2010; S. 44)

23(Reiner 1968; S. 229, 239), (Berkovsky 1993; S. 29, 33), (Tanner und Walters 1998; S. 119), (Larson 1999; S. 265),
(Odenbach 2002b; S. 23), (Tanner 2002; S. 266), (Hess, Kröger und Fischer 2006; S. 462), (Tadros 2010; S. 86)

24(Sood 1991; S. 52, 57), (Tanner und Walters 1998; S. 108, 119), (Odenbach 2002b; S. 23), (Odenbach 2002a; S. 126, 127,
187), (Pan et al. 2009; S. 137), (Tadros 2010; S. 86)

25(Reiner 1968; S. 229, 239), (Barnes et al. 1989; S. 119), (Jones et al. 1991; S. 480), (Berkovsky 1993; S. 39), (Baus et al.
1995; S. 4), (Wrana 1996; S. 67), (Tanner und Walters 1998; S. 109), (Larson 1999; S. 265), (Odenbach 2002b; S. 23), (Tanner
2002; S. 266), (Morrison und Ross 2002; S. 513), (Pan et al. 2009; S. 137), (Tadros 2010; S. 86), (Willenbacher und Georgieva
2013; S. 18)

26(Barnes et al. 1989; S. 120), (Jones et al. 1991; S. 480), (Tanner und Walters 1998; S. 119), (Larson 1999; S. 265), (Odenbach
2002b; S. 23), (Tanner 2002; S. 266), (Ovarlez et al. 2006; S. 260), (Hess, Kröger und Fischer 2006; S. 462), (Lopez-Lopez et al.
2008; S. 905), (Pan et al. 2009; S. 137), (Tadros 2010; S. 86), (Willenbacher und Georgieva 2013; S. 18)

27(Jones et al. 1991), (Carreau et al. 1999; S. 1300), (Tadros 2010; S. 86)
28(Strivens 1976; S. 476), (Barnes et al. 1989; S. 119), (Schwartz 1999), (Brader 2010; Abb. 6)
29(Bird 1987; S. 105), (Barnes et al. 1989; S. 119), (Macosko 1994; S. 66, 85, 139), (Steffe 1996; S. 22 ff.), (Al-Zahrani 1997),

(Larson 1999; S. 267), (Barnes 2000; S. 56), (Escudier et al. 2001), (Hackley und Ferraris 2001; S. 32), (Tanner 2002; Abb. 1.2),
(Figura 2004; Absch. 4.3.5), (Chhabra und Richardson 2008; S. 6 ff.), (Susan-Resiga 2009), (Brader 2010; S. 11), (Mezger 2010;
S. 40), (Tadros 2010; Abb. 3.9), (Paredes et al. 2011; S. 1)

30(Coussot 2005; S. xi), (Dzuy und Boger 1983; S. 324), (Barnes 1999; S. 137, 143), (Verein Deutscher Ingenieure 2006;
S. Lah 1), (Mladenchev 2007; S. IV), (Ardakani et al. 2011; S. 1262), (Schneider et al. 2016)
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men Konzentration zwischenΦ≈0.58. . .0.64 liegt die Suspension im glasartigen Zustand vor31. Aufgrund
der „ausreichend großen“32 Partikel Volumen Konzentration treten Partikel mit ihren Nachbarn in Kon-
takt (Coussot 2005; S. 41), der auch durch einen Flüssigkeitsfilm nicht verhindert wird. Infolgedessen
existiert in Kompressionsrichtung Kraftschluss zwischenPartikeln. Demnach sind Pasten aufgrund der
Wechselwirkungskräfte solange nicht in der Lage zu Fließen, bis die aufgebrachte Last einen kritischen
Wert übersteigt33. Daher besitzen Pasten Eigenschaften, die zwischen denen von klassischen Flüssigkei-
ten und Festkörpern liegen34. Sie werden aus diesem Grund als Flüssigkeit mit Fließspannung (yield stress
fluid) bezeichnet (Coussot 2005; S. 22). Dieses charakteristische Verhalten wird in der Literatur auch als
Jamming35 bezeichnet.

2.4 Magnetorheologischer Effekt

Da die magnetisierbaren Partikel magnetorheologischer Fluide Mikrometer groß sind, bestehen sie aus
mehrerenmagnetischen Domänen(WEISS Bezirke) 36. Es handelt sich um Multidomänen Partikel. In-
nerhalb einer magnetischen Domäne zeigen die atomaren magnetischen Momente in dieselbe Richtung.
Diese summieren sich zu dem resultierenden magnetischen Moment der magnetischen Domäne auf. In
einer jungfräulichen magnetisierbaren Probe sind diese magnetischen Momente stochastisch verteilt und
heben sich im Mittel weg. Die globale MagnetisierungM eines magnetisierbaren Partikels (Jackson 2006;
Gl. (5.76)) ergibt somit den Nullvektor.37 Ohne dem Einfluss eines äußeren Magnetfelds sind deshalb die
Partikel eines MRF in dem Trägerfluid regellos angeordnet. Dies ist in der lichtmikroskopischen Aufnah-
me von Abbildung2.3(a)zu erkennen. Nach dem Aufprägen eines äußeren magnetischenFeldes richten
sich die magnetischen Momente in Richtung der magnetischenFeldinien aus38 und tragen somit zu einer
effektiven makroskopischen Magnetisierung bei (Jackson 2006; Gl. (5.76)). Infolgedessen verhalten sich
magnetisierte Partikel wie ein magnetischer Dipol39. Anziehungskräfte zwischen den Partikeln führen in
Abhängigkeit der Partikel Volumen Konzentration zur Ausbildung von kettenartigen Strukturen, Klustern
oder einem schwachen Netzwerk40, welche auf der lichtmikroskopischen Aufnahme von THIELSCH und
BLOBEL41 in Abbildung2.3(b)zu erkennen sind. Der Betrag der Magnetisierung hängt von der Stärke des
Magnetfeldes ab und ist durch die Sättigungsmagnetisierung begrenzt. Die Magnetisierungskurven von
BASFTM CIP CC Partikeln sind in Abbildung2.6 gegeben. Somit steuert das Magnetfeld die Stärke der
interpartikulären Anziehungskräfte und folglich die rheologischen Eigenschaften des MRF. Die geziel-
te Steuerbarkeit der Materialeigenschaften in Abhängigkeit eines äußeren Magnetfelds wird alsmagne-

31(Macosko 1994; S. 62), (Baus et al. 1995; S. 18, 27), (Petekidis et al. 2002; S. 5), (Nugent et al. 2007; S. 025702-
1), (Peker und Helvaci 2008; S. 40, 173), (Stokes und Frith 2008; S. 1135), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 579),
(Carrier und Petekidis 2009; S. 245, 246), (Christopoulou et al. 2009; S. 5052), (Brader 2010; Abb. 3), (Narumi et al. 2011;
S. 1472)

32(Liu und Nagel 1998), (Petekidis et al. 2002; S. 9), (Coussot et al. 2009; S. 86, 89)
33Coussot(2005; S. xi ff.), (Schneider et al. 2016)
34(Coussot 2005; S. xii, 4), (Carrier und Petekidis 2009; S. 246), (Coussot et al. 2009; S. 90), (Ardakani et al. 2011; S. 1262)
35(Strivens 1976; S. 476), (Trappe et al. 2001), (Liu und Nagel 2001), (Coussot et al. 2002a), (Coussot 2005; S. xii ff.), (Weeks

2007), (Peker und Helvaci 2008; S. 174 ff.)
36(Blakemore und Frankel 1982; S. 42), (Carrigan Jr. und Trower 1982; S. 81), (Racho et al. 1987; S. 48, 381), (Recknagel

1990; S. 317), (O’Handley 2000; S. 18), (Kories und Schmidt-Walter 2004; S. 79), (Stöcker 2005; S. 443), (Brandt und Dahmen
2005; S. 288, 296), (Fasching 2005; S. 383), (Michalowsky 2006; S. 26), (Hering et al. 2007; S. 372), (Fischer et al. 2007; S. 233,
281)

37(Racho et al. 1987; S. 382), (Recknagel 1990; S. 318), (O’Handley 2000; S. 18), (Kories und Schmidt-Walter 2004; S. 79),
(Stöcker 2005; S. 443), (Brandt und Dahmen 2005; S. 296), (Fasching 2005; S. 383), (Hering et al. 2007; S. 372), (Fischer et al.
2007; S. 281)

38(Racho et al. 1987; S. 382), (Recknagel 1990; S. 318), (Kories und Schmidt-Walter 2004; S. 79), (Brandt und Dahmen 2005;
S. 296), (Fasching 2005; S. 383), (Hering et al. 2007; S. 372)

39(Ginder et al. 1996; S. 3294), (Jolly et al. 1999a; S. 5), (Hagenbüchle und Liu 1997; S. 7664), (Genc und Phule 2002; S. 140),
(Kories und Schmidt-Walter 2004; S. 79), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30), (Chaudhuri et al. 2006; S. 261), (Böse et al.
2013; S. 1)

40(Bossis et al. 1994; S. 335), (Ginder et al. 1996; S. 3294), (Lemaire et al. 1996), (Ashour et al. 1996; S. 125),
(Tang und Conrad 1996; S. 1167), (Ginder et al. 1996; S. 3294), (Hagenbüchle und Liu 1997; S. 7664), (Jolly et al. 1999a; S. 5),
(Tao 2001; S. R979), (Simon et al. 2001; S. 274), (Zschunke 2005; S. 7), (Brigadnov und Dorfmann 2005; S. 30), (Smith 2005;
S. 34)„ (Chaudhuri et al. 2006; S. 261), (Deshmukh 2007; S. 107), (Peng et al. 2008; S. 28), (Laun et al. 2008; S. 1049)

41Karin Thielsch, Swen Blobel; Technische Universität Dresden, Fakultät für Maschinenwesen, Institut für Festkörpermecha-
nik, Professur für Nichtlineare Festkörpermechanik
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Partikel

Trägerflüssigkeit

(a) Zufällig verteilte Partikel fürB = 0

B

(b) Ausrichtung der Partikel entlang der
magnetischen Feldlinien fürB ≠ 0

Abbildung 2.3: Lichtmikroskopische Aufnahme einer Suspension von THIELSCH und BLOBEL

torheologischer Effekt42 bezeichnet. Er ermöglicht eine schnelle und reversibele Veränderung der visko-
sen43, elastischen und plastischen Eigenschaften (Fließspannung)44. Harris(2011; S. 2) äußert sich sinn-
gemäß, dass das Fluid umso steifer je stärker das Magnetfeldist. Butz und von Stryk(2002; S. 3) berichten
über eine Veränderbarkeit der Viskosität von einem flüssigkeitsähnlichen hin zu einemhalbfesten Zustand
in wenigen Millisekunden45. Die in wenigen Millisekunden liegende Schaltzeit rheologischer Eigenschaf-
ten ist auf die kurze Zeit zur Ausbildung der Kettenstrukturen zurückzuführen46. Laun und Gabriel(2007;
S. 665) weisen jedoch auf die Tatsache hin, dass bereits mehrere Autoren Versuche zur Charakterisierung
der Schaltzeit unternommen haben, es aber keine generell akzeptierte Messprozedur gibt. Daher reicht
der Bereich gemessener Schaltzeiten von 0.1 ms bis 100 ms. Die relativ große Streubreite ist darauf zu-
rückzuführen, dass in den meisten Fällen nicht die reine Schaltzeit zur Strukturbildung im MRF gemes-
sen wird. Vielmehr wird die Schaltzeit der gesamten Applikation ermittelt, welche maßgeblich vom De-
sign des magnetischen Kreises abhängt (Genc und Phule 2002; S. 141). Auf die Ermittlung der effektiven
Schaltzeit eines MR Dämpfers unter Berücksichtigung sämtlicher Einflussfaktoren wird beispielsweise in
Strecker et al.(2015) hingewiesen.
Der magnetorheologische Effekt hängt von der Temperatur, der Richtung und Stärke des Magnetfeldes,
der Nullviskosität der Trägerflüssigkeit, der Anfangssuszeptibilität, der Sättigungsmagnetisierung, der Par-
tikelform und der Partikelgrößenverteilung ab. Die mittlere Partikelgröße ist ebenfalls ein wichtiger Ein-
flussfaktor, da von ihr die Existenz kolloidaler47 oder nicht-kolloidale Wechselwirkungen48 abhängt. Sie ist
somit für das Sedimentationsverhalten eines MRF ausschlaggebend. Außerdem korreliert die Partikelgrö-
ße mit der Anzahl der magnetischen Domänen pro Partikel und hat folglich entscheidenden Einfluss auf

42(Kordonsky 1993), (Laun et al. 1996; S. 417, 418), (Ashour et al. 1996; S. 123, 126), (Ginder et al. 1996; S. 3293 ff.),
(Jolly et al. 1999b; S. 2036), (Jolly et al. 1996; S. 607, 611), (Simon et al. 2001; S. 274), (Genc und Phule 2002; S. 141),
(Zschunke 2005; S. 7), (Claracq et al. 2004; S. 38), (Kittipoomwong et al. 2005; S. 1521), (Goncalves 2005; S. 68), (Janocha
2006; S. 4), (Lopez-Lopez et al. 2008), (Lopez-Lopez et al. 2009; S. 120 ff.), (Vicente et al. 2011; S. 3701 ff.), (Kuzhir et al.
2011a; S. 373), (Böse et al. 2013; S. 1), (Wereley 2014; S. 1)

43Die magnetisch induzierte Veränderung der Viskosität magnetisierbarer Fluide ist beiBerkovsky et al.(1980; S. 338),
Shulman et al.(1986; S. 936),Ashour et al.(1996; S. 125),Odenbach(2002a), Odenbach(2002b; S. 3 ff.), Ilg et al. (2005; S. 1)
undHarris(2011; S. 2) auch alsmagnetoviskoser Effektbezeichnet.

44(Ashour et al. 1996; S. 126), (Jolly et al. 1999a; S. 5), (Smith 2005; S. 34), (Chaudhuri et al. 2006; S. 261), (Dixon 2007;
S. 321), (Vicente und Ramirez 2007; S. 867), (Lopez-Lopez et al. 2006; S. 543), (Yang et al. 2009; S. 457), (Wereley 2014; S. 1)

45Originalzitat: „Electro- and magnetorheological fluids are smart, synthetic fluids changing their viscosity from liquid to semi-
solid state within milliseconds if a sufficiently strong electric or magnetic field is applied.“ (Butz und von Stryk 2002; S. 3)

46(Kordonsky 1993; S. 395), (Hagenbüchle und Liu 1997; S. 7664), (Yeh und Chen 1997; S. 273), (Tao 2001; S. R979),
(Bossis et al. 2002; S. 224), (Genc und Phule 2002; S. 141), (Goncalves 2005; S. 90), (Janocha 2006; S. 4), (Trendler 2007;
S. 4972), (Laun und Gabriel 2007; S. 665), (Peng et al. 2008; S. 28), (Bhavsar et al. 2008; S. 38), (BASF 2009), (Vicente et al.
2011; S. 3701), (Wang und Liao 2011; S. 1), (Raynauld und Fath 2012; S. 141)

47(Rosensweig 1982; S. 92 f.), (Sood 1991; S. 2), (Halsey 1992; S. 761), (Husband et al. 1993; S. 215), (Abel et al. 1994;
S. 456), (Popplewell und Rosensweig 1996), (Coussot und Ancey 1999; S. 4447), (Dörfler 2002; S.6 f.), (Coussot 2005; S. 49),
(Jones 2002; S. 1), (Weeks 2007), (Andelman und Rosensweig 2009; S. 16), (Nam et al. 2011; S. 925), (Segovia-Gutierrez et al.
2012; S. 1429)

48(Shulman et al. 1986; S. 935), (Ashour et al. 1996; S. 123), (Parthasarathy und Klingenberg 1996), (Jolly et al. 1999a; S. 5),
(Coussot und Ancey 1999; S. 4447, 4451), (Jolly et al. 1999b; S. 2036, 2037), (Chen und Yeh 2001), (Brigadnov und Dorfmann
2005; S. 29), (Coussot 2005; S. 51)



10 2. Informationen zu magnetorheologischen Fluiden und Ansätze zur Materialmodellierung

dessen magnetische Eigenschaften (Blakemore und Frankel 1982; S. 42). Weitere Untersuchungen zum
Einfluss der Partikelgröße findet man beim Vergleich zwischen magnetorheologischen Fluiden undFer-
rofluiden49 (FF). Ferrofluide bestehen im Gegensatz zu MRF aus Nanometergroßen Partikeln. Sie sind
daher kolloidale Suspensionen. Da Nanometer große Partikel Eindomänenteilchen sind, begründen sich
die unterschiedlichen magnetischen Eigenschaften50 für MRF und FF.

2.5 Phänomenologischer fest-flüssig Übergang eines magnetorheologi-
schen Fluids

Magnetorheologische Fluide besitzen aus phänomenologischer Sicht einen sogenannten fest-flüssig Über-
gang. Steht ein MRF nicht unter dem Einfluss eines magnetischen Feldes, verhält es sich wie eine „norma-
le“ Suspension (Genc und Phule 2002; S. 140). In diesem Fall hat es viskoelastische Eigenschaften. Beim
Vorhandensein eines magnetischen Feldes besitzt das MRF eine Fließspannung51, welche eine direkte Fol-
ge des magnetorheologischen Effekts ist. Das Verhalten eines magnetorheologischen Fluids gleicht daher
dem einer Flüssigkeit mit Fließspannung. Die für Flüssigkeiten mit Fließspannung typischen Eigenschaf-
ten, welche in Abschnitt4.3auszugsweise dargelegt sind, können über das Magnetfeld augenblicklich und
reversibel zu- und abgeschaltet werden52. Rosensweig(1982; S. 89) schreibt: „Beispielsweise erstarrt die
Kupplungsflüssigkeit zu einer festen Masse, sobald sie unter dem Einfluss eines magnetischen Feldes ge-
rät. Das heißt, sie hört gerade dann auf eine Flüssigkeit zu sein, wenn sie magnetisch aktiv wird – und
umgekehrt.“
Das Prinzip des idealisierten fest-flüssig Übergangs einesMRF ist in Abbildung2.4 schematisch darge-
stellt. Es beruht auf den Untersuchungen vonKlingenberg und Zukoski(1990; S. 17),Simon et al.(2001;
S. 273) undLaun et al.(2009; Abb. 3). Es wurden nicht-magnetisierbare Platten sowie ein homogenes Ma-
gnetfeld angenommen. Abbildung2.4(a)illustriert den inneren Aufbau eines MRF wenn es keinem magne-

(a) In Trägerflüssig-
keit zufällig verteil-
te Partikel fürB = 0

N

S

a

B

(b) In Feldlinienrichtung aus-
gerichtete Partikel

B

Fpre

(c) Vorfließbereich: Ketten
neigen sich aufgrund der Last
Fpre

B

Fpost

(d) Nachfließbereich: Ketten
brechen aufgrund der Last
Fpostund MRF fließt

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung des fest-flüssig Übergangs von magnetorheologischen Fluiden

tischen Feld ausgesetzt ist. Die Partikel sind zufällig in der Trägerflüssigkeit verteilt. Eine entsprechende
reale Aufnahme dieses Zustandes ist in Abbildung2.3(a)dargestellt. Sobald ein magnetisches Feld zuge-
schaltet wird, ordnen sich die Partikel in kettenähnlichenStrukturen an, welche sich entlang der Feldlinien
ausrichten. Dies ist in Abbildung2.4(b)auf der Grundlage von Abbildung2.3(b)dargestellt. Wenn an der
oberen Platte eine horizontale KraftFpre angreift, werden die Ketten zunächst ausgelenkt, ohne zu brechen.
Unterstellt man, dass sich das MRF wie eine Flüssigkeit mit Fließspannung verhält, resultieren im MRF
infolge Fpre Beanspruchungen im Vorfließbereich. Ebenfalls ist idealesHaften der Partikel an den Platten
angenommen. Der Lastfall ist in Abbildung2.4(c) skizziert. Würde man die Kraft entfernen, so würde

49(Rosensweig 1982; S. 93), (Schäfer 2000), (Odenbach 2002a), (Odenbach 2002b), (Kröger et al. 2003), (Kröger 2004; Ab-
schnitt 7.5), (Lopez-Lopez et al. 2006; S. 543), (Odenbach 2009)

50(Rosensweig 1982; S. 89), (Ashour et al. 1996; S. 123 ff.), (Wang und Holm 2003; S. 1), (Samouhos und McKinley 2007;
S. 432), (Dixon 2007; S. 216), (Harris 2011; S. 2)

51(Lemaire et al. 1995; S. 1012), (Tang und Conrad 1996; S. 1167), (Hagenbüchle und Liu 1997; S. 7664), (Claracq et al. 2004;
S. 38), (Peng et al. 2008; S. 28)

52(Jolly et al. 1996; S. 611), (Hagenbüchle und Liu 1997; S. 7664), (Simon et al. 2001; S. 274), (Tao 2001; S. R979), (See
2003; S. 299), (Claracq et al. 2004; S. 38), (Rwei et al. 2005; S. 1253), (Lopez-Lopez et al. 2009; S. 115), (Vicente et al. 2011;
S. 3701), (Lord Corporation 2011)
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das MRF wieder seine Ausgangskonfiguration einnehmen53. Dies kann beispielsweise durch ausreichend
große Reibkräfte (Kraftschluss) oder stoffschlüssige Verbindungen zwischen Partikeln und Wand (Kleben,
Schweißen) realisiert werden. Wandgleiten54 ist daher per Definition ausgeschlossen. Es ist außerdem
angenommen, dass sich eine Richtung der magnetischen Dipole im Strömungsfeld zwischen der Ketten-
längsrichtung und der Magnetfeldrichtung einstellt. Die Richtung des Magnetisierungsvektors hängt dabei
vom Wechselspiel zwischen hydrodynamischen Kräften und magnetischer Relaxation ab (Claracq et al.
2004; S. 38). Magnetische Relaxation kann man unterteilen in NÉELsche und BROWNsche Relaxation.
Bei NÉELscher Relaxation rotiert das magnetische Moment unabhängig vom Partikel. Hingegen dreht sich
das magnetische Moment bei BROWNscher Relaxation aufgrund der Rotation des Partikels. Zu beachten
ist, dass derjenige Prozess mit der kleineren Relaxationszeit die magnetische Relaxation dominiert55. Im
Falle von Mikrometer großen Partikeln dominiert nachOdenbach(2002b; Tab. 2.1) undLissek (2000;
S. 5) die BROWNsche Relaxation. Daher erfolgt die magnetische Relaxationmaßgeblich über Drehung
der Partikel, wobei die Partikel selbst unter dem Einfluss hydrodynamischer Kräfte mit der Trägerflüs-
sigkeit interagieren (Kröger et al. 2003; S. S1404). In Abbildung2.4(d)wirkt eine horizontale KraftFpost

mit ∣Fpost∣ > ∣Fpre∣, sodass für das MRF Beanspruchungen im Nachfließbereich resultieren. Infolgedessen
ist die Fließbedingung des MRF erfüllt. Die kettenartigen Strukturen aus Abbildung2.3(b) brechen an
dem Punkt, an welchem die Fließbedingung zuerst erfüllt ist56. Der Fließvorgang wird nun maßgeblich
von den Materialeigenschaften des Nachfließbereichs beeinflusst57. Für eine stationäre Strömung herrscht
dabei ein Gleichgewicht zwischen Kettenreißen und Kettenneubildung (Butz und von Stryk 2002; S. 4).

2.6 Anwendungsbereich magnetorheologischer Fluide

In den letzten Jahren wurden auf Basis magnetorheologischer Fluide zahlreiche Applikationen entwickelt.
Darunter zählen zum Beispiel rotatorische MR Geräte wie magnetorheologische Bremsen und MR Kupp-
lungen58. Magnetorheologische Dämpfer59 sind translatorisch wirkende MR Geräte und kommen unter
anderem bei erdbebensicheren Anwendungen zum Einsatz. Ebenfalls werden sie für die Aufhängung von
Sitzen und zur adaptiven Federung und Dämpfung von Fahrzeugen benutzt. Beispielsweise werden sie in
den Militärfahrzeugen Humvees, Stryker und M915A3 verbaut(Carlson et al. 2007). Delphi Corporation
(2005) entwickelte das MR DämpfersystemMagneRide™, welches in einigen Cadillac’s und Ferrari’s,
Chevrolet Corvette, Audi TT und Audi R8 sowie im Range Rover Evoque eingesetzt wird60. Weitere
Anwendungsbereiche von MRF sind taktile Feedback-Geräte für Steer-By-Wire Systeme in Gabelsta-
blern61, Force-Feedback Komponenten wie Joysticks zur Steuerung von Industrierobotern (Wiehe et al.
2008), MR Lager im Automobilbau62, flexible Befestigungsvorrichtung (Tang et al. 1999), MR Türschlie-
ßer (Wiehe et al. 2008) und medizinische Anwendungen wie das sogenannterheokneebeziehungsweise
das prosthetische Bein63. Magnetorheologische Komposite wurden unter anderem vonCarlson(1999),
Carlson und Jolly(2000), Chrzan und Carlson(2001), (Goncalves 2005; S. 12),Kaleta und Lewandowski
(2007), Deshmukh und McKinley(2007), Kaleta et al.(2007) undDohmen et al.(2014) hergestellt. MRF

53(Rabinow 1948; S. 1314), (Gamota und Filisko 1991; S. 418), (Bölter und Janocha 1997; S. 155), (Hagenbüchle und Liu
1997; S. 7664), (Gans et al. 1999; S. 209), (Kordonskii et al. 1999; S. 842), (Tang et al. 2000; S. 2635), (Butz und von Stryk
2002; S. 4), (Li et al. 2003; S. 280), (Claracq et al. 2004; S. 45), (Gandhi und Bullough 2005; S. 238, 241), (Peng et al. 2008;
S. 28), (Yang et al. 2009; S. 457), (Jang et al. 2009; S. 1168)

54(Lemaire und Bossis 1991; S. 1477), (Volkova et al. 2000; S. 91), (Peng et al. 2008), (Lopez-Lopez et al. 2009; S. 120)
55(Lissek 2000; S. 4), (Odenbach 2002b; S. 20), (Odenbach 2002a; S. 20), (Odenbach 2009; S. 16)
56(Lemaire et al. 1996), (Popplewell und Rosensweig 1996; S. 2300), (Butz und von Stryk 2002; S. 4), (Claracq et al. 2004;

S. 45), (Lopez-Lopez et al. 2009; S. 120)
57(Rosensweig 1995; S. 179), (Felt et al. 1996; S. 590)
58(Bölter und Janocha 1997; S. 151), (Nakano und Yamamoto 1999; S. 2068), (Goncalves 2005; S. 13), (Smith 2005; S. 36),

(Carlson et al. 2007), (Böse 2007), (BASF 2009), (Güth et al. 2013c), (Güth et al. 2013a), (Desrosiers et al. 2013), (Böse et al.
2013), (Güth et al. 2013b), (Wereley 2014; S. 248)

59(Bölter und Janocha 1997; S. 154), (Falah et al. 1998), (Nakano und Yamamoto 1999; S. 2068), (Jeon et al. 1999), (Jolly et al.
1999a), (Butz und von Stryk 2002), (Goncalves 2005; S. 11), (Carlson et al. 2007), (Böse 2007), (Dixon 2007; S. 324),
(Wiehe et al. 2008), (Böse und Ehrlich 2010), (Güth et al. 2013a), (Wereley 2014; S. 237), (Strecker et al. 2015)

60(Goncalves 2005; S. 8), (Carlson et al. 2007), (Dick et al. 2007; S. 6), (Wiehe et al. 2008), (Raynauld und Fath 2012)
61(Carlson et al. 2007), (Wiehe et al. 2008), (Güth et al. 2013a)
62(Janocha 2006; S. 4), (Böse 2007), (Carlson et al. 2007), (Wiehe et al. 2008)
63(Herr und Wilkenfeld 2003), (Goncalves 2005; S. 13), (Bhavsar et al. 2008; S. 38), (Güth et al. 2013a)
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werden außerdem als Präzisions-Poliermittel für magnetorheologisches Finishing verwendet64. Dies ist
eine Methode zur Herstellung von komplexen Optiken mit hoher Genauigkeit und Oberflächenglattheit.

2.7 Magnetorheologisches Fluid – das magnetische Analogonzum elek-
trorheologischen Fluid

Magnetorheologische Fluide sind das magnetische Analogonzu elektrorheologischen Fluiden65. Das phy-
sikalische Prinzip zur Schaltbarkeit rheologischer Eigenschaften ist in beiden Fällen ähnlich66. Die Ma-
terialeigenschaften können durch ein äußeres Feld gesteuert werden. Im Falle von MRF werden sie durch
ein magnetisches Feld und bei ERF mittels einem elektrischen Feld gesteuert.
Magnetorheologische Fluide wurden von Jacob Rabinow67 am US National Bureau of Standards entdeckt
und entwickelt68. Rabinow(1948) zeigte, dass eine in MRF eingetauchte und dem Feld eines Elektroma-
gneten ausgesetzte Platte das Gewicht einer schlanken Frauder Masse von circa 53 kg tragen kann.
Im selben Zeitraum arbeitete Willis M. Winslow an elektrorheologischen Fluiden69. Winslow (1949) ver-
öffentlichte ein Elektro-Viskosimeter sowie elektrisch regelbare Ventile, Bremsen und Kupplungen70.
Da die qualitativen Eigenschaften von ERF und MRF vergleichbar sind, können die in dieser Arbeit vor-
geschlagenen Modelle aufgrund ihres phänomenologischen Charakters zur Modellierung des Materialver-
haltens beider Materialien verwendet werden. Hinsichtlich ingenieurtechnischer Anwendungen sind die
Unterschiede zwischen ERF und MRF von Interesse.Lemaire et al.(1995; S. 1011) weist darauf hin, dass
für die Effektivität von elektro- und magnetorheologischen Fluiden gewöhnlich die dynamische Fließspan-
nung entscheidend ist. Diesbezüglich besitzen MRF Vorteile gegenüber ERF.Weiss et al.(1994; S. 1),
Ginder et al.(1996; S. 3293) undTao (2001; S. R979) verweisen auf die größere Fließspannung von
MRF71, sodass sie im Vorfließbereich größere Dämpfungskräfte übertragen können als ERF72. Außer-
dem muss für MRF weniger Energie bereitgestellt werden, um dieselbe Fließspannung zu erreichen73. Ein
Nachteil von MRF gegenüber ERF ist das größere Gewicht. Diesist darauf zurückzuführen, dass MRF
gewöhnlich aus Eisenpartikeln bestehen. Dadurch tritt dasSedimentationsproblem für MRF stärker in den
Vordergrund als für ERF74. Eine Gegenüberstellung der Eigenschaften von ERF und MRF hinsichtlich

64(Kordonski und Golini 1999), (Tao 2001; S. R979), (Harris 2011), (Kuzhir et al. 2011a; S. 373), (Wereley 2014; S. 261)
65(Jolly et al. 1999a; S. 5), (Kittipoomwong et al. 2005; S. 1521)
66(Ashour et al. 1996; S. 124), (Ginder et al. 1996; S. 3294), (Kuzhir et al. 2011a; S. 374)
67Jacob Rabinow ist Erfinder zahlreicher Anwendungen, wie beispielsweise auf MRF basierendemoment- und kraftübertragen-

de Geräte(US Patent 2575360, 1947),Stoßdämpfer(US Patent 2667237, 1948),Hochgeschwindigkeits-Kupplungen(US Patent
2622713, 1949) undRadialfeld-Kupplungen(US Patent 2629471, 1949).

68(Ginder et al. 1996; S. 3293), (Laun et al. 1996; S. 418), (Yeh und Chen 1997), (Larson 1999; S. 376), (Tao 2001; S. R979),
(Bossis et al. 2002; S. 224), (Genc und Phule 2002; S. 140), (Claracq et al. 2004; S. 38), (Zschunke 2005; S. 16), (Smith 2005;
S. 34), (Samouhos und McKinley 2007; S. 432), (Dixon 2007; S. 303), (Yang et al. 2009; S. 457), (Wang und Liao 2011)

69(Larson 1999; S. 361), (Bossis et al. 2002; S. 224), (Genc und Phule 2002; S. 140), (Rwei et al. 2005; S. 1253), (Smith 2005;
S. 34), (Dixon 2007; S. 303)

70Im Jahre 1942 reichte Winslow das US Patent 2417850 übermethod and means for translating electrical impulses into
mechanical forceein, welches durch das US Patent 3047507field responsive force transmitting compositionsim Jahre 1960
aktualisiert wurde. Er erfand ebenfalls eine hochgenaueSchlupf-Regelung(US Patent 2661825, 1949), welche in elektrischen
Motoren mit feldgesteurter Kupplung (US Patente 2663809 und 2886151, 1949) zur Anwendung kam, sowiefeldgesteuerte
hydraulische Applikationen(US Patent 2661596, 1950).

71englisches Originalzitat: MRF are „low voltage counterparts of electrorheological (ER) fluids. Yield stresses of order 100 kPa,
some two orders of magnitude larger than in practical ER fluids have been obtained in MR fluids exposed to applied magnetic
fields of 3 kOe, or 240 kA/m,2.3 which are readily generated by electromagnets or permanentmagnets“ (Ginder et al. 1996)

72Bossis et al.(1997; S. 687) undBossis et al.(2002; S. 224) schreiben: „Magnetorheological suspensions havereceived less
attention than electrorheological suspensions mainly because the weight and the space required by the coils to producethe ma-
gnetic field was thought to be a severe restriction for practical applications. [. . . ] Nevertheless, just comparing the magnetostatic
energy densityµ0H2

0 for H0 = 3000Oe and the electrostatic energy densityε0E2
0 for a fieldE0 = 3kV/mm(close to the breakdown

field) it appears that the former is larger by an order of magnitude. This is the first reason why yield stresses obtained with magne-
torheological (MR) fluids are much larger than those obtained with electrorheological (ER) fluids. Yield stresses closeto 100 kPa
are obtained with magnetic suspensions made of carbonyl iron (Weiss et al., 1994), whereas 15 kPa seems to be the maximum
yield stress ever obtained with an ER fluid (Haveka, 1994). Furthermore these ER fluids are difficult to use commercially due to
a too high power consumption“.

73(Ashour et al. 1996; S. 124), (Tao 2001; S. R980), (Smith 2005; S. 36)
74Larson(1999; S. 377), (DIN.51480-1; S. 11 ff.), (Deshmukh 2007; S. 13 ff.)
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der Stabilität sowie der Sensitivität gegenüber Additivenund Temperaturveränderungen findet man bei
Ashour et al.(1996; S. 124) undDeshmukh(2007; S. 13 ff.).

2.8 Magnetomechanische Eigenschaften des verwendeten magnetorheolo-
gischen Fluids

Das in dieser Arbeit verwendete MRF wurde von ADAM und BORIN 75 aus der Gruppe von ODENBACH

hergestellt und experimentell untersucht. Die mechanischen Eigenschafen in Abhängigkeit vom äußeren
Magnetfeld wurden für magnetische Induktionen∣B∣= 0mT, ∣B∣= 50mT,∣B∣= 150mT und∣B∣= 300mT mit
dem kommerziellen Rheometer MCR 501 der Firma Anton Paar bestimmt. Zum einen wurde die Fließ-
kurve τ∞.meas( ˙̃γ) und zum anderen Speicher- und VerlustmoduliG′meas(γ̂) und G′′meas(γ̂) gemessen. Die
gemessenen Fließkurven sind in Abbildung2.5(a)im semilogarithmischen Maßstab dargestellt. Die Fließ-
kurve ist diejenige Materialfunktion, die den Zusammenhang zwischen dem Vektor konstant gehaltener
Scherrateṅ̃γ und dem Vektor gemessener Schubspannung im stationären Zustand beschreibt. Die Defi-
nition der Fließkurve ist in Abschnitt3.7 gegeben. Messwerte für Speicher- und Verlustmoduli sind im
doppellogarithmischen Maßstab in Abbildung2.5(b)präsentiert. Speicher- und Verlustmodul sind Materi-
alfunktionen für eine verzerrungsgeregelte sinusförmigeAnregung, die mittels einer FOURIERAnalyse des
Spannungssignals ermittelt werden. Die Definition von Speicher- und Verlustmodul erfolgt in Abschnitt
3.8. Die Rohdaten der Messungen sind in AnhangA.7 hinterlegt. Die Magnetisierungskurve der BASFTM
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Abbildung 2.5: Materialfunktionen eines MRF bestehend ausΦ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln, die
in die Trägerflüssigkeit MOTUL 300V suspendiert sind; Messungen für verschiedene Stärken der äußeren
magnetischen Induktion∣B∣ = 0mT, ∣B∣ = 50mT, ∣B∣ = 150mTund ∣B∣ = 300mT

CIP CC Partikel wurde ebenfalls von ADAM und BORIN aus der Gruppe von ODENBACH ermittelt. Sie
wurde mithilfe eines Magnetometers76 mit vibrierender Probe des Herstellers Lake Shore bestimmt. Das
innere Magnetfeld der BASFTM CIP CC Messprobe wurde vonSpieler(2012) unter Berücksichtigung des
Demagnetisierungsfaktors77 von 0.44 berechnet. Das magnetische Feld einer magnetisierten Kugel, wel-
che Grundlage für die Definition derinneren magnetischen InduktionBi und derinneren magnetischen
FeldstärkeH i ist, wird beispielsweise beiSchmutzer(2005; S. 690),Jackson(2006; S. 233) undHenke
(2007; S. 199) angegeben. In Abbildung2.6(a)werden die Messwerte der entlang der Feldlinien gerichte-
ten Komponente des MagnetisierungsvektorsM über korrospondierende Messwerte der Komponente der
inneren magnetischen InduktionBi nachSpieler et al.(2014; Abb. 1) aufgetragen. Das entsprechende Dia-
gramm in Abhängigkeit von der korrospondierenden inneren FeldstärkeH i ist in Abbildung2.6(b)nach
Spieler et al.(2013; Abb. 6b) dargestellt. Zur Modellierung der Magnetisierungskurve verwendenSpieler

75Frank Adam, Dmitry Borin; Technische Universität Dresden,Fakultät Maschinenwesen, Institut für Strömungsmechanik,
Professur für Magnetofluiddynamik (Professor Odenbach)

76(Lakeshore 2004), (Michalowsky 2006; S. 86)
77(Shulman et al. 1986; S. 939), (Racho et al. 1987; S. 387), (Lakeshore 2004; S. A-2), (Michalowsky 2006; S. 285),

(Hering et al. 2007; S. 374), (Kordonski und Gorodkin 2009)
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Abbildung 2.6: Magnetisierungskurven der BASFTM CIP CC Partikel wurden von ADAM und BORIN

gemessen und in(a): Spieler et al.(2014; Abb. 1) und(b): Spieler et al.(2013; Abb. 6b) veröffentlicht

(2012) undSpieler et al.(2013) ein phänomenologisches Modell auf Basis der LANGEVIN Funktion. Ein
phänomenologischer Ansatz basierend auf dem Tangens Hyperbolicus ist inSpieler et al.(2014) vorge-
schlagen.

2.9 Ansätze zur Modellierung des Materialverhaltens magnetorheologi-
scher Fluide

Zur Modellierung des Materialverhaltens magnetorheologischer Fluide existieren in der Literatur mehrere
Ansätze. Im Folgenden werden die Optionen zur Modellierungdes makroskopischen Materialverhaltens
von magnetorheologischen Fluiden erörtert. Dafür kommen der phänomenologische als auch der mikro-
skopische Modellierungsansatz infrage78. Weil die qualitativen Eigenschaften von MRF und ERF nahezu
identisch sind, siehe Abschnitt2.7, werden auch Modelle zur Abbildung des Materialverhaltensvon ERF
berücksichtigt. Die in der Literatur praktizierten Modellierungsstrategien werden in vier Klassen eingeteilt:

1. Kontinuumsmodelle,

2. eindimensionale rheologische Modelle,

3. mikroskopische Modelle sowie

4. Schichtmodelle.

Kontinuumsmodelle stellen phänomenologische konstitutive Gleichungen79 bereit, mit denen das dreidi-
mensionale Verhalten von MRF berechnet werden kann, ohne die mikrostrukturellen Prozesse direkt zu
modellieren80. Die phänomenologische Beschreibung erfasst das effektive, „verschmierte“ Resultat der
Effekte tieferer Betrachtungsebenen81. In diesem Sinne wird das Material als Kontinuum82 betrachtet, das
eine kontinuierliche Verteilung der Feldgrößen voraussetzt. Im schlechtensten Fall sind zu Beginn einer
phänomenologischen Materialbeschreibung keinerlei Eigenschaften einer Materialprobe bekannt. Sie
gleicht daher aus mathematischer Sicht einem Black-Box Operator83, der in Abbildung2.7dargestellt ist.

78(Maugin 1999; S. 78), (Schwartz 2002; S. 268)
79(Reiner 1968; S. 8), (Mälmeisters 1977; S. 265), (Krawietz 1986; S. 5), (Giesekus 1994; S. 3, 113), (Lemaitre und Chaboche

1994; S. 70), (Coussot et al. 2002b; S. 583)
80(Maugin und Chambon 1987; S. 256), (Maugin 1992; S. 38)
81(Giesekus 1994; S. 9), (Pal 2007; S. 51), (Chaboche 2008; S. 1642)
82(Schade und Kunz 1989; S. 6,7,10), (Tschoegl 1989; S. 5), (Eringen und Maugin 1990a; S. 3), (Giesekus 1994; S. 9), (Parisch

2003; S. 49), (Coussot 2005; S. 6), (Pal 2007; S. 51), (Eck et al. 2008; S. 198), (Haasemann 2008; S. 58), (Kästner 2010; S. 18),
(Altenbach 2012; S. 7)

83(Krawietz 1986; S. 33), (Maugin 1992; S. 277), (Lion 1994; S. 13), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 70), (Altenbach 1994;
S. 157), (Maugin 1999; S. 75), (Lion 2000b; S. 67), (Haupt 2002; S. 252), (Wu 2005; S. 404), (Altenbach 2012; S. 217)
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Dessen Eigenschaften sind am Ende einer phänomenologischen Materialmodellierung durch eine geeig-
nete Wahl konstitutiver Beziehungen beschrieben. Durch Charakterisierungsexperimente gelingt es, das

Input Output
x(t) y(t)Material

Abbildung 2.7: Betrachtungsweise eines Materials als Black-Box Operator, der im mathematischen Sinn
zwischen Inputx(t) und Outputy(t) vermittelt.

Verhalten des Black-Box Operators Schritt für Schritt zu spezifizieren. Die Vorgaben der experimentellen
Anregung definieren den Inputx(t). Die im Experiment gemessene Materialantwort stellt den Output y(t)
dar. In Abhängigkeit von der Art der Anregung, welche spannungs- oder verzerrungsgesteuert erfolgen
kann (Haupt 2002; S. 252), können somit verschiedeneMaterialfunktionengemessen werden. Für eine
verzerrungsgesteuerte Anregung ergibt sich als Input die Schubverzerrung,x= γ , und für den Output die
Spannung,y= τ . Invers dazu verhält es sich für eine spannungsgesteuerte Anregung.
Im Rahmen dieser Arbeit werden als Materialfunktionen die Fließkurve sowie Speicher- und Verlustmo-
duli aus Abschnitt2.8 berücksichtigt. Ziel der phänomenologischen Materialmodellierung ist es, einen
Satz konstitutiver Beziehungen zu formulieren, welcher die gemessenen Materialfunktionen wiedergeben
kann. Sofern gewisse Gültigkeitsvoraussetzungen nicht verletzt werden, kann der Satz konstitutiver
Beziehungen zur Bestimmung weiterer Modellvorhersagen und Simulationen genutzt werden. Faktoren
und Parameter, welche den Gültigkeitsbereich des Materialmodells einschränken, leiten sich direkt aus
den Rahmenbedingungen ab, unter denen die Charakterisierungsexperimente durchgeführt werden.
Die Güte phänomenologischer Materialmodelle korreliert mit der Qualität der experimentellen Mes-
sungen. Daher ist es von Vorteil, wenn die Messergebnisse auf Plausibilität überprüft werden können.
Hierfür sind Einblicke in die Mikroebene des Materials hilfreich, sodass Verhaltenweisen abgeschätzt und
Messergebnisse interpretiert werden können (Lion 1994; S. 40).
Grundlegende Arbeiten der phänomenologischen Materialbeschreibung für MRF wurden vonEringen
(1980; S. 423 ff.), Eringen und Maugin(1990a), Eringen und Maugin(1990b), Yeh und Chen(1997),
Maugin (1999; S. 223 ff.),Shkel und Klingenberg(2000), Chen und Yeh(2001), Chen und Yeh(2002b),
Chen und Yeh(2002a), Brigadnov und Dorfmann(2005) und Dorfmann et al.(2007) erbracht. Ebenfalls
kann die kontinuumsmechanische Modellierung von ERF84 und magnetorheologischen Elastomeren85

Anregungen geben. Diese Arbeiten bewerten die thermodynamische Zulässigkeit konstitutiver Beziehun-
gen, stehen jedoch weniger in Bezug zu experimentellen Messungen. Infolgedessen findet man für diese
Modelle in der Literatur kaum Modellvorhersagen für Speicher- und Verlustmoduli sowie Fließkurven,
welche jedoch die experimentellen Grundlagen zur Materialmodellierung von MRF in dieser und anderen
Arbeiten darstellen. Dies erschwert die Bewertung und gezielte Modellauswahl von Kontinuumsmodellen
hinsichtlich des Ziels, die Messungen aus Abschnitt2.8zu modellieren.

Arbeiten, in denen der Fokus primär auf der Modellierung konkreter makroskopischer Messungen liegt,
formulieren meist eindimensionale Modelle auf Basis rheologischer Elemente. Beispielsweise untersucht
Gandhi und Bullough(2005) Standardmodelle der linearen Viskoelastizität, welche somit ausschließlich
im Vorfließbereich magnetorheologischer Fluide gültig sind. Zur Modellierung des Nachfließbereichs
wird auf BINGHAM artige Modellstrukturen verwiesen86. Laun et al. (1996; S. 422) verwendet ein
generalisiertes BINGHAM -CASSON Gesetzt. DasHerschel-BULKLEY Modell wird vonChoi et al.(2005)
vorgeschlagen und beiSusan-Resiga(2009) als Teil eines übergeordneten Modells verwendet. Ein Modell,
welches in der Lage ist sowohl den Vor- als auch den Nachfließbereich magnetorheologischer Fluide unter
oszillatorischer Scherung physikalisch großer Amplituden (LAOS) zu modellierung, ist vonLaun et al.
(2009) publiziert. Es besteht aus einer Parallelschaltung von NEWTONschen Dämpfer und BINGHAM -
HOOKE Element. Letzteres ist entsprechendBoisly et al.(2017) eine Reihenschaltung aus HOOKEscher

84(Rajagopal und Wineman 1992), (Wineman und Rajagopal 1995), (Rosensweig 1995; S. 180 ff.)
85(Dorfmann und Ogden 2003), (Dorfmann et al. 2004), (Kankanala und Triantafyllidis 2004), (Dorfmann und Brigadnov

2004), (Dorfmann und Ogden 2004b), (Dorfmann und Ogden 2004a), (Dorfmann und Ogden 2005), (Bustamante et al. 2007),
(Saxena et al. 2013)

86(Klingenberg und Zukoski 1990; S. 18), (Rosensweig 1995; S. 169), (Ginder et al. 1996; S. 3302),
(Parthasarathy und Klingenberg 1996; S. 58), (Jolly et al. 1999a; S. 5), (Kordonski et al. 2001; S. 1078), (See 2003; S. 298),
(Claracq et al. 2004; S. 39), (Choi et al. 2005), (Kittipoomwong et al. 2005; S. 1521)
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Feder und BINGHAM Element.Kaleta et al.(2007) untersucht für LAOS sowohl ein viskoplastisches
Gesamtmodell, bestehend aus einem MAXWELL Element und parallel geschaltetem PRANDTL Element,
als auch ein plastisches Standardmodell mit linear kinematischer Verfestigung. Modellvorhersagen für
Speicher- und Verlustmodul werden allerdings nicht präsentiert. Anhand experimenteller Untersuchungen
von ERF leitetGamota und Filisko(1991; Abb. 11) eine Reihenschaltung aus BINGHAM Element, KEL-
VIN -VOIGT Element und HOOKEscher Feder als mechanisches Ersatzmodell ab. In den meisten Fällen
können die rheologischen Modelle die zugrunde gelegten Messungen zufriedenstellend modellieren. Eine
Verallgemeinerung des Materialverhaltens auf den dreidimensionalen Fall erfolgt nicht zwangsläufig.

Die mikroskopische Modellierungsstrategie87 beschreibt die physikalischen Effekte auf der Mikro-
ebene. Sind in der Beschreibung alle signifikanten mikroskopischen Effekte enthalten, so ergibt sich
das effektive Materialverhalten auf der Makroebene beispielsweise mittels Homogenisierungstechniken
im Rahmen einer mehrskaligen Modellierungsstrategie88. Je nachdem wie komplex die Physik auf
mikroskopischer Ebene ist, müssen mehr oder weniger viele treibende Kräfte89 berücksichtigt werden.
Deen et al.(2007; S. 29) weist explizit auf das Problem hin, eventuell nicht alle Wechselwirkungen
zwischen Prozessen im kleinen und großen Maßstab erfasst zuhaben90. Zur Modellierung des Material-
verhaltens von MRF existiert eine Vielzahl mikroskopischer Modellansätze (Mustin 2010; S. 37–46). Als
Partikel-Level-Simulationen sollen diejenigen Modelle bezeichnet werden, welche die Bewegungsglei-
chungen aller Partikel auf der Mikroebene unter Berücksichtigung treibender Kräfte lösen91. Die konkrete
Vorgabe, dass sich Partikel zu kettenförmigen Strukturen anordnen, wird in Kettenmodellen unterstellt92.
Modelle des nächsten Abstraktionsgrades berücksichtigendas kollektive Verhalten von Partikelketten in
entsprechenden Schichten93 und können daher als Schichtenmodelle bezeichnet werden. Diese unterstel-
len streifenförmige, zylinderförmige oder ellipsoidale magnetisierbare Strukturen.Mustin(2010; S. 37–48)

Somit stehen verschiedene Ansätze zur Modellierung des Materialverhaltens magnetorheologischer
Fluide zur Verfügung. In Abhängigkeit von der konkreten Zielstellung kann jede der oben genannten
Modellierungsstrategien vorteilhaft sein. Die Wahl der Strategie zur Modellierung des Materialverhaltens
von MRF wird im Folgenden begründet.

2.10 Zweistufige phänomenologische Materialmodellierungauf Grundlage
eindimensionaler Materialgleichungen rheologischer Elemente

Aus der Betrachtung des vorherigen Abschnittes wird ersichtlich, dass mikroskopische und phänomeno-
logische Modellierungsstrategien derartige Vor- und Nachteile besitzen, dass sie sich in idealer Weise
ergänzen und komplettieren (Reiner 1968; S. 8). Die konkrete Wahl einer Modellierungsstrategie hängt
von Ziel und Art der Aufgabenstellung ab.
Die Modellierung des Materialverhaltens der magnetorheologischen Flüssigkeit ist Teil der Beschreibung
des makroskopischen Verhaltens des magnetorheologischenKompositwerkstoffs entsprechend Abbildung
1.1. Den Aufwand für eine mikroskopische Materialmodellierung mit anschließender Homogenisierung
von Mikro- zu Mesoebene sieht der Autor dieser Arbeit als nicht gerechtgertigt an. Stattdessen bietet
sich sowohl für das MRF als auch für den offenzelligen Polyurethan Schaumstoff die phänomenologische
Materialbeschreibung an, denn es ist ineffizient mehr als notwendig zu investieren94. Die Kontinuumsmo-

87(Lemaitre und Chaboche 1994; S. 70), (Coussot et al. 2002b; S. 582), (Kröger 2005a), (Kröger 2005b)
88(Simon et al. 2001), (van der Hoef et al. 2004), (Deen et al. 2007; Abb. 1), (Haasemann 2008; S. 58 ff.), (Kästner 2010; S. 18)
89(Russel et al. 1989; S. 12 ff.), (Parthasarathy und Klingenberg 1996), (Ly et al. 1999), (Coussot und Ancey 1999; S. 4446),

(van der Hoef et al. 2004; S. 5160, 5163), (Yadav et al. 2006; S. 147, 149), (Zhu et al. 2007), (Chu und Yu 2008)
90englisches Originalzitat: „Note that in principle it is notguarenteed that all correlations between small- and large-scale

processes can be captured by effective interactions“.
91(Mohebi et al. 1996), (Ly et al. 1999), (Kittipoomwong et al. 2005), (Yadav et al. 2006), (Pappas und Klingenberg 2006),

(Vicente und Ramirez 2007), (Krishnamurthy et al. 2008) und (Ekwebelam und See 2009)
92(Davis 1992), (Martin und Anderson 1996), (Ginder et al. 1996), (Jolly et al. 1996), (Tang et al. 1996), (Bossis et al. 1997),

(Martin 2000), (Shkel und Klingenberg 2001), (Bossis et al. 2002), (Zhang et al. 2004), (Si et al. 2008), (Mustin 2010; S. 37–46)
93(Lemaire et al. 1995), (Rosensweig 1995; S. 184 ff.), (Lemaire et al. 1996), (Bossis et al. 1997; S. 688 ff.), (Tang und Conrad

2000), (Kuzhir et al. 2003a), (Kuzhir et al. 2003b), (Kuzhir et al. 2011b)
94englisches Originalzitat: „It is inefficient to do more whatcan be done with less“ (Barnes 1999; S. 171)
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delle für MRF und Schaumstoffmatrix dienen auf der Mesoebene dem FE Modell als Eingangsdaten95.
Zur Formulierung phänomenologischer konstitutiver Beziehungen für magnetorheologische Fluide stehen
die experimentellen Befunde der Fließkurven aus Abbildung2.5(a)sowie Speicher- und Verlustmoduli
aus Abbildung2.5(b) zur Verfügung. Dem Autor dieser Arbeit sind für die Kontinuumsmodelle von
MRF aus Abschnitt2.9 keine Modellvorhersagen für Speicher- und Verlustmodul bekannt. Einzig
und allein für das rheologische Modell nachLaun et al.(2009) konnten Vorhersagen zu Speicher- und
Verlustmodul bezüglich oszillatorischer Scherung physikalisch großer Amplituden (LAOS) recherchiert
werden. Deshalb wird in dieser Arbeit einezweistufige Modellierungsstrategieverfolgt. Im Rahmen
einer phänomenologischen Materialmodellierung bietet sich die Kombination der beiden erstgenannten
Modellierungsansätze aus Abschnitt2.9an, da sie sich in idealer Weise ergänzen: Rheologische Modelle,
die im ersten Modellierungsschritt den Bezug zu experimentellen Messergebnissen sicherstellen, werden
anschließend mittels Kontinuumsmodellen in die dreidimensionale Welt eingebettet. Durch die chrono-
logische Abfolge leitet sich eine strukturierte zweistufige Modellierungsstrategie ab, die in der Literatur
bereits erfolgreich praktiziert wird96. Sie lässt sich in zwei Schwerpunkte unterteilen.
(I) Der erste Schwerpunkt beinhaltet die Motivation eines eindimensionalen Gesamtmodells basierend auf
rheologischen Elementen, welches in der Lage ist die Messergebnisse für einfachen Schub aus Abbildung
2.5zu modellieren. Dazu wird der Zusammenhang zwischen einer Schubspannung, beispielsweiseτ = τ12,
und der zugeordneten Schubverzerrungγ = γ12 ausgewertet. Weil die Beanspruchungen im Rahmen
dieser Arbeit auf geometrisch lineare Theorie beschränkt sind, ist die Betrachtung der ingenieurtechnisch
definierten97 Spannungs- und Verzerrungstensorsen,σσσ = σkl ek⊗ el und εεε = εkl ek⊗ el , ausreichend. Für
k ≠ l ergeben sich die Schubspannungenτkl = σkl und Schubverzerrungen (Gleitungen)γkl = 2εkl . Der
ingenieurtechnisch definierte Verzerrungstensorεεε ist in Gleichung (A.77) definiert. Der ingenieurtech-
nisch definierte Spannungstensorσσσ⊺ ⋅n = df

dA beschreibt den Zusammenhang zwischen dem differentiellen
Schnittkraftvektordf und dem Betrag des differentiellen FlächenelementsdA, welches in Richtung des
Flächennormaleneinheitsvektorsn zeigt98,99. Entsprechend den Gleichungen (3.24) und (3.25) ist eine
weitere Folge der Beschränkung auf geometrisch lineare Theorie, dass Normalspannungseffekte eine
Größenordnung kleiner als Schubspannungseffekte sind. Somit können geometrisch lineare, einfache
Schubbelastungen bereits durch das eindimensionale Gesamtmodell beschrieben werden. Die zur Mo-
dellierung von einfachen Schub formulierten rheologischen Modelle können ebenfalls zur rheologischen
Modellierung von Normalbeanspruchungen (Zug-Druck) angewendet werden. Dazu müssen lediglich die
Schubspannungτ und Schubverzerrungγ durch die Normalspannungσ = σ11 und die Dehnungε = ε11

ersetzt100 sowie Materialparameter angepasst werden.
(II) Der zweite Schwerpunkt sieht die dreidimensionale Verallgemeinerung101 des eindimensionalen
Gesamtmodells in den dreidimensionalen Rahmen der Kontinuumstheorie vor. Der zweite Schwerpunkt
ist nicht wesentlicher Teil dieser Arbeit. Die dreidimensionale Verallgemeinerung kann in weiterführenden
Arbeiten auf Grundlage der in Abschnitt2.9genannten Kontinuumsmodelle umgesetzt werden.

Die zweistufige Modellierungsstrategie basierend auf rheologischen Elementen wird ebenfalls von
Krawietz (1986; S. 285 ff.) vorgeschlagen. In dem Kapitel „11.4 Zur formalen Übertragbarkeit der
rheologischen Modelle“ schreibt KRAWIETZ: „Der oft gehörte Einwand, die rheologischen Modelle seien

95Im weitläufigen Sinn kann man die phänomenologische Materialmodellierung dieser Hauptbestandteile des MRK an sich
auch als direkten Weg einer Mikro-Meso-Homogenisierung interpretieren.

96(Krawietz 1986; S. 285 ff.), (Maugin 1992; S. 7 ff.), (Miehe 1992; S. 10), (Lion 1994; S. 40, 41, 49, 62), (Keck 1998; S. 34),
(Sedlan 2000; S. 61), (Freund und Ihlemann 2010; S. 408 ff.), (Kästner 2010; S. 51, 60, 70), (Kästner et al. 2012), (Boisly et al.
2016)

97(Hahn 1985; S. 43), (Haupt 2002; S. 186 f.), (Schnell et al. 2002; S. 10, 12), (Greve 2003; S. 22), (Parisch 2003; S. 83, 175),
(Ottosen 2005; S. 23), (Silber und Steinwender 2005; S. 26, 29, 65, 69, 424), (Rust 2009; S. 22, 48 f., 52, 192), (Bower 2010;
S. 24, 47), (Balke 2010a; S. 15), (Nasdala 2010; S. 11), (Altenbach 2012; S. 215, 307), (Bertram und Glüge 2013; S. 10, 13)

98(Giesekus 1994; S. 25), (Betten 2001; S. 71 ff.), (Spencer 2004; p. 47), (Altenbach 2012; S. 141 ff.)
99Die Darstellung unterstellt den ersten Indexk des Spannungstensorsσkl als Richtung der Flächennormale und den zweiten

Index l in Wirkungsrichtung der Spannung. Eine Definition in umgekehrter Reihenfolge wird zum Beispiel beiHolzapfel(2000;
S. 111) verwendet.

100(Weipert et al. 1993; S. 93), (DIN 13343; S. 2), (Betten 2005; S. 195)
101(Krawietz 1986; S. 4, 284), (Göldner 1989; S. 137), (Lion 1994; S. 62), (Betten 2001; S. 296), (Kletschkowski 2001; S. 238),

(Tanner 2002; S. 150), (Gerlach 2003; S. 48), (Betten 2005; S. 151), (Silber und Steinwender 2005; S. 190), (Lubliner 2008;
S. 64)
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nicht hinreichend verallgemeinerungsfähig, wird durch unsere Ergebnisse widerlegt. Allerdings führt nicht
ein einfacher formaler Weg, sondern nur das Vorgehen der Gedankengänge der Kapitel 9 bis 11 zum Ziel“.
IHLEMANN und Mitautoren102 benutzen dasKonzept repräsentativer Raumrichtungenzur Vorhersage des
dreidimensionalen Materialverhaltens auf Grundlage eindimensionaler konstitutiver Beziehungen. Alter-
nativ dazu haben Ihlemann undKießling et al.(2016) ein Konzept der direkten Verknüpfung rheologischer
Elemente für große Deformationen aufbereitet.Ulbricht (1976; S. 22) undMaugin (1992; S. 7 ff.) nutzen
den pädagogischen und heuristischen Wert rheologischer Modelle. Sie verweisen auf die anschauliche und
bildhafte Darstellbarkeit von komplexen Materialverhalten auf Basis von Reihen- oder Parallelschaltungen
einiger weniger Standardelemente (Feder, Dämpfer, Reibelement), wonach durch direkte Addition von
Dehnungen und Spannungen schnell Materialgesetze abgeleitet werden können103. Als Beispiel sei auf
Maugin (1992; Kapitel 5.1) hingewiesen, in dem die dreidimensionale Verallgemeinerung anhand von
verfestigendem plastischen Materialverhalten gezeigt wird. Keck(1998; S. 34) benutzt ebenfalls rheologi-
sche Elemente und hebt die Vorzüge der zweistufigen Modellierungsstrategie hervor. Er schreibt: „Um die
Komplexität, die eine dreidimensionale kontinuumsmechanische Formulierung für große Verzerrungen
mit sich bringt, vorerst zu vermeiden und damit den Blick aufdie wesentlichen Grundelemente des
Modells nicht zu verstellen, wird zunächst ein eindimensionales Modell für inkompressibles Material
formuliert, das die eingangs beschriebenen Effekte abbilden kann. Außerdem wird sich zeigen, dass
es sinnvoll ist, die Parameteridentifikation mit diesem Modell durchzuführen, weil so relativ geringe
Rechenzeiten erreichbar sind“. Eine Verallgemeinerung auf Grundlage eindimensionaler konstitutiver
Gleichungen hat ebenfallsLion (1994; S. 62) unternommen. Die „Motivation der Materialtheorie an einem
nichtlinearen rheologischen Modell“ ist beiLion (2000b; S. 98 ff.) dargestellt. Er notiert: „Basierend
auf dieser Betrachtung sowie aus Gründen der Anschaulichkeit und der Stringenz bei der Wahl der
inneren Variablen wird die Methode zur Entwicklung der Materialtheorie eng an rheologische Modelle
angelehnt. [. . . ] Die Übertragung rheologischer Modelle auf finite Deformationen führt zwar nicht auf
die allgemeinst möglichen Stoffgleichungen, sie ermöglicht aber eine zutreffende Materialbeschreibung“.
Zur formalen Übertragbarkeit rheologischer Modelle für finite Deformationen führtHaupt(2002; S. 426)
eine Zwischenkonfiguration ein104 und erklärt das Vorgehen anhand des MAXWELL Elementes. In
Kästner et al.(2012) 105 sowie beiKästner(2010; S. 14, 70) ist nachzulesen: „Durch die unterschiedliche
Schaltung von [rheologischen] Grundelementen und der ihnen zugrundeliegenden Materialgleichungen
können beliebig komplizierte einachsige Materialmodellekonstruiert werden. Dieses Vorgehen wird bei
der Entwicklung einer konstitutiven Beschreibung [. . . ] genutzt.“

Ein systematischer Überblick einer möglichen zweistufigenModellierungsstrategie ist in Abbildung
2.8 anhand eines Ablaufschemas dargestellt. Es sind vordergründig die Teilarbeitsschritte des ersten
Schwerpunktes der zweistufigen Modellierungsstrategie ausgearbeitet. UnterRahmenbedingungen der
eindimensionalen Materialmodellierungversteht man beispielsweise

• den maximalen Absolutwert der Verzerrung,

• die Größe der Rate der Verzerrung,

• den Temperatur- und Feuchtebereich,

102(Freund und Ihlemann 2008), (Freund und Ihlemann 2010; S. 408 ff.), (Freund et al. 2011b; S. 905 ff.), (Lorenz et al. 2011;
S. 116), (Freund et al. 2011a)

103englisches Originalzitat: „A word must be said about these rheological models. Very often we shall have recourse to them
as they exhibit strong pedagogical and heuristic values. Their use in rheology [. . . ] has become general since Zener (1948). The
combination in series or parallel of a few standard elements(spring, dashpot, dry friction, and other) provides a picturesque
illustration of complex behaviours and the direct additionof stretches or forces, depending on the case, rapidly yields simple
constitutive equations.“ (Maugin 1992; S. 7 ff.)

104englisches Originalzitat: „Even in the rheological modelsof classical linear viscoelasticity internal variables were employed
to represent the states of displacement in damping elements. [. . . ] Transferring this very simple model structure to 3-dimensional
finite deformations is made possible by introducing an intermediate configuration. On the one hand this is based on a multiplicative
decomposition of the deformation gradient and, on the otherhand, it implies an additive decomposition of the strain in conformity
with the one-dimensional situation.“ (Haupt 2002; S. 426)

105englisches Originalzitat: „In line with the experiments, asmall strain uniaxial viscoplastic material model is derived, subse-
quently generalized to multiaxial loadings [. . . ]. In many cases simple uniaxial rheological models are the basis for the formulation
of constitutive equations which are subsequently generalized to multiaxial loadings or augmented to capture special characteristics
of the material behavior.“
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Abbildung 2.8: Zweistufige Strategie zur phänomenologischen Materialmodellierung

• die Eigenschaften der Anregung (konstant, linear ansteigend, sinusförmig, transient),

• die Haltezeiten bei Relaxations- und Kriechversuchen sowie

• den Frequenzbereich bei sinusförmiger Anregung.

Sie sind in Schritt➀ definiert. Die Beschränkung der experimentellen Untersuchung auf eine begrenzte
Zeitspanne ist mit den Begriffen desexperimentellen Fensters106 und der DEBORAH Zahl107 verknüpft.
Schritt ➁ beinhaltet die Durchführung von Identifikationsexperimenten. Ziel ist die Klassifikation des
Materialverhaltens, um die qualitativen Eigenschaften des zunächst noch unbekannten Black-Box Ope-
rators festzulegen. In diesem Sinn bietet sich die Einordnung des Materialverhalten in die Klassifikation
nachHaupt(2002; S. 269) an. Anschließend kann dem Black-Box Operator entweder elastisches, plasti-
sches, viskoelastisches oder viskoplastisches Materialverhalten zugewiesen werden. Es legt die generelle

106(Schwarzl 1990; S. 150, 172, 203), (Werdin 1996; S. 65), (Barnes 1999; S. 139), (Wieser 1999; S. 22), (Haupt 2002; S. 255,
257), (Kardelky 2004; S. 59)

107(Reiner 1964), (Harris 1977; S. xxxviii), (Tschoegl 1989; S. 35), (Barnes et al. 1989; S. 5), (Macosko 1994; S. 136),
(Pahl et al. 1995; S. 71), (Steffe 1996; S. 332), (Larson 1999; S. 18), (Morrison 2001; S. 448), (Owens und Phillips 2005; S. 7),
(Tadros 2010; S. 65)
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Struktur der Materialgleichungen in Schritt➂ fest. Im Anschluss dessen werden weitere Experimente
durchgeführt, um entsprechend den geforderten Rahmenbedingungen aus Schritt➀ alle bisher noch nicht
angeregten Effekte und Prozesse zu stimulieren. Am Ende vonSchritt ➂ sind konstitutive Gleichungen
formuliert, welche sowohl mit den Klassifizierungsexperimenten einhergehen als auch generell alle ge-
forderten Effekte beinhalten. (Folgerung 1) Um die Messdaten modellieren zu können, muss man in der
Lage sein, rheologische Elemente gezielt parallel oder in Reihe schalten zu können. Dazu ist es notwendig,
die Vorhersagen für Materialfunktionen rheologischer Elemente zu kennen. Deswegen ist die Berechnung
von Modellvorhersagen und Materialfunktionen ein wesentlicher Aspekt dieser Arbeit. Mit Kenntnis der
Modellvorhersagen für Fließkurve sowie Speicher- und Verlustmodul können einzelne rheologische Ele-
mente gezielt verschaltet werden, um ein gewünschtes Modellierungsergebnis zu erzielen. Dafür kommen
die Regeln zur Kopplung allgemeiner rheologischer Grundmodelle nachAltenbach(2012; S. 297) und
Bertram und Glüge(2013; S. 18 ff.) zur Anwendung. Die Reihenschaltung nach Abbildung2.9besteht aus

1 i n
γ1 γi γn

τ τ

(a) Gesamtschaltung

τi τi

γi

i

(b) Freischnitt desi-ten rheologischen Elements

Abbildung 2.9: Reihenschaltung vonn rheologischen Elementen

i = 1. . .n rheologischen Elementen. Die kinetische Bedingung einer Reihenschaltung ergibt sich zu108

τi = τ mit i = 1. . .n . (2.1)

Die gesamte Schubverzerrung ergibt sich infolge der kinematischen Bedingung einer Reihenschaltung aus
der Summe der Teilverzerrungen109

γ =
n

∑
i=1

γ i . (2.2)

Für eine Parallelschaltung ausi = 1. . .n rheologischen Elementen entsprechend Abbildung2.10ergibt sich

1
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τi

τn

τ

γ
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Abbildung 2.10: Parallelschaltung vonn rheologischen Elementen

die kinetische Bedingung zu110

τ =
n

∑
i=1

τi . (2.3)

Die kinematische Bedingung einer Parallelschaltung111

γi = γ mit i = 1. . .n (2.4)

beinhaltet folglich, dass die Summe der Teilverzerrungen gleich der Gesamtverzerrung ist. Als Folge
der kinetischen Bedingung einer Parallelschaltung (Gleichung (2.3)) und der linearen Eigenschaft des

108(Weipert et al. 1993; S. 93), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 100), (Kardelky 2004; S. 35), (Silber und Steinwender 2005;
S. 155)

109(Weipert et al. 1993; S. 93), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 100), (Haupt 2002; S. 198), (Gross et al. 2004; S. 308),
(Kardelky 2004; S. 35), (Silber und Steinwender 2005; S. 156)

110(Weipert et al. 1993; S. 93), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 100), (Haupt 2002; S. 199), (Gross et al. 2004; S. 302),
(Silber und Steinwender 2005; S. 165)

111(Weipert et al. 1993; S. 93), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 100), (Silber und Steinwender 2005; S. 165)
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Differential- und Integraloperators, setzen sich die Fließkurve, die differentielle Viskosität, Speicher- und
Verlustmodul sowie Höherharmonische aus den Beiträgen deri = 1. . .n parallel geschalteten rheologische
Elemente zusammen

τ∞ =
n

∑
i=1

τ∞.i (2.5)

ηdiff =
n

∑
i=1

ηdiff .i (2.6)

G′ =
n

∑
i=1

G′i (2.7)

G′′ =
n

∑
i=1

G′′i (2.8)

ak =
n

∑
i=1

ak.i (2.9)

bk =
n

∑
i=1

bk.i . (2.10)

Weil die Experimente in dieser Arbeit aus Abbildung2.5 verzerrungsgesteuert durchgeführt sind, ist es
sinnvoll, das gezielte Verschalten rheologischer Elemente auf Parallelschaltungen zu beschränken. (Fol-
gerung 2) Schritt ➃ der zweistufigen Modellierungsstrategie beinhaltet die Implementierung des Mate-
rialmodells. Existieren für alle zu modellierenden Anregungen analytische Lösungen, genügt eine Imple-
mentierung der analytischen Materialantworten. Ein weiterer Aspekt dieser Arbeit ist daher die möglichst
analytische Bestimmung von Materialantworten und Materialfunktionen. Analytische Berechnungen sind
vorteilhafter als numerisches Lösen, wenn auf phänomenologischer Ebene eine gezielte Analyse der dem
Modell zugrunde liegenden Mechanismen im Fokus steht. Außerdem werden numerische Probleme auf
ein Minimum reduziert. Sind jedoch nicht alle Modellantworten analytisch berechenbar, ist eine numeri-
sche Implementierung erforderlich. Die numerische Implementierung eines Materialmodells „A“ wird in
Schritt➄ geeignet verifiziert. Diedirekte Verifizierungbeweist die Konvergenz des numerischen Algorith-
mus und erfordert daher tiefer greifendere Kenntnisse der numerischen Mathematik und Logik. Stattdessen
wird in dieser Arbeit ein für Ingenieure anwendungsfreundliches Verfahren durchgeführt. Hierzu werden
die numerischen Vorhersagen des Materialmodells „A“ für teilweise grenzwertige Materialparameter be-
stimmt. Aufgrund der teilweise grenzwertigen Wahl der Materialparameter, geht das Gesamtmodell „A“
in einen der Grenzfälle „B“, „C“, . . . über. In diesem Sinn istder NEWTONsche Dämpfer ein Grenzfall des
rCROSSDämpfers (Boisly et al. 2015). Das MAXWELL Modell ist ein Grenzfall des rCROSS-MAXWELL

Elements (Boisly et al. 2015) und das BINGHAM -HOOKE Modell (Boisly et al. 2017) ist ein Grenzfall des
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements. Unterstellt man, dass für die Grenzfälle „B“, „C“, . . . verifizierte
(analytische) Lösungen existieren, können auf diese Weisedie Vorhersagen des Gesamtmodells „A“ ab-
geglichen werden. Diese Art der Verifizierung kann daher alsindirekte Verifizierungmittels Grenzfallana-
lyse bezeichnet werden. Auch hierfür wird der Stellenwert analytischer Lösungen deutlich. (Folgerung 3)
Der Vorteil der indirekten Verifizierung, numerisch ermittelte Modellvorhersagen auf einem anwendungs-
freundlichen Weg validieren zu können, besitzt jedoch auchNachteile. So ist die indirekte Verifizierung
notwendig aber nicht hinreichend für die korrekte numerische Implementierung eines Materialmodells.
Daher ist die möglichst analytische Berechnung von Materialantworten und Materialfunktionen ein we-
sentlicher Bestandteil der Materialtheorie112. In den Schritten➅ und ➆ werden die Materialparameter
mittels Vergleich von Messungen und Modellvorhersagen bestimmt. Die Materialparameter werden so-
lange variiert bis ein gewünschtes Abbruchkriterium erfüllt ist, infolgedessen die Qualität der Modellvor-
hersagen ein Mindestmaß erreicht hat. Dazu stehen eine Vielzahl von Methoden zur Verfügung. Einen
Überblick findet man beispielsweise beiBrocks und Steglich(2007). Um Materialparameter nichtlinearer
Modelle, für die keine analytischen Lösungen mehr gefundenwerden können (Brocks und Steglich 2007;
S. 109), zu identifizieren, werden in der Regelnichtlineare Optimierungsalgorithmen113 verwendet. Diese

112(Haupt 1977; S. 138), (Giacomin et al. 2011)
113(Lion 1994; S. 103), (Werdin 1996; S. 56), (Streilein 1997; S. 148), (Keck 1998; S. 54), (Sedlan 2000; S. 120), (Nasdala 2000;

S. 105), (Beinersdorf 2002), (Gerlach 2003; S. 53), (Kadachevitch 2003; S. 67), (Panhans 2004; S. 108), (Samir 2007; S. 79),
(Brocks und Steglich 2007; S. 114), (Wang und Liao 2011; S. 26)
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optimieren eine Zielfunktion, welche ein Optimierungskriterium zur Quantifizierung von Unterschieden
zwischenSoll-Werten (Messergebnisse) undIst-Werten (Modellierungsvorhersage) darstellt. Weil die An-
fangsbedingungen einen entscheidenden Einfluss auf das Ergebnis nichtlinearer Optimierungsalgorithmen
haben, können mathematisch zulässige aber physikalisch unsinnige Materialparameter identifiziert114 wer-
den. Dies ist darauf zurückzuführen, dass eine nichtlineare Zielfunktion mehrere lokale Minima besitzen
kann und rein mathematisch arbeitende Optimierungsalgorithmen das zum Startvektor nächst gelegene
Minimum identifizieren (Brocks und Steglich 2007; S. 114). (Folgerung 4)
In dieser Arbeit wird daher ein alternativer Ansatz verfolgt, der rein mathematisch arbeitende nichtli-
neare Optimierungsverfahren in erster Instanz verzichtbar macht. Er wird alsMethode charakteristischer
Punktebezeichnet und ist ebenfalls auf nichtlineare Materialmodelle, für die keine analytischen Lösun-
gen mehr existieren, anwendbar. Diese charakteristischenPunkte sind in Messungen leicht auffindbar und
stehen in direktem Zusammenhang zu Materialparametern. Somit können Materialparameter Schritt für
Schritt auf der Grundlage von Messdaten in deterministischer Art und Weise manuell bestimmt werden
(Brocks und Steglich 2007; S. 112). Diese Art der Parameteridentifikation wird daher auch alsphysika-
lisch motiviertbezeichnet. In zweiter Instanz können die mit der Methode charakteristischer Punkte iden-
tifizierten Materialparameter auch als Anfangsbedingungen für rein mathematisch arbeitende nichtlineare
Optimierungsverfahren benutzt werden (Folgerung 5). Es ist allerdings nicht Ziel dieser Arbeit.
Charakteristische Punkte sind beispielsweise Maxima oderMinima, Nullstellen, Plateauwerte oder Schnitt-
punkte von Materialfunktionen. Der mathematische Zusammenhang zwischen charakteristischen Punkten
und Materialparametern kann durch eine Kurvendiskussion analytisch definierter Materialfunktionen ge-
funden werden (Folgerung 5). Dies unterstreicht noch einmal den hohen Stellenwert analytischer Lösungen
sowie den Mehrwert gegenüber numerisch gegebenen Materialfunktionen (Folgerung 6). Die Stärke die-
ser Methode besteht darin, von charakteristischen Punktenweniger komplexen rheologischen Modellen
„B“, „C“, . . . per Analogieprinzip auf charakteristische Punkte eines komplexeren Gesamtmodells „A“ zu
schließen. Hierbei wird unterstellt, dass für die rheologischen Modelle „B“, „C“, . . . aufgrund der gerin-
geren Komplexität analytische Lösungen existieren, welche für das Gesamtmodell „A“ aufgrund höherer
Komplexität nicht mehr gegeben sind. (Folgerung 5) Beispielsweise werden inBoisly et al. (2015) die
charakteristischen Punkte des rCROSS-MAXWELL Elements aus denen des MAXWELL Modells vorher-
gesagt. Die charakteristischen Punkte des BINGHAM -HOOKE Elements werden inBoisly et al.(2017) aus
denen des PRANDTL Elements, MAXWELL Elements und Reibelements abgeleitet. Materialfunktionen,
die in dieser Arbeit auf charakteristische Punkte untersucht werden, sind die Fließkurve, Speicher- und
Verlustmodul sowie höherharmonische Moduli.

114Dodge und Krieger(1971; S. 593) undBrocks und Steglich(2007; S. 114) weisen ebenfalls auf den Einfluss von Anfangsbe-
dingungen der zu identifizierenden Materialparameter hin und DODGE bezeichnet diese als „Trial Parameter“.



3. Grundlegende Betrachtungen für die Mate-
rialmodellierung

3.1 Physikalisch nichtlineares Materialverhalten im Bereich geometrisch
linearer Theorie

Die Formulierung von Materialmodellen hängt maßgeblich vom gültigen Deformationsbereich ab. Bis zu
einer gewissen Grenze, der sogenannten materialspezifischenLinearitätsgrenze1, verhält sich ein Material
phyikalisch linear.Physikalische Linearität2 liegt vor, wenn die konstitutiven Beziehungen durch einen
LinearoperatorΨ beschrieben sind. Der Linearoperator verknüpft die unabhängigen konstitutiven Varia-
blenx mit den abhängigen konstitutiven Variableny

y=Ψ(x) . (3.1)

Die Modellierung von physikalisch linearem Materialverhalten gelingt im Rahmen der linearen Viskoelas-
tizität 3 und ist Stand der Technik. Ein Linearoperator istadditiv

Ψ(x1+x2) =Ψ(x1)+Ψ(x2) = y1+y2 (3.2)

undhomogen vom Grad 1
Ψ(mx) =mΨ(x) =my, (3.3)

mit m als beliebig reelle Zahl. Wird die Linearitätsgrenze überschritten, verhält sich ein Materialphysi-
kalisch nichtlinear4. Physikalische Nichtlinearität wird auch alsmaterielle Nichtlinearität5 bezeichnet.
Das Materialverhalten lässt sich dann nicht mehr durch einen Linearoperator beschreiben. Für die expe-
rimentelle Untersuchung der Linearitätsgrenze ist die Genauigkeit der Messinstrumente ausschlaggebend
(Wilhelm 2002; S. 92). Die Linearitätsgrenze kann von einer

• kritischen Spannungτcr
6, (S1)

• kritischen Schubverzerrungγcr
7, (S2)

• kritischen Schubverzerrungsrateγ̇cr
8 oder von (S3)

1(Knausenberger 1982; S. 35), (Schwarzl 1990; S. 138), (Morrison 2001; S. 152), (Oswald 2009; S. 328), (Deshpande et al.
2010; S. 94)

2(Barnes et al. 1989; S. 4, 38), (Deshpande et al. 2010; S. 94, 98)
3(Tschoegl 1989), (Schwarzl 1990), (Emri und Tschoegl 1992), (Emri und Tschoegl 1993a), (Emri und Tschoegl 1993b),

(Emri und Tschoegl 1994), (Giesekus 1994), (Macosko 1994), (Haupt 2002), (Tschoegl et al. 2002), (Silber und Steinwender
2005), (Kästner 2010; S. 56, 62, 145), (Kästner et al. 2012), (Boisly et al. 2016)

4(Krawietz 1986; S. 146), (Sedlan 2000; S. 62, 71), (Wriggers 2001; S. 15), (Betten 2001; S. 12, 18, 108, 440), (Kardelky
2004; S. 3), (Sedlacek 2009; S. 4), (Merkel 2010; S. 245)

5(Holzapfel 2000; S. 399), (Bathe 2002; S. 570), (Werkle 2008; S. 469), (Nasdala 2010; S. 10), (Merkel 2010; S. 245), (Kuna
2010; S. 175)

6(Fuchs und Cates 2003; S. 279), (Moller et al. 2006), (Christopoulou et al. 2009; S. 5052), (Segovia-Gutierrez et al. 2012;
S. 1437)

7(Scott Blair 1949; S. 58), (Weiss et al. 1994), (Pahl et al. 1995; S. 146), (Yziquel et al. 1999b; S. 14 ff.), (Kirsch et al. 2001;
S. 556), (Wilhelm 2002; S. 93, Abb. 6), (Li et al. 2003; S. 282), (Uhlherr et al. 2005; S. 107), (Coussot 2005; S. 61, 90), (Tiu et al.
2006; S. 653), (Hyun et al. 2007; S. 1325), (Christopoulou et al. 2009; S. 5057 ff.), (Tadros 2010; S. 77), (Kowalczyk et al. 2010;
S. 5), (Mezger 2010; S. 151), (Boisly et al. 2014b), Abschnitt5

8(Wilhelm et al. 1998; S. 402), (Coussot 2005; S. 63), (Hess, Kröger und Fischer 2006; S. 396), (Kowalczyk et al. 2010; S. 5),
(Boisly et al. 2015)
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• beidenγcr und γ̇cr
9 (S4)

abhängen. Verändert sich die Linearitätsgrenze in Abhängigkeit von der Deformationsgeschichte, so ist
dies auf die Entwicklung innerer Variablen zurückzuführen. Das kann beispielsweise für ein PRANDTL

Modell (Boisly et al. 2014b) mit isotroper Verfestigung10 nachvollzogen werden. Gelegentlich wird die
kritische Schubverzerrung mit dem Eintreten von plastischem Fließen 11 in Verbindung gebracht. Dies
muss jedoch nicht immer der Fall sein. Beispielsweise können die viskoplastischen Materialmodelle aus
Abbildungen8.4und8.13zuerst in einen nichtlinear viskoelastischen Vorfließbereich übergehen, bevor sie
plastisch zu Fließen beginnen.
Eine andere Art der Nichtlinearität ergibt sich aus der kinematischen Betrachtung eines Feldproblems.
Deformationen setzen sich im Allgemeinen aus Verzerrungenund Rotationen zusammen (Bertram 2008;
S. 110).Große (finite) Deformationen12 liegen bei großer Rotation und großer (finiter) Verzerrung vor 13.
Bei geometrisch nichtlinearer Theorie14 ergeben sich große Verschiebungen ausschließlich infolgegroßer
Rotation. Die Verzerrung ist jedoch klein15.
Im Rahmen vongeometrisch linearer Theorie16 sind Bewegungen und Deformationen materieller Punkte
klein. Kleine Bewegungen impliziert kleine Verschiebungen 17. Diese erzwingen wiederum kleine Rotatio-
nen18. Räumliche und materielle Verschiebungsgradienten sind ebenfalls klein, woraus sich kleine (infi-
nitesimale) Verzerrungen19 und kleine Rotationen20 ableiten lassen. Der Verschiebungsgradient kann im
Rahmen geometrisch linearer Theorie additiv in einen antisymmetrischen Teil, den infinitesimalen Rotati-
onstensor21, und einen symmetrischen Teil, den infenitesimalen Verzerrungstensor22, zerlegt werden. Die
Forderung nach kleinen Verschiebungen zusätzlich zu kleinen Verzerrungen ist für die Beschränkung auf
geometrisch lineare Theorie zwingend erforderlich (Backhaus 1983; S. 77), da auch für große Verschiebun-

9(Dealy und Wissbrun 1990; S. 103), (Macosko 1994; S. 136), (Oswald 2009; S. 329 Abb. 6.1), (Boisly et al. 2015)
10(Göldner 1989; S. 224–228), (Kreißig 1992; S. 2, 54, 59), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 108, 109), (Altenbach 1994;

S. 214), (Khan und Huang 1995; S. 156), (Simo und Hughes 2000; S. 11, 12, 17, 19, 90), (Betten 2001; S. 136), (Wriggers 2001;
S. 54), (Haupt 2002; S. 452, 461, 479), (Lubarda 2002; ch. 9.4.1), (Ottosen 2005; S. 209–218), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 25),
(Lubliner 2008; S. 112, 125, 146, 147), (Chaboche 2008; S. 1644), (Sedlacek 2009; S. 57), (Nasdala 2010; S. 175), (Puzrin 2012;
S. 226, 217)

11(Doraiswamy et al. 1991; S. 656), (Nguyen und Boger 1992; S. 83), (Weiss et al. 1994; S. 773), (Yziquel et al. 1999b; S. 15),
(Li et al. 1999; S. 463), (Coussot 2005; S. 61)

12(Wriggers 2001; S. 2), (Merkel 2010; S. 246), (Kuna 2010; S. 175)
13(Betten 2001; S. 38), (Bathe 2002; S. 570), (Betten 2005; S. 38), (Werkle 2008; S. 470), (Sedlacek 2009; S. 4), (Altenbach

2012; S. 115)
14(Wriggers 2001; S. 2), (Merkel 2010; S. 245), (Kuna 2010; S. 175)
15(Pipkin 1972; S. 114, 116), (Wriggers 2001; S. 25), (Bathe 2002; S. 570), (Werkle 2008; S. 470), (Nasdala 2010; S. 10)
16(Becker und Bürger 1975; S. 49), (Krawietz 1986; S. 145), (Miehe 1992; S. 10), (Kreißig und Benedix 2002; S. 31), (Bertram

2008; S. 110), (Kienzler und Schröder 2009; S. 85)
17(Truesdell und Toupin 1960; S. 308), (Backhaus 1983; S. 91), (Krawietz 1986; S. 146), (Giesekus 1994; S. 46), (Haupt 2002;

S. 185), (Kreißig und Benedix 2002; S. 31), (Ottosen 2005; S. 23), (Nasdala 2010; S. 11)↔ (Bathe 2002; S. 607), (Greve 2003;
S. 97), (Kästner 2010; S. 6)

18(Truesdell und Toupin 1960; S. 274, 305), (Eringen 1962; S. 16, 33), (Pipkin 1972; S. 116 ff.), (Eringen 1980; S. 19),
(Backhaus 1983; S. 91), (Krawietz 1986; S. 145), (Giesekus 1994; S. 50), (Holzapfel 2000; S. 187), (Liu 2002; S. 10),
(Kreißig und Benedix 2002; S. 31), (Greve 2003; S. 133), (Spencer 2004; S. 82), (Ottosen 2005; S. 67), (Altenbach 2012; S. 115),
(ABAQUS 2006; S. 1.4.2-5)

19(Truesdell und Toupin 1960; S. 306), (Eringen 1962; S. 13), (Becker und Bürger 1975; S. 49), (Eringen 1980; S. 19),
(Mälmeisters 1977; S. 81), (Krawietz 1986; S. 145), (Maugin 1992; S. 31 ff.), (Betten 2001; S. 40, 44), (Haupt 2002; S. 53),
(Kreißig und Benedix 2002; S. 31), (Liu 2002; S. 9), (Greve 2003; S. 22), (Spencer 2004; S. 78), (Betten 2005; S. 38),
(Silber und Steinwender 2005; S. 65), (Bertram 2008; S. 110), (Rust 2009; S. 8), (MSC.Marc® 2010; S. 111), (Altenbach 2012;
S. 115)

20(Truesdell und Toupin 1960; S. 306), (Eringen 1962; S. 16 ff.), (Lion 1994; S. 10), (Haupt 2002; S. 53), (Liu 2002; S. 10),
Spencer(2004; S. 82, 83)

21Der Zusammenhang zwischen dem infinitesimalen Rotationstensor und einem infinitesimalen Rotationsvektor ist beiEringen
(1962; S. 16),Malvern(1969; S. 131),Spencer(2004; S. 78, 82),Kienzler und Schröder(2009; S. 83) aufgezeigt.

22(Eringen 1962; S. 16), (Malvern 1969; S. 123-131), (Liu 2002; S. 10), (Haupt 2002; S. 56), (Spencer 2004; S. 78, 82),
(Kienzler und Schröder 2009; S. 83)
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gen kleine Verzerrungen auftreten können23, 24. Als Konsequenz kleiner Verschiebungsgradienten stim-
men die Referenz- und Momentankonfiguration in guter Näherung überein. Dies ist im Anhang infolge
der Gleichungen (A.72), (A.76) und (A.103) gezeigt. Deshalb besteht bei geometrisch linearer Theorie
keine Notwendigkeit zwischen LAGRANGEscher und EULERscher Formulierung zu unterscheiden25. Die
gesamte Verzerrung kann additiv in elastische, plastischeoder viskose Anteile aufgeteilt werden26.

3.2 Kinematische Beschreibung von einfachem Schub

Zur kontinuumsmechanischen Beschreibung der Schubdeformation werden dem materiellen KörperB
kontinuierliche Eigenschaften unterstellt27. Der materielle Körper besteht ausmateriellen Punkten28.
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Abbildung 3.1: Deformation eines materiellen KörpersB ausgehend von einer Referenzkonfiguration in
eine Momentankonfiguration29

Um die Deformation des Körpers mathematisch zu beschreiben, sei der Körper zu verschiedenen Konfigu-
rationen betrachtet. Durch den Vergleich einerMomentankonfigurationzum Momentanzeitpunktt > tR mit
derReferenzkonfigurationzum Referenzzeitpunktt = tR können kinematische Größen für einen materiellen
PunktP quantifiziert werden. Im Folgenden wird der makroskopisch spannungsfreie Zustand zu Beginn
einer Deformationsgeschichte als Referenzkonfiguration definiert, sodasstR = t0 = 0 30, 31. Jeder materielle
Punkt ist durch die Zuordnung mit dem Ortsvektor der Referenzkonfiguration

P⇔X =XKeK K = 1,2,3 (3.4)∥eK∥ = 1 (3.5)

23Ein Beispiel dafür ist die Biegung eines Balkens [(Backhaus 1983; S. 92), (ABAQUS 2006; S. 1.4.2-4)] dessen Länge wesent-
lich größer als die Höhe des Querschnitts ist. Selbst wenn der Balken derart gebogen wird, dass sich die beiden Enden berühren,
sind die Verzerrungen klein aber die Verschiebungen materieller Punkte sind groß. Starrkörperrotation [(Macosko 1994; S. 28,
36), (Holzapfel 2000; S. 82, 187), (Betten 2001; S. 42, Ü 1.3.9), (Haupt 2002; S. 32), (Spencer 2004; S. 63, 79, 86), (Bertram
2008; S. 108), (Nasdala 2010; S. 11) ] ist ein weiteres Beispiel.

24Außerdem weistHaupt(2002; S. 56) darauf hin, dass kleine Verzerrungsraten zusätzlich zu kleinen Verzerrungen unterstellt
werden müssen, um alle Ableitungen und Raten kinematischerGrößen im allgemeinen Fall zu linearisieren: „In order to linearise
all derivatives and rates of the kinematic quantities, we have to assume small deformation rates in addition to small deformation“
(Haupt 2002; S. 56).

25(Truesdell und Toupin 1960; S. 308), (Eringen 1980; S. 20), (Krawietz 1986; S. 146), (Eringen und Maugin 1990a; S. 10),
(Maugin 1992; S. 31), (Holzapfel 2000; S. 399), (Betten 2001; S. 40), (Kästner 2010; S. 6)

26(Miehe 1992; S. 11), (Kletschkowski et al. 2002b; S. 294), (Kletschkowski et al. 2002a; S. 800), (Altenbach 2012; S. 252)
27(Schade und Kunz 1989; S. 6,7,10), (Eringen und Maugin 1990a; S. 3), (Giesekus 1994; S. 9), (Parisch 2003; S. 49), (Coussot

2005; S. 6), (Pal 2007; S. 51), (Eck et al. 2008; S. 198), (Haasemann 2008; S. 58), (Kästner 2010; S. 18), (Altenbach 2012; S. 7)
28(Giesekus 1994; S. 9), (Holzapfel 2000; S. 56), (Silber und Steinwender 2005; S. 34), (Altenbach 2012; S. 12)
29(Eringen 1962; S. 6, 14), (Eringen 1980; S. 7), (Eringen und Maugin 1990a; S. 4), (Greve 2003; S. 2), (Parisch 2003; S. 61)
30(Holzapfel 2000; S. 58), (Greve 2003; S. 1), (Parisch 2003; S. 60), (Spencer 2004; S. 33), (Silber und Steinwender 2005;

S. 35)
31Generell kann nachBecker und Bürger(1975; S. 10), Krawietz (1986; S. 95, 96),Eringen und Maugin(1990a; S. 13),

Giesekus(1994; S. 11),Lion (1994; S. 9),Haupt (2002; S. 9), Greve(2003; S. 27) undAltenbach(2012; S. 75) jede Konfi-
guration als Referenzkonfiguration definiert werden.
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unter Verwendung der EINSTEINschen Summationsvereinbahrung32

XKeK = X1e1+X2e2+X3e3 (3.6)

definiert. Der Ortsvektor in der Momentankonfiguration wirddurch

x = xkek k= 1,2,3 (3.7)∥ek∥ = 1 (3.8)

erfasst. DieTrajektoriexP eines materiellen PunktesX 33 wird durch die Zuordnungsvorschriftχχχ in Bezug
auf das Koordinatensystemek angegeben

xP(t) = χχχ(X ⋅eM ,t) = χk(XM,t)ek = x(X ⋅eM ,t) = xk(XM,t)ek . (3.9)

Eine vergleichbare symbolische Beschreibung der Abhängigkeit x(X ⋅eM ,t)wird beiOgden(1984; S. 102),
Holzapfel (2000; S. 93) sowieTruesdell und Noll(2004; S. 21) aufgeführt. Sie wird im Folgenden rein
formal durchx(X,t) ersetzt. Zugunsten der Übersichtlichkeit wird das einfachverjüngende Produkt34

( ) ⋅ ( ) zwischenX und dem BasisvektoreM nicht mitgeführt. Das einfach verjüngende Produkt ist für
Tensoren definiert als

A ⋅B = Aklek⊗el ⋅ Bnmen⊗em= AklBnmek⊗ el ⋅ en´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶ ⊗em =AklBnmδln ek⊗em=AklBlmek⊗em . (3.10)

Die Inverseχχχ−1 der Trajektorie eines materiellen Punktes35

X(x ⋅ek,t) = x−1(X ⋅eK ,t) = χχχ−1(x ⋅ek,t) = χ−1
K (xk,t)eK = XK(xk,t)eK (3.11)

ergibt sich unter Berücksichtigung der Identität36

x[X(x ⋅en,t) ⋅eM ,t] = χχχ [χχχ−1(x ⋅en,t),t] = x . (3.12)

Analog wird im FolgendenX(x ⋅ek,t) zur Wahrung der Übersichtlichkeit formal durchX(x,t) ersetzt. Au-
ßerdem findet anstelle vonχχχ( ,t) undχχχ−1( ,t) die Notationx( ,t) undX( ,t) Verwendung.
Die Verschiebungu eines materiellen Punktes kann in Abhängigkeit vonX bezüglich des Koordinatensys-
temseK und der Zeitt angegeben werden

X+u(X,t) = b+x(X,t) . (3.13)

Dies kann Abbildung3.1entnommen werden und wird in der Literatur alsmaterielleoder LAGRANGE For-
mulierung37 bezeichnet. Dieräumlichebeziehungsweise EULERsche Beschreibung38 der Verschiebung
eines materiellen Punktes

X(x,t)+u(x,t) = b+x (3.14)

32(Prager 1961a; S. 14), (Kästner 1964; S. 21), (Betten 1987; S. 15), (Klingbeil 1993; S. 19), (Morrison 2001; S. 34), (Parisch
2003; S. 6), (Tinder 2008; S. 13), (Schade und Neemann 2009; S. 1), (Kay 2011; S. 1)

33(Hamel 1956; S. 9), (Truesdell und Toupin 1960; S. 243 ff.), (Prager 1961a; S. 169), (Eringen 1962; S. 6), (Malvern
1969; S. 139, 156), (Pipkin 1972; S. 116 ff.), (Becker und Bürger 1975; S. 10), (Eringen 1980; S. 7), (Ogden 1984; S. 77),
(Eringen und Maugin 1990a; S. 5), (Miehe 1992; S. 32 ff.), (Lion 1994; S. 9), (Giesekus 1994; S. 11), (Kaliske 1995; S. 23),
(Schröder 1996; S. 9), (Spurk 1996; S. 7), (Holzapfel 2000; S. 59), (Betten 2001; S. 28), (Wriggers 2001; S. 20), (Haupt 2002;
S. 16), (Liu 2002; S. 1), (Parisch 2003; S. 62), (Greve 2003; S. 2), (Spencer 2004; S. 34), (Silber und Steinwender 2005; S. 24,
36), (Altenbach 2012; S. 72)

34(Kästner 1964; S. 73), (Betten 1987; S. 106), (Klingbeil 1993; S. 45), (Morrison 2001; S. 35), (Spencer 2004; S. 27), (Ottosen
2005; S. 5), (Tinder 2008; S. 27), (Bertram 2008; S. 20), (Schade und Neemann 2009; S. 69), (Altenbach 2012; S. 31)

35(Hamel 1956; S. 10), (Truesdell und Toupin 1960; S. 243 ff.), (Eringen 1962; S. 6), (Malvern 1969; S. 156),
(Becker und Bürger 1975; S. 11), (Eringen 1980; S. 7, 8), (Ogden 1984; S. 80), (Krawietz 1986; S. 96), (Eringen und Maugin
1990a; S. 5), (Giesekus 1994; S. 11), (Kaliske 1995; S. 23), (Schröder 1996; S. 9), (Holzapfel 2000; S. 59), (Betten 2001; S. 28),
(Wriggers 2001; S. 22), (Parisch 2003; S. 63), (Spencer 2004; S. 35), (Silber und Steinwender 2005; S. 37), (Altenbach 2012;
S. 72)

36(Ogden 1984; S. 80), (Giesekus 1994; S. 11), (Schröder 1996; S. 9, 11), (Holzapfel 2000; S. 59), (Silber und Steinwender
2005; S. 37)

37(Malvern 1969; S. 138), (Krawietz 1986; S. 95), (Lion 1994; S. 9), (Holzapfel 2000; S. 59), (Betten 2001; S. 29, 33), (Haupt
2002; S. 20), (Parisch 2003; S. 62), (Greve 2003; S. 3), (Silber und Steinwender 2005; S. 39), (Altenbach 2012; S. 74)

38(Malvern 1969; S. 138), (Holzapfel 2000; S. 60), (Betten 2001; S. 29, 33), (Haupt 2002; S. 19), (Parisch 2003; S. 63), (Greve
2003; S. 3), (Silber und Steinwender 2005; S. 39), (Altenbach 2012; S. 74)
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hängt von der Zeitt sowie dem Ortx, bezogen auf das Koordinatensystemsek, ab (Eringen 1980;
Gl. (1.5.6)). Sie ergibt sich ausgehend von Gleichung (3.9) als Inverseχχχ−1 der Trajektorie eines mate-
riellen Punktes. Zur Vereinfachung wird folgend die Allgemeinheit durch

b = 0 (3.15)

eingeschränkt. Dies ist nicht zwingenderweise notwendig39, hilft aber den Fokus auf die für die Arbeit
wesentlichen Aussagen zu richten.

Auf Grundlage dieser Beziehungen werden im Folgenden die kinematischen Größen für einfachen
Schub40 ermittelt. Ausgehend von der Bahnlinie materieller Punkteergeben sich Verzerrungsmaße, die in
AnhangA.1 definiert sind. Ziel ist es, die für die geometrisch lineare Theorie maximal mögliche Schub-
verzerrung zu bestimmen, bei der Unterschiede zwischen denVerzerrungsmaßen und ihren linearisierten
Größen vernachlässigbar sind. Dazu wird der Zusammenhang zwischen der äußeren Steuergrößes(t)
und den Verzerrungsmaßen ermittelt. Die Abmessungs(t) beschreibt die Verschiebung der in Abbildung
3.2 grau hervorgehobenen Fläche[0≤ X1 ≤ ℓ0, X2 = h, 0≤X3 ≤ b] in x1-Richtung. Die Höhe, Breite und

x1, X1

x2, X2

x3, X3

s(t)

h

b
ℓ0

Abbildung 3.2: Einfacher Schub eines quaderfömigen Körpers

Tiefe des zu deformierenden Körpers bleiben während einfachem Schub konstant, sodassh0 = h = konst,
b0 = b= konst undℓ0 = konst. Die Trajektorie eines materiellen Punktes unter einfachem Schub ist durch

x = [X1+
s(t)
h

X2] e1+X2 e2+X3 e3 (3.16)

definiert. Die Inverse der Trajektorie ergibt sich zu

X = [x1−
s(t)
h
]x2 e1+x2 e2+x3 e3 . (3.17)

Damit können die Koordinaten des Verschiebungsvektors

uK =
⎛⎜⎜⎝

s(t)
h X2

0
0

⎞⎟⎟⎠ (3.18) uk =
⎛⎜⎜⎝

s(t)
h x2

0
0

⎞⎟⎟⎠ (3.19)

bestimmt werden. Es ist zu erkennen, dass die Höheh die Rolle einer charakteristischen Länge einnimmt.
Der materielle und räumliche Verschiebungsgradient ergeben gleichermaßen

uK,L =
⎛⎜⎜⎝

0 s(t)
h 0

0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (3.20) uk,l =
⎛⎜⎜⎝

0 s(t)
h 0

0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.21)

39(Eringen 1962; S. 5), (Greve 2003; S. 3)
40(Truesdell und Toupin 1960; S. 292), (Eringen 1962; S. 54), (Lodge 1964; S. 38), (Reiner 1968; S. 52), (Becker und Bürger

1975; S. 29, 30, 144), (Eringen 1980; S. 56), (Backhaus 1983; S. 28, 108), (Ogden 1984; S. 101), (Krawietz 1986; S. 223),
(Schwarzl 1990; S. 302, 321), (Eringen und Maugin 1990a; S. 347), (Giesekus 1994; S. 53), (Macosko 1994; S. 27, 28, 31, 35),
(Wilmanski 1998; S. 25), (Holzapfel 2000; S. 60, 93), (Betten 2001; S. 378), (Liu 2002; S. 6, 166), (Greve 2003; S. 17), (Spencer
2004; S. 74), (Truesdell und Noll 2004; S. 442), (Betten 2005; S. 173, 184), (Silber und Steinwender 2005; S. 37, 47, 60, 70),
(Bertram 2008; S. 113), (Altenbach 2012; S. 131)
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Der DeformationsgradientF und der inverse DeformationsgradientF−1 betragen41

FkK =
⎛⎜⎜⎝

1 s(t)
h 0

0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎠ (3.22) F−1
Kk =
⎛⎜⎜⎝

1 − s(t)
h 0

0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎠ . (3.23)

Der LAGRANGEsche VerzerrungstensorE wird für Gleichung (3.18) entsprechend Gleichung (A.35)
berechnet. Der EULERsche Verzerrungstensoreergibt sich für Gleichung (3.19) mittels Gleichung (A.37).
Damit erhält man42

EKL =
1
2

⎛⎜⎜⎜⎝
0 s(t)

h 0
s(t)

h ( s(t)
h )2 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.24) ekl =
1
2

⎛⎜⎜⎜⎝
0 s(t)

h 0
s(t)

h −( s(t)
h )2 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ . (3.25)

Alternativ dazu können die Ergebnisse mit Hilfe der Berechnungen nach Gleichungen (A.34) und (A.36)
kontrolliert werden. In beiden Fällen treten die quadratischen TermeuN,KuN,L undun,kun,l ausschließlich
für die NormalkomponentenE22e2⊗e2 unde22e2⊗e2 auf. Für die linearisierten Verzerrungsgrößen43

Elin
KL = elin

kl = εKL =
⎛⎜⎜⎝

0 1
2

s(t)
h 0

1
2

s(t)
h 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (3.26)

verschwinden die quadratischen Terme, sodass beide in den ingenieurtechnisch definierten Verzerrungs-
tensorεεε = εKL eK ⊗eL übergehen. Die Koordinaten des Verzerrungstensors ine1⊗e2 unde2⊗e1 Richtung,
siehe Seite17, entsprechen der Hälfte der Schubverzerrung44

γ = s(t)
h

. (3.27)

Daher können Normaleffekte45 im Rahmen geometrisch linearer Theorie vernachlässigt werden. Für große
Deformationen sind sie nicht zu vernachlässigen (Ferry 1980; S. 27). Die Restriktion zur Gewähr von

geometrisch linearem einfachen Schub: ∣γ(t)∣ ≲ 0.1 (3.28)

ergibt sich notwendigerweise aus Gleichungen (3.20), (3.21), (A.56) und (A.57). Um die Abweichung
der linearisierten Verzerrungsmaße von den exakten Verzerrungsmaßen zu bestimmen, wird die Norm des
Tensors ∥( )KL∥ =√( )KL ( )KL (3.29)

ausgewertet und man erhält

∥Elin
KL−EKL∥∥EKL∥ =

∥elin
kl −ekl∥∥ekl∥ =

¿ÁÁÀ γ2

2+γ2
. (3.30)

Somit ergibt sich eine Abweichung zwischen linearisiertenund exakten Verzerrungsmaßen von 7%, inso-
fern die ingenieurtechnisch definierte Schubspannung betragsmäßig auf∣γ(t)∣ ≲ 0.1 begrenzt ist

¿ÁÁÀ γ2

2+γ2
= 0.07 → −0.1≤ γ(t) ≤ 0.1 . (3.31)

41(Eringen 1962; S. 54), (Truesdell und Toupin 1960; S. 293), (Schwarzl 1990; S. 302), (Giesekus 1994; S. 54), (Spencer 2004;
S. 75), (Silber und Steinwender 2005; S. 60)

42(Eringen 1962; S. 55), (Truesdell und Toupin 1960; S. 295), (Ebert 1980; S. 16), (Schwarzl 1990; S. 302), (Giesekus 1994;
S. 55), (Spencer 2004; S. 75), (Silber und Steinwender 2005; S. 61)

43(Giesekus 1994; S. 55), (Silber und Steinwender 2005; S. 70), (Ottosen 2005; S. 48)
44(Flügge 1958; S. 437), (Reiner 1968; S. 21, 39), (Ogden 1984; S. 101), (Tschoegl 1989; S. 13), (Schwarzl 1990; S. 82, 235),

(Giesekus 1994; S. 54), (Macosko 1994; S. 7), (Silber und Steinwender 2005; S. 47, 70)
45(Walters 1975; S. 23), (Becker und Bürger 1975; S. 149, 207), (Ferry 1980; S. 27), (Liu 2002; S. 168), (Truesdell und Noll

2004; S. 442)



3.2. Kinematische Beschreibung von einfachem Schub 29

Im Falle einer einfachen Schubströmung46 erhält man mit Gleichung (A.45) für den LAGRANGEschen
Deformationsgeschwindigkeitstensor

ĖKL =DKL =
1
2

⎛⎜⎜⎝
0 ṡ(t)

h 0
ṡ(t)

h 2s(t)
h

ṡ(t)
h 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.32)

Zur Bestimmung des EULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensorsd werden zunächst das EU-
LERsche Geschwindigkeitsfeldv(x,t) nach Gleichung (A.48) und der GeschwindigkeitsgradientL nach
Gleichung (A.47) berechnet

vk =
⎛⎜⎜⎝

ṡ(t)
h x2

0
0

⎞⎟⎟⎠ (3.33) Lkl =
⎛⎜⎜⎝

0 ṡ(t)
h 0

0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (3.34) dkl =
1
2

⎛⎜⎜⎝
0 ṡ(t)

h 0
ṡ(t)

h 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.35)

Der EULERsche Deformationsgeschwindigkeitstensor ergibt sich nach Gleichung (A.49) als symmetri-
scher Anteil des Geschwindigkeitsgradienten. Das Ergebnis kann sowohl mitL = Ḟ ⋅F−1 entsprechend
Gleichung (A.47) als auch über die push forward Operation nach Gleichung (A.52) überprüft werden. Die
Berechnung des EULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensors anhand von Gleichung (A.50) ver-
deutlicht außerdem, dass sich die Verzerrungsrate ine2⊗e2 Richtung exakt zu Null ergibt

dkl = e̊kl +vm,kem,l +ekmvm,l = ėkl + ekl,m±
=0

vm+vm,kem,l +ekmvm,l = ėkl +vm,kem,l +ekmvm,l (3.36)

dkl =
1
2

⎛⎜⎜⎝
0 ṡ(t)

h 0
ṡ(t)

h −2 s(t)
h

ṡ(t)
h 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠+
⎛⎜⎜⎝

0 0 0

0 1
2

ṡ(t)
h

s(t)
h 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠+
⎛⎜⎜⎝

0 0 0

0 1
2

s(t)
h

ṡ(t)
h 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.37)

Die quadratischen Terme heben sich identisch auf. Somit stimmen der exakte und linearisierte EULERsche
Deformationsgeschwindigkeitstensor überein

dkl = dlin
kl = ėlin

kl . (3.38)

Daher treten für rein viskose Materialien bei einfachem Schub keine Normaleffekte auf. Die Relation47

d12 = d21 = ė12 = ė21 = γ̇(t) = dγ(t)
dt
= ṡ(t)

h
(3.39)

ist demnach für rein viskoses Verhalten auch bei großen Verzerrungen exakt. Der linearisierte LAGRAN-
GEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor ergibt sich mitGleichung (A.81) zu

Dlin
KL =

1
2

⎛⎜⎜⎝
0 ṡ(t)

h 0
ṡ(t)

h 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.40)

Die Abweichung zwischen dem linearisierten und exakten LAGRANGEschen Deformationsgeschwindig-
keitstensor beträgt

∥DKL−Dlin
KL∥∥DKL∥ =

¿ÁÁÀ 2γ2

1+2γ2
. (3.41)

Darüberhinaus ist auffällig, dass die Abweichung unabhängig von der Rate der ingenieurtechnisch ine1⊗
e2 odere2⊗e1 Richtung definierten Schubverzerrung ist. Wenn die Beschränkung ∣γ(t)∣ ≤ 0.1 analog zu

46(Walters 1975; S. 22), (Becker und Bürger 1975; S. 149, 202), (Ebert 1980; S. 14), (Ferry 1980; S. 27), (Ogden 1984; S. 125),
(Bird 1987; S. 100), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 36), (Giesekus 1994; S. 86, 163), (Macosko 1994; S. 71), (Spurk 1996;
S. 23 ff.), (Betten 2001; S. 242), (Morrison 2001; S. 106), (Tanner 2002; S. 45 ff., 55), (Truesdell und Noll 2004; S. 442),
(Owens und Phillips 2005; S. 38), (Bertram 2008; S. 113)

47(Tschoegl 1989; S. 13), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 34)
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Gleichung (3.31) bestehen soll, ergibt sich eine Abweichung zwischen dem linearisierten und exakten
LAGRANGEschen Deformationsgeschwindigkeitstensor von vierzehn Prozent¿ÁÁÀ 2γ2

1+2γ2
= 0.14 → −0.1≤ γ(t) ≤ 0.1 . (3.42)

3.3 Gleichgewichtsrelation

NachHaupt(2002; S. 260) wird einGleichgewichtszustandunter der Annahme eingeführt, dass ein „dyna-
mischer Prozess immer zum Stehen kommt, wenn externe Bedingungen konstant gehalten werden“48, 49.
Als externe Bedingungen können in diesem Sinn Kräfte, Momente, Verschiebungen oder Verdrehungen
aber nicht deren Raten verstanden werden. Einem Gleichgewichtszustand kann eineGleichgewichtsspan-
nung50 τeq und eineGleichgewichtsverzerrungγeq zugeordnet werden. Dieτeq-γeq Beziehung wird daher
auch alsGleichgewichtsrelationbezeichnet. Die Differenz zwischen der Gesamtspannung

τ = τeq+τov (3.43)

und der Gleichgewichtsspannung wird alsÜberspannungτov 51 definiert. Im Zustand des Gleichgewichts
verschwindet die Überspannung definitionsgemäß (Haupt 2002; S. 420). Die additive Aufteilung nach
Gleichung (3.43) ist hinsichtlich der Materialmodellierung sehr hilfreich, da somit ratenabhängige und
ratenunabhängige Phänomene getrennt voneinander modelliert werden können (Haupt 2002; S. 499). Ra-
tenunabhängige Phänomene werden durch die Gleichgewichtsrelation erfasst, ratenabhängige mittels der
Überspannung.
Es gibt zwei Möglichkeiten, die Gleichgewichtsrelation(γeq, τeq) zu bestimmen. Dies kann entweder
verzerrungs- oder spannungsgesteuert erfolgen. Im Fall der verzerrungsgesteuerten Prozessführung werden
mehrstufige Relexationsversucheγk = konst durchgeführt. Mehrstufige Kriechversucheτk = konst eignen
sich für die spannungsgesteuerte Prozessführung. Der Zählindex k = 1. . .n nummeriert die Beträge aller
von Null verschiedenen Laststufen. Eine für beide Prozessführungen verallgemeinerte Darstellung ist in
Abbildung3.3skizziert. Die Laststufen sind sowohl in positiver als auchnegativer Richtung aufgetragen.
Somit erhält man 2n+1 Lasthorizonte, die der Materialprobe in aufsteigender und abfallender Reihenfolge
nacheinander aufgeprägt werden. Die gesamte pro Belastungsniveau aufgebrachte Zeit∆T = ∆tL +∆t setzt
sich aus der Zeit∆tL zum Aufbringen eines Lasthorizontes und der Haltezeit∆t zusammen. Hierfür wird
unterstellt, dass die Haltezeit „ausreichend lang“ (Haupt 2002; S. 200) gewählt ist, um dem Material die
notwendige Zeit einzuräumen, in den Gleichgewichtszustand überzugehen. Unter dieser Arbeitshypothe-
se erhält man per Definition zumi-ten Lasthorizont deni-ten diskreten Punkt der Gleichgewichtsrelation(γeq.i , τeq.i). Je nachdem wie oft die 2n+1 Belastungsniveaus in aufsteigender und abfallender Reihenfolge
aufgeprägt werden, ergeben sichi = 1. . .m diskrete Gleichgewichtspunkte mitm> n.
Angenommen die Gleichgewichtsrelation(γeq.i , τeq.i) wird mittels Relaxationsabbruchpunkten52 be-
stimmt, so ist der Platzhalter in Abbildung3.3 durch ( ) = γ zu ersetzen. Deri-te Relaxationsabbruch-
punkt wird durch das zugeordnete konstante Verzerrungsniveauγ i = konst identifiziert. Die am Ende der
Relaxation eines Lasthorizonts, das heißt nach der Zeitspannei∆T, gemessene Spannung wird als Gleich-
gewichtsspannung

τeq.i = lim
t→i∆T

τ (t)∣γ i=konst mit i = 1. . .m (3.44)

definiert. Außerdem wird das Relaxationsniveau der Gleichgewichtsverzerrung gleichgesetzt und man er-
hält per Definition einen Punkt der Gleichgewichtsrelation(γeq.i ≡ γ i,τeq.i).

48englisches Originalzitat: „Among these is the basic assumption that a dynamic process always comes to a standstill in a
passive system if the external conditions are kept constant. That is to say the process tends towards a state of equilibrium. If
the relative distortion of the end cross-sections of the specimen is regarded as an external condition, then one can appreciate
the hypothesis that an infinitely prolonged relaxation process has to end in a time-independent equilibrium state of stress and
deformation.“ (Haupt 2002; S. 260)

49(Simo und Hughes 2000; S. 345), (Lubliner 2008; S. 65)
50(Haupt 1993; S. 146 ff.), (Lion 1994; Abb. 3.1.1 - 3.1.4, 3.2.1.1), (Lion 1996; S. 156), (Haupt 2002; S. 193, 260, Abb. 6.15)
51(Lion 1996; S. 153, 156), (Lion 1997; S. 1, 4), (Haupt 2002; S. 420, 500)
52(Haupt 1993; S. 132), (Lion 1996; S. 153), (Haupt 2002; S. 200, 260), (Kästner et al. 2012; S. 41)
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Abbildung 3.3: Mehrstufiger Relaxations- [( ) = γ ] beziehungsweise Kriechversuch [( ) = τ ] zur Bestim-
mung der Gleichgewichtsrelation mittelsk = 1. . .n von Null verschiedenen Laststufen, d.h. 2n+1 Belas-
tungsniveaus, die einer Materialprobe in aufsteigender und abfallender Reihenfolge nacheinander aufge-
prägt werden. Ebenfalls stellt( ) = 0 ein Belastungsniveau dar, sodass hier in Summei = 1. . .m= 1. . .4n
Abbruchpunkte bzw. Gleichgewichtspunkte angesprochen werden.

Der Platzhalter in Abbildung3.3 ist durch( ) = τ zu ersetzen, wenn die Gleichgewichtsrelation durch
Kriechabbruchpunktebestimmt wird. Deri-te Kriechabbruchpunkt ergibt sich zu dem konstant gehaltenen
Spannungsniveauτ i = konst nach der Zeiti∆T (Haupt 1993; S. 132 ff.). Die nach der Zeiti∆T identifizierte
Verzerrung wird per Definition der Gleichgewichtsverzerrung

γeq.i = lim
t→i∆T

γ (t)∣τ i=konst mit i = 1. . .m (3.45)

zugeordnet. Rein formal ist das Spannungsniveau identischder Gleichgewichtsspannung und man erhält
einen Gleichgewichtspunkt(γeq.i ,τeq.i ≡ τ i).
In Abschnitt4.3wird die Bestimmung der Gleichgewichtsrelation für je ein Materialmodell der drei Stoff-
klassen, Festkörper, Flüssigkeit und Material mit fest-flüssig Übergang erklärt. Es wird gezeigt, dass der
Gleichgewichtszustand nicht immer sowohl für Relaxation als auch Kriechen definiert ist. Es ist zum einen
möglich, dass die Gleichgewichtsrelation nicht durch Kriechen gefunden werden kann53. Dies wird in Ab-
schnitt4.3.1anhand einer viskoelastischen Flüssigkeit erklärt. Dies gilt nachKästner(2010; Abb. 2.1(b))
gleichermaßen für entfestigendes Materialverhalten. Zumanderen ist es auch möglich, dass Relaxation kei-
ne eindeutige Gleichgewichtsspannung liefert. Dieser Fall tritt für starre Flüssigkeiten mit Fließspannung
auf, wie beispielsweise dem Reibelement oder dem BINGHAM Modell 54. Er ist in Abschnitt4.3.3erläu-
tert. (Folgerung 7) Da starres Vorfließverhalten jedoch eine stark idealisierte Modellannahme darstellt, ist
anzunehmen, dass dieser Fall mehr akademischen Charakter trägt, jedoch praktisch weniger relevant sein
wird. Denn alternativ dazu könnte der starre Vorfließbereich mit „sehr großer“ Steifigkeit modelliert wer-
den, sodass die Gleichgewichtsrelation theoretisch mittels Relaxationsexperimenten eindeutig identifiziert
werden kann. Unter praktischen Gesichtspunkten ist es ohnehin schwierig nachzuweisen, dass sich eine
Materialprobe unter Beanspruchung kleiner der Fließspannung nicht deformiert hat.

3.4 Praktische Bestimmung der Gleichgewichtsrelation undKonsequen-
zen für die Modellierung

Die Klassifikation von Materialverhalten beinhaltet die Einteilung des Verhaltens in eine Stoffklasse und
eine Materialklasse (Folgerung 8). Die Stoffklassifikation erfolgt in Abschnitt4 unter Verwendung der
Gleichgewichtsrelation. Ebenso ist die Gleichgewichtsrelation eine wesentliche Größe zur Materialklassi-
fikation nachHaupt(2002; S. 269), die in Abschnitt3.6vorgestellt wird. Zum Klassifizieren eines Materi-
alverhaltens ist es daher erforderlich die Gleichgewichtsrelation zu messen. Aufgrund der Beschränktheit
des experimentellen Fensters, damit ist zum Beispiel gemeint, dass die zur Verfügung stehende Messzeit
begrenzt ist, hängt die Güte der Messergebnisse von der experimentellen Prozessführung ab. Daher kann

53(Haupt 2002; S. 260), (Kästner 2010; S. 11)
54(Giesekus 1994; S. 213), (Boisly et al. 2014a; S. 5)



32 3. Grundlegende Betrachtungen für die Materialmodellierung

es in der Praxis sehr gut möglich sein, dass das experimentelle Fenster entgegen der vonHaupt (2002;
S. 200) unterstellten Arbeitshypothese nicht „ausreichend lang“ ist. (Folgerung 9)
Um die praktischen Konsequenzen dieser Tatsache hinsichtlich der Materialmodellierung zu erläutern,
werden im Folgenden zwei Modellbeispiele diskutiert, welche in symbolischer Art und Weise reales Mate-
rialverhalten repräsentieren. Somit wird für die folgendeDiskussion gewährleistet, dass das „wahre“ Ver-
halten einer Materialprobe bekannt ist. Ziel der folgendenUntersuchung ist es, die Gleichgewichtsrelation
unter verschiedenen experimentellen Vorgaben zu bestimmen.

3.4.1 Viskoelastizität mit von Null verschiedener Gleichgewichtsspannung

Das erste Modellbeispiel besteht aus der Parallelschaltung eines HOOKEschen Elements undi = 1. . .8
MAXWELL Elementen. Es ist in Abbildung3.4dargestellt. Für das Modellexperiment werden die Modell-

Überspannung

Gleichgewichtsspannung

γ

τ

τeq

τov.1 = τm.1

τov.2 = τm.2

τov.3 = τm.3

τov.i = τm.i

τov.5 = τm.5

τov.6 = τm.6

τov.7 = τm.7

τov.8 = τm.8

Geq

G1 η1

G2 η2

G3 η3

Gi ηi

G5 η5

G6 η6

G7 η7

G8 η8

Abbildung 3.4: Erweitertes MAXWELL Modell zur Bestimmung der Abhängigkeit der Gleichgewichtsre-
lation von experimentellen Bedingungen resultierend aus der Beschränktheit des experimentellen Fensters

parameter geeignet definiert. Das diskrete Relaxationsspektrum besitzt acht Relaxationszeiten

αi =
ηi

Gi
= [10−2; 10−1; 1; 101; 102; 103; 104; 105] s . (3.46)

Die Elastizitätsmoduli der HOOKEschen Federn der MAXWELL Elemente sollen

Gi = [20; 40; 65; 80; 105; 120; 110; 95] Pa (3.47)

betragen. Der Elastizitätsmodul der HOOKEschen Feder der Gleichgewichtsrelation wird

Geq= 100Pa (3.48)

festgelegt. Um die Modellantwort zu dem mehrstufigen Relaxationsprozess aus Abbildung3.3zu bestim-
men, werden die Differentialgleichungen deri = 1. . .8 MAXWELL Elemente55

τov.i = γ̇ ηi − τ̇ov.i
ηi

Gi
(3.49)

mittels des EULER-Rückwärts Verfahrens56 diskretisiert. Das EULER-Rückwärts Verfahren wertet eine
Differentialgleichung ˙y = f (t,x, ẋ) zum Zeitpunkttk+1 aus und man erhält zunächst rein formal ˙y∣k+1 =

55(Giesekus 1994; S. 243), (Macosko 1994; S. 116), (Menges et al. 2002; S. 158), (Haupt 2002; S. 203, 322), (Kardelky 2004;
S. 35, 192), (Gross et al. 2004; S. 308), (Silber und Steinwender 2005; S. 156)

56(Zienkiewicz 1984; S. 518), (Oelschlägel und Matthäus 1988; S. 55 ff.), (Oertel Jr. und Laurien 1995; S. 102),
(Schwetlick und Roos 1999; S. 150), (Schäfer 1999; S. 139), (Schanz 2000; S. 61), (Simo und Hughes 2000; S. 33), (Betten
2004; S. 274), (Ostermann 2005; S. 3.10), (Dahmen und Reusken 2008; S. 439, 445)
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f (t,x, ẋ)∣k+1. Mit ( )∣k+1 = ( )k+1 geht der Ausdruck über in ˙yk+1 = f (tk+1,xk+1, ẋk+1). Eine erste Ableitung
wird mittels desRückwärtsdifferenzenquotienten57

ẏk+1 = yk+1−yk

tk+1− tk
(3.50)

approximiert. Somit ergibt sich die EULER-Rückwärts-Diskretisierung von Gleichung (3.49) zu

τk+1
m.i = γ̇k+1 ηi Gi (tk+1− tk)

ηi +Gi (tk+1− tk) +τk
m.i

ηi

ηi +Gi (tk+1− tk) = τk+1
ov.i . (3.51)

Die Gesamtspannungτk+1 = τk+1
eq +τk+1

ov zur diskreten Zeittk+1 beträgt damit

τk+1(γk+1, γ̇k+1) = τk+1
eq +

8

∑
i=1

τk+1
ov.i =Geqγk+1+

8

∑
i=1

⎡⎢⎢⎢⎣γ̇k+1 ηi Gi (tk+1− tk)
ηi +Gi (tk+1− tk) +τk

ov.i
ηi

ηi +Gi (tk+1− tk)
⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.52)

Für den mehrstufigen Relaxationsprozess aus Abbildung3.3beträgt die

Dehnrate der Rampen∶ γ̇ = konst= ±0.01
1
s
. (3.53)

Für jede der
Relaxations−Haltezeiten∶ ∆t = [103; 104; 105; 106] s (3.54)

wird die entsprechende Modellantwort bestimmt. Die Resultate sind in Abbildung3.5dargestellt. Es ist zu
erkennen, dass die Relaxationsabbruchpunkte lim

t→i∆T
τ (t)∣γ i=konst, welche durch die Kreuzex hervorgeho-

ben sind, von der Haltezeit∆t abhängen. Entsprechend Gleichung (3.44) ergibt sich folgerichtig eine Ab-
hängigkeit der identifizierten Gleichgewichtsrelation von der Haltezeit∆t. Daher stellen die identifizierten
Gleichgewichtsrelationen in den Abbildungen3.5(a), 3.5(b)und3.5(c)nicht die wahre Gleichgewichtsrela-
tion des Modellbeispiels von Abbildung3.4dar. Stattdessen sind esscheinbare Gleichgewichtsrelationen,
in diesem Fallscheinbare Gleichgewichtshysteresen. Erst wenn die Relaxations-Haltezeit „ausreichend
lang“ ist, beispielsweise wenn ungefähr∆t = 10⋅MAX (αi) erfüllt ist, wird die in Abbildung3.5(d)darge-
stellte „wahre“, linear elastische Gleichgewichtsrelation des unterstellten Materialmodells aus Abbildung
3.4gemessen.
Genau um diesen Effekt auszuschließen, betontHaupt(2002; S. 200) die Notwendigkeit einer „ausreichend
langen“ Haltezeit. Den Experimentator stellt dies jedoch vor nicht triviale Probleme. Für ihn ergeben sich
die Fragen:

• Welche Haltezeit ist im konkreten Fall als „ausreichend lang“ zu betrachten?

• Ist es möglich die erforderliche Anzahl von Relaxationsniveaus mit „ausreichend langer“ Haltezeit
in der zur Verfügung stehenden Zeit praktisch umzusetzen?

Desweiteren sieht sich ein Experimentator mit der Problemstellung konfrontiert, ob die Relaxation voran-
geschritten wäre, wenn man die Haltezeiten größer gewählt hätte. Dementsprechend ergeben sich für das
Ergebnis aus Abbildung3.5(a), in Abhängigkeit des experimentellen Fensters, mindestens vier Interpreta-
tionsmöglichkeiten.

1. Ein denkbares Szenario ist, dass die Haltezeit∆t „ausreichend lang“ gewählt wurde. Somit besitzt die
Gleichgewichtsrelation nach Gleichung (3.44) eine Gleichgewichtshysterese. Das Materialverhalten
ist daher viskoplastisch.

2. Es gibt aber auch die Möglichkeit, dass die Haltezeit∆t nicht „ausreichend lang“ gewählt wurde.
Würde man stattdessen eine Haltezeit∆t̄ > ∆t wählen, die tatsächlich „ausreichend lang“ ist, sind
mehrere Szenarien denkbar:

57(Schäfer 1999; S. 139), (Plato 2006; S. 229), (Dahmen und Reusken 2008; S. 445)
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(a) Relaxations-Haltezeit:∆t = 103 s
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(b) Relaxations-Haltezeit:∆t = 104 s
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(c) Relaxations-Haltezeit:∆t = 105 s
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(d) Relaxations-Haltezeit:∆t = 106 s

Abbildung 3.5: Abhängigkeit der Relaxationsabbruchpunkte von der Relaxations-Haltezeit∆t. Die Dehn-
raten der Rampen zum Anfahren der einzelnen Relaxationsniveaus sind konstanṫγ = ±0.011

s. Die Mo-
dellvorhersage wurde für das erweiterte MAXWELL Modell aus Abbildung3.4 unter Verwendung der
Materialparameter von Gleichungen (3.46), (3.47) und (3.48) bestimmt.

2a. Beispielsweise könnte die Gleichgewichtshysterese von Abbildung 3.5(a) nach wie vor bestehen
bleiben, sich jedoch infolge∆t̄ > ∆t verkleinern. Dies hätte keine Auswirkung auf die Interpreta-
tion des zugrunde liegenden Materialverhaltens. Es würde ebenfalls als viskoplastisch interpretiert
werden.

2b. Alternativ gäbe es die Möglichkeit einer vollständig verschwundenen Gleichgewichtshysterese. Die
Gleichgewichtsrelation wäre eine Gleichgewichtskurve, wie in Abbildung3.5(d)dargestellt ist. In-
folgedessen würde sich ein viskoelastisches Materialverhalten mit von Null verschiedener Gleich-
gewichtsrelation ergeben.

2c. Ebenfalls ist denkbar, dass die Spannungen gegen eine scheinbare Gleichgewichtskurve relaxieren.
Bei „ausreichend langer“ Relaxations-Haltezeit würde jedoch jede Spannung gegen Null relaxieren.
Das Material ist viskoelastisch mit nicht existierender Gleichgewichtsrelation, das heißtτeq= 0.

Diese Übersicht der infrage kommenden Interpretationsmöglichkeiten zeigt anschaulich, dass die mess-
technischen Ergebnisse zur Bestimmung der Gleichgewichtsrelation nur im Rahmen des vorgegebenen
experimentellen Fensters zu bewerten sind und den Gültigkeitsbereich der daraus abgeleiteten Material-
modelle einschränkt.(Folgerung 9)

3.4.2 Viskoelastizität mit Gleichgewichtsspannung von Null

Um Punkt 2c der soeben aufgeführten Interpretationsmöglichkeiten näher zu erklären, wird im Folgenden
ein zweites Modellbeispiel untersucht. Dieses besteht gänzlich aus dem Überspannungsmodell von Ab-
bildung3.4entsprechend den Materialparametern aus Gleichungen (3.46) und (3.47). Das Modellbeispiel
besitzt keine Gleichgewichtsrelation, das heißt die Gleichgewichtsspannung ist infolge

Geq= 0 (3.55)
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Null. Die Antwort des Überspannungsmodells wird ebenfallsfür den mehrstufigen Relaxationsversuch
von Abbildung 3.6(a) bestimmt. Jedes Relaxationsniveau wird durch eine Verzerrungsrateγ̇ = ±0.011

s
angefahren. Die Haltezeit der Relaxationsniveaus beträgt∆t = 1110s. Die Haltezeit ist somit zwei Größen-
ordnungen kleiner als die größte Relaxationszeit der Gleichung (3.46), αi=8 = 105s. Zur Verdeutlichung
von Punkt 2c der aufgeführten Interpretationsmöglichkeiten, beträgt die Haltezeit des letzten Relaxations-
niveaus das Dreifache der größten Relaxationszeit, 3⋅105 s. Die Spannung in Abhängigkeit von der Zeit
ist in Abbildung 3.6(c) dargestellt. In Abbildung3.6(b) ist die Spannung über der Verzerrung aufgetra-
gen, welche die Existenz einer Gleichgewichtshysterese suggeriert. Weil das Gesamtmodell ausschließ-
lich Überspannungen beinhaltet, muss es sich um eine scheinbare Gleichgewichtshysterese handeln. Die
scheinbare Gleichgewichtshysterese entsteht dadurch, dass die Haltezeiten von∆t = 1110s nicht „ausrei-
chend lang“ sind. Sie sind deswegen nicht „ausreichend lang“, weil sie um zwei Größenordnungen kleiner
sind als die größte Relaxationszeit des Modellbeispiels,αi=8 = 105s. Die Relaxationsvorgänge im Material
können daher nicht vollständig beendet werden. Um zu zeigen, dass es sich lediglich um eine scheinbare
Gleichgewichtshysterese handelt, ist die letzte Relaxationszeit „ausreichend lang“ gewählt. Sie beträgt mit
3⋅105 s das Dreifache der größten Relaxationszeit. Die Konsequenz dessen kann man in Abbildung3.6(c)
beobachten: Zu Beginn des letzten Relaxationsnivaus scheint es der Fall zu sein, dass die Spannung gegen
eine von Null verschiedene Gleichgewichtsrelation strebt, so wie es für das viskoelastische Modellbeispiel
mit von Null verschiedener Gleichgewichtsrelation aus Abschnitt3.4.1beobachtet wird. Nach dem Anstieg
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Abbildung 3.6: Modellvorhersage eines erweiterten MAXWELL Modells mit nicht existierender Gleichge-
wichtsrelation (Abbildung3.4mit Geq= 0) für den mehrstufigen Relaxationsversuch aus Abbildung3.6(a).
Materialparameter entsprechend Gleichungen (3.46) und (3.47). Die Dehnraten der Rampen zum Anfah-
ren der einzelnen Relaxationsniveaus sind konstantγ̇ = ±0.011

s. Alle Relaxations-Haltezeiten, bis auf die
letzte, betragen∆t = 1110s. Die letzte Relaxation-Haltezeit ist das Dreifache der größten Relaxationszeit
und beträgt 3⋅105 s.

erreicht die Spannung jedoch ein lokales Maximum, im Anschluss dessen die Spannung in guter Näherung
bis auf Null sinkt. Dieses Verhalten erkennt man auch in Abbildung3.6(b)innerhalb des grau eingekreis-
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ten Bereichs. Die Erklärung für diesen Effekt liefert Abbildung3.7. Dazu sei der Blick zunächst auf die
Spannungen derjenigen MAXWELL Elemente gerichtet, deren Relaxationszeiten kleiner als die Haltezeit
sind, αi ≲ (∆t = 1110s). Man erkennt, dass diese Spannungen zu Beginn der letzten Relaxation negativ
sind, obwohl eine positive Schubverzerrung und eine positive Gesamtspannung vorliegen. Die Spannun-
gen der MAXWELL Elemente, deren Relaxationszeiten größer als die Haltezeit sind, αi > (∆t = 1110s),
besitzen hingegen positive Werte. Da die MAXWELL Elemente mitαi ≲ (∆t = 1110s) schneller auf rund
Null relaxieren als jene mitαi > (∆t = 1110s), steigt die Gesamtspannungσ =∑n=8

i=1 τm.i zunächst an, bevor
sie nach dem lokalen Maximum wieder sinkt.
Weil es generell schwer einzuschätzen ist, ob eine Relaxation abgeschlossen ist oder nicht, ist es legitim
ein erweitertes MAXWELL Modell mit einer Gleichgewichtsspannung von Null und ausgeprägtem Lang-
zeitrelaxationsverhalten zur Modellierung einer praktisch ermittelten Gleichgewichtshysterese zu benut-
zen.(Folgerung 9)Wählt man die Relaxationszeit des Langzeit-MAXWELL Elements,αn, größer als die
im Relaxationsversuch verwendete Haltezeit∆t, so stellt dieser Modellierungsansatz solange keinen Fehler
dar, bis experimentell nachgewiesen wird, dass die Gleichgewichtshysterese auf plastische Eigenschaften
(Fließspannung) zurückzuführen ist. Wie in diesem Beispiel gezeigt ist, kann über die Existenz einer Fließ-
spannung, welche das Vorhandensein einer Gleichgewichtshysterese zur Folge hat, nicht widerspruchsfrei
geurteilt werden. Es ist nicht möglich zwischen einer wahren oder scheinbaren Gleichgewichtshysterese
zu unterscheiden. Ob das Materialverhalten als viskoplastisch 58 oder viskoelastisch interpretiert werden
muss, lässt sich nicht entscheiden.
Um mit größerer Sicherheit über die Existenz einer Fließspannung urteilen zu können, ist es ratsam eben-
falls zum Relaxationsversuch qualitativ unterschiedliche Experimente auszuwerten. Dafür kommen bei-
spielsweise spannungsgeregelte Experimente, wie dermehrstufige Kriechversuch59, oder verzerrungsge-
regelte sinusförmige Versuche analog zu Abschnitt3.8 infrage. Hilfreich ist es, das Verhalten einer Mate-
rialprobe durch eine Vielzahl qualitativ verschiedener Experimente zu entlocken, um ein Materialmodell
mit minimaler Restunsicherheit formulieren zu können. Vompraktischen Standpunkt aus betrachtet ist dies
jedoch nicht immer notwendig. Allein zur Bewältigung ingenieurtechnischer Aufgaben ist es wichtig, die
Anwendungsgrenzen der unterstellten Materialmodelle zu spezifizieren. Das heißt, dass ein Materialmodell
ausschließlich in einem Lastbereich anzuwenden ist, innerhalb dessen das Materialmodell formuliert und
verifiziert wurde. Daher ist es neben der eigentlichen Erstellung eines Materialmodells mindestens genau-
so wichtig das experimentelle Fenster anzugeben, innerhalb dessen die Identifikationsexperimente sowie
die Parameteridentifikation durchgeführt wurden. Das bedeutet, dass Ergebnisse hinsichtlich der Material-
klassifizierung aus Abschnitt3.6und der Stoffklassifizierung aus Abschnitt4 Gültigkeit besitzen für einen
bestimmten(Folgerung 9)

• Temperaturbereich,

• Feuchtebereich,

• Lastbereich (geometrisch lineare Theorie oder große Deformation) und das auch nur

• innerhalb einer minimalenαmin und maximalen Relaxationszeitαmax beziehungsweise einer

• minimalenωmin = 1
αmax

und maximalen Kreisfrequenzωmax= 1
αmin

.

58Die Modellierung der Gleichgewichtshysterese auf Basis viskoplastischer Modelle kann inLion (1994; S. 118 ff.),Lion
(1996), Keck (1998; S. 130 ff.),Haupt(2002; S. 501) undKästner et al.(2012) nachvollzogen werden.

59(Cheng 1986; S. 543), (James et al. 1987; S. 442), (Nguyen und Boger 1992; S. 66), (Husband et al. 1993; S. 224), (Steffe
1996; S. 204), (Zhu et al. 2001; S. 1112), (Coussot et al. 2002b; S. 577), (Uhlherr et al. 2005; S. 105), (Tiu et al. 2006; S. 656),
(Maxey et al. 2008; S. 2), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 581), (Chhabra und Richardson 2008; S. 93), (Stokes und Frith 2008;
S. 1135),Christopoulou et al.(2009; S. 5058 ff.), (Mezger 2010; S. 53, Abb. 3.1), (Paredes et al. 2011; S. 3), (Vicente et al. 2011;
S. 3705), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 444), (Martinie et al. 2013; S. 632), (Koos et al. 2014; S. 951)
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Abbildung 3.7: Modellvorhersage der MAXWELL Elemente eines erweiterten MAXWELL Modells nach
Abbildung3.4mit nicht existierender Gleichgewichtsrelation,Geq= 0, zu dem mehrstufigen Relaxations-
versuch von Abbildung3.6(a). Materialparameter entsprechend Gleichungen (3.46) und (3.47).
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3.5 Untersuchung des Materialverhaltens auf Ratenabhängigkeit

Pipkin und Rivlin (1965) publizierten Restriktionen für ratenunabhängige Funktionale, die teilweise auf
den Arbeiten vonIlyushin (1954) aufbauen. Ratenunabhängigkeit wurde ebenfalls vonValanis (1971c),
Valanis(1972; S. 128 ff.),Valanis und Wu(1975; Gl. (21)),Rettig(1984; S. 519),Valanis(1984; S. 367),
Krawietz(1986; S. 38),Maugin(1992; S. 7),Lion (1996; S. 155),Lion (1997; S. 2) undPuzrin(2012; S. 8,
110, 114, 270, 282) untersucht.Haupt(2002; S. 437 ff.) verweist darauf, dass in der Plastizitätstheorie die
Bogenlängedie Zeitt als unabhängige Variable ersetzt, beziehungsweise dass generell jeder Parameter, der
eine monoton steigende Funktion der Zeit ist, die Zeit als unabhängige Variable ersetzen kann. Außerdem
prognostiziert HAUPT weitere Möglichkeiten zur Modellierung im Rahmen einer generalisierten Bogen-
längenbeschreibung.60 Die Eigenschaften einer generalisierten Bogenlänge sind bei Haupt(1977; S. 151)
undHaupt(2002; Gl. (11.30)-(11.32)) beschrieben.

3.5.1 Bogenlängeu als pseudo Zeitmaßstab

In dieser Arbeit wird die Bogenlänge61

du= ∣dγ ∣ = sign(dγ)dγ = sign(γ̇)dγ (3.56)

du= ∣γ̇ ∣dt (3.57)

u̇= ∣γ̇ ∣ (3.58)

unter Beachtung vondt > 0 verwendet, sodassdγ über das Vorzeichen voṅγ = dγ
dt entscheidet. Die Bogen-

länge korrespondiert mit derakkumulierten Schubverzerrung62

u= fu(t) =
γ(t)

∫
0

sign(dγ̄) dγ̄ =
γ(t)

∫
0

sign( γ̇ ∣t= f−1
γ (γ=γ̄))dγ̄ (3.59)

=
t

∫
0

∣γ̇(t̄)∣dt̄ = u(t0)+
t

∫
t0

∣γ̇(t̄)∣dt̄ , (3.60)

wobei die verzerrungsgesteuerte Lastgeschichteγ = fγ(t) und die Anfangsbedingung der Bogenlänge
u= fu(t = 0) = 063 unterstellt sind. Die Bogenlängeu ist somit einekinematische Bogenlänge. Weil Glei-
chungen (3.2) und (3.3) nicht von Gleichung (3.60) erfüllt werden, istu(t) nicht additiv. Die kinematische
Bogenlänge ist daher ein nichtlineares Funktional von der Geschichte der Schubverzerrung (Haupt 2002;
S. 438). Wird die Bogenlänge als pseudo Zeitmaßstab eingeführt, so kann der zeitliche Verlauf der Schub-
verzerrung auch durch64

γ(t) = [γ(u); u(t)] (3.61)

beschrieben werden. Die Informationen des Verlaufs der Schubverzerrung ist mitγ(u) beschrieben (Haupt
2002; S. 437). Die Beziehungγ(u) beinhaltet jedoch nicht wie schnell der Verlauf der Schubverzerrung
durchfahren wird. Diese Information ist inu(t) enthalten65. Jedes ratenabhängige Funktional hängt folg-
lich sowohl vonγ(u) als auchu(t) ab. Ein ratenunabhängiges Funktional hängt ausschließlich vonγ(u) ab.
Somit wirkt sich die Rate des Verlaufes der Schubverzerrungnicht auf das Ergebnis der Spannung aus66.

60englisches Originalzitat: „In the theory of plasticity thearclength [. . . ] replaces the timet as independent variable. More
generally, every parameter which constitutes a monotonically increasing function of timet can be applied as an independent
variable to replace the time. This fact opens up further possibilities for modelling material properties used in the generalised
arclength description.“ (Haupt 2002; S. 437 ff.)

61(Ilyushin 1954; Gl. (3.3)), (Valanis 1984; Gl. (6)), (Krawietz 1986; Gl. (2.68)), (Keck 1998; S. 39, 50), (Haupt 2002; S. 446),
(Kästner 2010; S. 58), (Kästner et al. 2012; S. 46), (Kammer 2015; Gl. (7.2))

62(Pipkin und Rivlin 1965; Gl. (2.6)), (Valanis 1971d; Gl. (2.7)4), (Valanis und Wu 1975; Gl. (6)), (Lion 2000b; Gl. (6.2.3.7)),
(Haupt 2002; Gl. (11.1), S. 446), (Kammer 2015; Gl. (7.3))

63Um die Lesbarkeit zu erhöhen, wirdu(t) anstelle vonfu(t) geschrieben.
64(Haupt 2002; S. 436), (Kästner 2010; S. 17)
65(Pipkin und Rivlin 1965; S. 314), (Haupt 2002; S. 437)
66(Pipkin und Rivlin 1965; S. 313, Gl. (2.9)), (Haupt 2002; S. 398, 436), (Kästner 2010; S. 16)



3.5. Untersuchung des Materialverhaltens auf Ratenabhängigkeit 39

3.5.2 Arbeitsweise der kinematischen Bogenlänge

Unter Berücksichtigung der Aufteilungγ(t) = [γ(u); u(t)] nach Gleichung (3.61) soll nun verdeutlicht
werden, dass es die kinematische Bogenlänge ermöglicht, die Ratenabhängigkeit beim Übergang vonγ(t)
zu γ(u) auszublenden (Kammer 2015; Absch. 5.1). Dazu wird die Schubverzerrung mittels den drei ver-
schiedenen Realisierungen

γ = f1(t) = ˙̃γ t 0≤ t ≤ T , ˙̃γ =
γ
T

(3.62)

γ = f2(t) = 1
n

˙̃γ t 0≤ t ≤ nT , n= konst> 0 (3.63)

γ = f3(t) = γ(nT)2 t2 0≤ t ≤ nT (3.64)

vonγ(t = 0) = 0 aufγ = γ erhöht. Die Schubverzerrung in Abhängigkeit von der Zeit ist in Abbildung3.8(a)
dargestellt, die Rate der Schubverzerrung in Abbildung3.8(b). Die analytische Lösung zu konstanten Raten
f1(t) und f2(t) wird in Abschnitt6.3 ermittelt und hier vorab genutzt. Die kinematische Bogenlänge als
Funktion der Zeit ist in Abbildung3.8(c) aufgetragen. In Abbildung3.8(d) erkennt man, dassγ(u) für
alle Verläufe der Schubverzerrung identisch ist. Dies ist auch in Abbildung3.8(b)daran zu erkennen, dass
die Gesamtflächen unterhalb der Kurven gleich groß sind. Dass die Bogenlängendefinition nicht sensitiv
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Abbildung 3.8: Visualisierung ratenunabhängiger Eigenschaften der kinematischen Bogenlänge motiviert
durch die Zerlegung des Schubverzerrungsverlaufs nach Gleichung (3.61) in γ(t) = [γ(u); u(t)]. Auswer-
tung der Schubverzerrungsverläufe nach Gleichungen (3.62) bis (3.64) mit γ = 0.1, T = 0.5 und n = 2.
Ratenunabhängigkeit liegt vor, da alleγ(u)-Verläufe, unabhängig davon mit welcher Geschwindigkeit ˙u
sie durchfahren werden, identisch sind.f1(t): ⋯⋯, f2(t): ——, f3(t): xxx

gegenüber der Rate ist, mit der die verzerrungsgesteuerte Belastung realisiert wird, kann anschaulich für
zwei Anregungen unterschiedlicher Rateγ1= f1(t1) undγ2 = f2(t2) gezeigt werden. Trotz, dass die Verläufe
der Schubverzerrung mit unterschiedlichen Raten durchfahren werden, sind deren Bogenlängen

u1 =
T1

∫
0

∣γ̇1∣dt1 =
T1

∫
0

∣d f1(t1)
dt1

∣dt1 (3.65)

u2 =
T2

∫
0

∣γ̇2∣dt2 =
T2

∫
0

∣d f2(t2)
dt2

∣dt2 =
g−1(T2)

∫
0

∣d f2[g(t1)]
dg

∣ dg(t1)
dt1

dt1 =
T1

∫
0

∣d f2[g(t1)]
dg

dg(t1)
dt1

∣dt1 = u1 (3.66)
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bei γ = γ identisch. Dazu wurden zunächst die Relationent2 = g(t1) und t1 = g−1(t2) unter Verwendung

der Transformationsbeziehungeng( ) und g−1( ), die sich ausγ = f1(t1) != f2(t2) ergeben, formuliert.
Daraus kann das Differentiald t2 = d g(t1)

dt1
d t1 sowie d f1(t1)

dt1
= d f2[g(t1)]

dg
dg(t1)

dt1
abgeleitet werden. Außerdem

gilt d g(t1)
dt1
> 0, dat1 undt2 Zeitskalen sind, die über monoton steigende Funktionen miteinander verknüpft

sind. Damit ist gezeigt, dass die bis zur Schubverzerrungγ = f1(T1) = f2(T2) akkumulierten kinematischen
Bogenlängen trotz verschiedener Raten übereinstimmen.

3.5.3 Experimentelle Möglichkeiten zur Feststellung von Ratenabhängigkeit

Ratenabhängige Materialeigenschaften können identifiziert werden, indem Anregungen mit konstanter Ra-
te durchgeführt werden und die Rate variiert wird. Arbeitenin denen ratenabhängiges Materialverhalten
für verschiedene konstante Schubverzerrungsratenγ = ˙̃γ ⋅ t mit ˙̃γ = konst untersucht wird, findet man bei
Lion (1994; Abb. 2.3.2),Lion (2000b; Abb. 5.2.2.1, 5.2.4.2),Sedlan(2000; Abb. 3.15, 3.20),Haupt(2002;
Abb. 6.5),Kästner(2010; Abb. 3.4a, 3.7) undKästner et al.(2012; Abb. 2a, 4).
Auf Ratenabhängigkeit kann auch indirekt geschlussfolgert werden, wenn man berücksichtigt, dass raten-
abhängiges Material relaxiert (Kästner 2010; S. 58).
Ebenfalls können auch verzerrungsgesteuerte sinusförmige Anregungenγ = γ̂ sin(ω t) verwendet werden,
um die Abhängigkeit von der Rate zu untersuchen. Wird eine Abhängigkeit des Speicher- und Verlust-
moduls von der Kreisfrequenz festgestellt, so ist dem Materialverhalten ratenabhängiges Verhalten nach-
gewiesen. Dies ist deswegen nachvollziehbar, weil die Kreisfrequenz ein Skalierungsparameter dafür ist,
wieviel Zeit die Änderung der Schubverzerrung von einem Umkehrpunktγ = −γ̂ zum anderenγ = γ̂ in
Anspruch nimmt. Ratenabhängigkeit kann daher anschaulichmittels dem PIPKIN Diagramm festgestellt
werden. Sehen die LISSAJOUSDiagramme für eine feste Amplitudêγ für alle Kreisfrequenzen annähernd
gleich aus, so liegt kein ratenabhängiges Materialverhalten vor. (Folgerung 10)

3.6 Phänomenologische Materialklassifizierung nach HAUPT

Haupt(2002; S. 270, 272) schlägt eine Materialklassifikation vor, nachder Materialien auf der Grundlage
zweier Klassifizierungskriterien,

• der Gestalt der Gleichgewichtsrelationτeq-γeq 67 sowie der

• Ratenabhängigkeit68,

in die vier Materialklassen

• Elastizität: ratenunabhängig ohne Hysterese,

• Plastizität: ratenunabhängig mit Hysterese,

• Viskoelastizität: ratenabhängig ohne Gleichgewichtshysterese und

• Viskoplastizität: ratenabhängig mit Gleichgewichtshysterese

eingeteilt werden. Die Gleichgewichtshysterese wird in der Literatur69 auch alsstatische Hysterese
bezeichnet. Je nachdem in welcher Art dissipative Effekte auftreten, unterscheiden sich die vier oben
eingeführten Materialklassen (Haupt 2002; S. 435). Elastisches Material ist dissipationsfrei. Dissipative
Effekte viskoelastischer Materialien entstehen aufgrundratenabhängiger Eigenschaften und führen auf ein
sogenanntesnachlassendes Gedächtnis(Haupt 1977; S. 4). Plastische Materialien besitzen ein perfektes
Gedächtnis70. Sie erfassen dissipative Effekte somit aus einem gänzlichanderen Blickwinkel, der von
ratenunabhängigen Eigenschaften geprägt ist (Houlsby und Puzrin 2006; S. 211). Viskoplastizität ist die

67(Haupt 1993; S. 131, 141; Abb. 2, 5, 7), (Lion 1994; Abb. 3.1.1 - 3.1.4, 3.2.1.1), (Haupt 2002; S. 260, 269)
68(Rettig 1984; S. 519), (Krawietz 1986; S. 38), (Haupt 1993; S. 146), (Lion 1996; S. 155), (Lion 1997; S. 2), (Haupt 2002;

S. 437)
69(Kolsch und Ottl 1990; S. 111), (Kolsch 1992; S. T34), (Kolsch und Ottl 1993), (Kolsch 1993; S. 3, 5, 10), (Werdin 1996;

S. 10, 46), (Sedlan 2000; S. 27), (Betten 2001; S. 3)
70(Haupt 1977; S. 4, 10), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 22)
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allgemein gültigste Materialklasse und behandelt dissipative Effekte sowohl durch ratenabhängige als
auch ratenunabhängige Eigenschaften. Viskoplastische Materialien, die keinerlei elastische Eigenschaften
aufweisen, besitzen daher ausschließlich dissipative Eigenschaften. Eine Übersicht von Materialklassen
mit entsprechenden Vertretern rheologischer Modelle istHaupt (2002; Abb. 6.16) entnommen und in
Abbildung3.9dargestellt. NachHaupt(2002; S. 273) ist ein NEWTONsches Fluid demnach ein Grenzfall
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Abbildung 3.9: Materialklassifizierung nachHaupt(2002; S. 270)

viskoelastischen Materialverhaltens. Viskoelastische Materialien, die keine elastischen Anteile besitzen,
werden in dieser Arbeit alsrein viskosbezeichnet. Plastisches Materialverhalten ohne elastischen Vorfließ-
bereich wird nachGöldner (1989; S. 216),Gross et al.(2004; S. 329),Silber und Steinwender(2005;
S. 18) undMezger(2010; S. 58) alsstarr plastischbezeichnet. Plastische Phänomene ohne entfestigende
Effekte71 und ohne Verfestigungseffekte72, die also weder isotrope noch kinematische Verfestigung73

aufweisen, werden alsideal plastischoderperfekt plastisch74 bezeichnet.

Außerdem sei erwähnt, dass die oben eingeführten Materialklassen von anderen Autoren in alterna-
tiver Art und Weise abgegrenzt werden75. In der DIN 1342-1 (S. 5) und DIN 1342-3 (S. 4) wird
plastischem Materialverhalten unterstellt, dass es sich bis zum Erreichen einer Fließspannung wie ein
Festkörper und anschließend wie eine Flüssigkeit verhält (Mezger 2010; S. 57). Alternative Definitionen
für elastisch, plastisch, viskoelastisch und viskoplastisch sind inHackley und Ferraris(2001; S. 26
ff.) aufgeführt. Zwei weitere Systematiken von Materialklassen werden inFigura (2004; S. 119–121)
präsentiert. Im ersten Fall werden die acht Begriffe – idealelastisch, nicht-ideal elastisch, plasto-elastisch,
visko-elastisch, elasto-viskos, plasto-viskos, nicht-ideal viskos und ideal viskos – in die drei Stoffklassen
der Festkörper, Flüssigkeiten und Halb-Festkörper eingeordnet. Im Anschluss daran werden „realisti-
schere“ Materialklassen – visko-elastisch, elasto-plastisch und plasto-viskos – auf Basis „idealisierter“

71(Khan und Huang 1995; S. 147), (Simo und Hughes 2000; S. 69, 88), (Ottosen 2005; S. 146, 204), (Wu 2005; S. 286, 315,
427), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 20, 26, 31), (Lubliner 2008; S. 125), (Puzrin 2012; S. 214, 217, 220, 247)

72(Houwink 1957; S. 3), (Maugin 1992; S. 4), (Puzrin 2012; S. 110)
73(Backhaus 1983; S. 280), (Krawietz 1986; S. 417), (Göldner 1989; S. 224–228), (Kreißig 1992; S. 2, 54, 59), (Maugin

1992; S. 23), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 108, 109), (Altenbach 1994; S. 214), (Khan und Huang 1995; S. 160),
(Simo und Hughes 2000; S. 11, 12, 17, 19, 90), (Betten 2001; S. 136), (Wriggers 2001; S. 54), (Haupt 2002; S. 231, 272, 452,
461, 479), (Wu 2005; S. 286), (Ottosen 2005; S. 209–218, S. 285–307, S. 321), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 25, 27), (Lubliner
2008; S. 112, 125, 146, 147), (Chaboche 2008; S. 1645), (Sedlacek 2009; S. 57, 70), (Nasdala 2010; S. 174), (Puzrin 2012; S. 217,
226)

74(Göldner 1989; S. 214), (Simo und Hughes 2000; S. 7, 82, 89), (Gross et al. 2004; S. 328), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 20),
(Lubliner 2008; S. 113, 125), (Rust 2009; S. 104), (Sedlacek 2009; S. 52), (Nasdala 2010; S. 175), (Puzrin 2012; S. 218)

75(Bertram 1989; S. 246 ff.), (Göldner 1989; S. 197), (Lubliner 2008; S. 111), (Mezger 2010; S. 60)
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Materialklassen – elastisch, viskos und plastisch – definiert. „Stoffe, die erst nach Überwinden einer
endlichen Scherspannung, der so genannten Fließgrenze, zufließen beginnen, nennt man viskoplastisch“
nach Betten (2001; S. 20) und sinngemäß auch nachMitsoulis (2007; S. 135)76. Weil in der Defini-
tion keine Differenzierung hinsichtlich Ratenabhängigkeit vorgenommen wird, trifft sie auch für starr
plastische Materialein im HAUPTschen Sinn zu. Bei SCOTT BLAIR 77 wird das Spektrum rheologischer
Eigenschaften in neun Klassen unterteilt, beiWeipert et al.(1993; S. 148) in acht, auf die hier nicht näher
eingegangen werden soll.
Weiterhin wird Plastizität auch direkt mit der Eigenschaftverknüpft, nach Entlastung bleibende Ver-
formungen aufzuweisen78. Genauer betrachtet ist diese Tatsachenotwendigabernicht hinreichendfür
Plastizität im HAUPTschen Sinn (Folgerung 11). Da viskoelastische Materialien ohne Gleichgewichtsre-
lation, das heißtτeq= 0, ebenfalls bleibende Verformungen nach Entlastung aufweisen, kann nach diesem
Kriterium eine Vielzahl von Materialmodellen als plastisch eingeordnet werden. Beispielsweise würde
dann auch eine NEWTONsche Flüssigkeit ein plastisches Materialmodell darstellen. Dieses Problem
wird auch inFigura (2004; S. 119) benannt. FIGURA berichtet davon, dass für im HAUPTschen Sinn
viskoelastische Materialien aufgrund von inelastischen Deformationen nach Entlastung der Begriff
„viskoplastoelastisch“ verwendet wird.
Wie ansatzweise gezeigt wurde, existieren in der Literaturviele Vorschläge Materialverhalten zu klas-
sifizieren. Weil die Klassifizierung nachHaupt (2002; S. 270, 272) theoretisch in sich schlüssig ist und
auf zwei experimentell messbare Klassifizierungskriterien fußt, wird ihr in dieser Arbeit gegenüber den
anderen oben genannten Vorschlägen der Vorzug gewährt.

3.7 Stationäre Materialfunktion für eine konstante Schubverzerrungrate

3.7.1 Fließkurve

Die stationäre Materialfunktion zur Charakterisierung des Materialverhaltens, unter Anregung mit einer
konstanten Schubverzerrungsrate79 ˙̃γ , wird alsFließkurveτ∞( ˙̃γ) bezeichnet80. Diese erfasst die Material-
eigenschaften im flüssigkeitsähnlichen Regime und verknüpft eine konstante Schubverzerrungrate,˙̃γ , mit
der daraus resultierenden stationären Spannungτ∞. Die Fließkurve misst daher lediglich viskose Effekte
sowie reibungsbehaftete Materialeffekte aufgrund einer Fließspannung. Somit beinhaltet die Fließkurve
für Materialien mit fest-flüssig Übergang im Allgemeinen viskose und plastische Materialeigenschaften.
Die Spannung im stationären Zustandτ∞ ist theoretisch definiert durch

τ∞ = lim
t→∞

τ (t) für {γ̇ = konst} =∶ ˙̃γ . (3.67)

Eine gemessene Fließkurve ist ein mathematischer Vektorτ∞.meas( ˙̃γ), der den diskreten, konstant
gehaltenen Schubverzerrungsraten die entsprechenden Spannungen zuordnet. Das Symbol( ) wird

hier als Spaltenvektor benutzt. Die konstanten Schubverzerrungsraten sind in dem Spaltenvektor˙̃γ =
( ˙̃γ 1, . . . , ˙̃γ i , ˙̃γ i+1, . . . , ˙̃γ n)T zusammengefasst, wobei der Index die Positionsnummer der Vektorkomponente
angibt. Die Fließkurve kann mit der Messvorschrift nach Abbildung 3.10gemessen werden. Dazu werden
Schubverzerrungsrateñ̇γ i über den Zeitraum∆t konstant gehalten und die Spannungsantwortτmeas(t)wird
gemessen. Deri-te Spannungswert der Fließkurveτ i

∞.measergibt sich aus dem letzten Spannungswert der
i-ten Haltezeit

τ i
∞.meas( ˙̃γ i) = lim

t→i⋅∆t
τmeas(t) für {γ̇ i = konst} =∶ ˙̃γ i . (3.68)

76englisches Originalzitat: „Viscoplasticity is characterised by a yield stress, below which the material will not deform, and
above which they will deform and flow [. . . ] .“ (Mitsoulis 2007; S. 135)

77(Scott Blair 1949; S. 64), (Weipert et al. 1993; S. 45)
78(Scott Blair 1949; S. 56), (Tobolsky 1967; S. 285 ff.), (Zienkiewicz 1984; S. 420), (Ehrenstein 1999; S. 163), (Lion 2000b;

S. 81), (DIN 1342-1;S. 9), (Kardelky 2004; S. 17), (Figura 2004; S. 119)
79(Bird 1987; S. 104), (Tschoegl 1989; S. 94), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 155), (Hackley und Ferraris 2001; S. 30),

(Coussot et al. 2002b; S. 578), (Coussot et al. 2002a; S. 3), (Coussot 2005; S. 91), (Ewoldt 2006; S. 30), (Tadros 2010; S. 37),
(Fall et al. 2010; S. 3), (Paredes et al. 2011; S. 3), (Laurati et al. 2011; S. 691), (Rich et al. 2012; S. 583)

80(Giesekus und Langer 1977; S. 2), (James et al. 1987; S. 444), (Giesekus 1994; S. 209), (Böhme 2000; S. 125),
(Hackley und Ferraris 2001; S. 30), (DIN.1342-1; S. 5), (Coussot 2005; S. 91), (Kröger 2005a), (Carrier und Petekidis 2009;
S. 251), (Mezger 2010; S. 37), (Laurati et al. 2011; Abb. 12), (Worthoff 2013; S. 9)
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Abbildung 3.10: Messvorschrift zur Messung der Fließkurveτ
∞.meas( ˙̃γ)

Daher hängt der Messwertτ i
∞.meas vom experimentellen Fenster, der Haltezeit∆t ab (Brummer 2006;

S. 69, 97). Um sicherzustellen, dassτ i
∞.meas im stationären Zustand gemessen wird, ist die Haltezeit∆t

„ausreichend groß“ zu wählen. Eine wesentliche Eigenschaft der Fließkurve ist, eine ungerade Funktion81

τ∞( ˙̃γ) != −τ∞(− ˙̃γ) ∀ ˙̃γ ≠ 0 (3.69)

zu sein. Dies impliziert die Unabhängigkeit der Materialantwort von der Scherrichtung. Wenngleich es
unter dieser Annahme genügt, die Fließkurve für˙̃γ i ≥ 0 zu messen, muss der Ansatz zur Modellierung der
Fließkurve sowohl für positive als auch negative Scherraten gültig sein (Folgerung 12). Um dies gewähr-
leisten zu können, ist es ratsam den Modellansatz der Fließkurve sowohl für positive als auch negative
Scherraten grafisch darzustellen.

3.7.2 Viskosität

Die Viskositätη( ) ist eine Materialfunktion und ergibt sich nicht a priori ausder Fließkurve. Aufgrund
der Tatsache, dass die Viskosität eine das Materialverhalten kennzeichnende Größe ist, kann sie mehr oder
weniger geeignet definiert (Scott Blair 1949; S. 52) aber nicht direkt gemessen werden. Sie unterliegt einer
willkürlich wählbahren Berechnungsvorschrift, die mehr oder weniger eine Frage der Konvention ist82.
In Abhängigkeit von der Definitionsvorschrift zur Berechnung der Viskosität ergibt sich deren Platzhal-
ter ( ). Es sei jedoch erwähnt, dass zur Quantifizierung viskoser Eigenschaften und reibungsbehafteten
Materialeffekten, infolge einer Fließspannung, die Definition einerViskositätnicht notwendig ist. Diese
Eigenschaften sind bereits durch das Messen der Fließkurveausreichend bestimmt. Soll aus bestimm-
ten Gründen dennoch eine Größe namens „Viskosität“ definiert werden, kann dies auf der Grundlage der
Fließkurve erfolgen. Dafür gibt es in der Literatur zwei Ansätze,

• die dynamische Viskosität und

• die differentielle Viskosität.

Unabhängig davon, ob die Scherviskosität als dynamische Viskosität83

ηdyn=
τ∞
˙̃γ

(3.70)

oder als differentielle Scherviskosität84

ηdiff =
dτ∞
d ˙̃γ

(3.71)

81(Coleman et al. 1966; S. 26), (Harris 1977; S. 6, 17), (Becker 1986; S. 93), (Böhme 2000; S. 130), (Debbaut und Burhin
2002; S. 1166), (DIN.1342-3; S. 6), Hess, Kröger und Fischer (2006; S. 394), (Hyun und Wilhelm 2009; S. 413), (Hyun et al.
2011; S. 1704)

82englisches Originalzitat: „It is, of course, entirely a matter of convention“ (Scott Blair 1949; S. 52)
83(Sieglaff 1976; S. 312), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 12, 47), (Wünsch 1994; S. 12), (Rohm und Kovac 1995; S. 320),

(Böhme 2000; S. 124, 127), (DIN.1342-1; S. 4), (DIN.1342-2; S. 6), (de Souza Mendes und Dutra 2004; S. 297), (Ewoldt 2006;
S. 30), (Mezger 2010; S. 29), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 23)

84(Andrade 1947; S. 61), (Umstätter 1952; S. 6), (Oberst 1963; S. 27), (Wazer et al. 1963; S. 13), (Harris 1977; S. xxxviii, 6),
(Becker 1978; S. 453), (Lyklema und van Olphen 1979; S. 1217), (Sood 1991; S. 68), (Halsey 1992; S. 765), (Weipert et al.
1993; S. 186), (Wünsch 1994; S. 12), (Böhme 2000; S. 127), (Hackley und Ferraris 2001; S. 27), (Brunn und Asoud 2002;
S. 525), (Figura 2004; S. 103, 114), (Ewoldt 2009; S. 39), (Ewoldt et al. 2009; S. 44), (Boisly et al. 2014a), (Boisly et al. 2014b)„
(Boisly et al. 2015)



44 3. Grundlegende Betrachtungen für die Materialmodellierung

definiert wird, müssen beide Viskositäten gerade Funktionen sein85

η( )(− ˙̃γ) != η( )( ˙̃γ) . (3.72)

Für NEWTONsche Flüssigkeiten führen beide Definitionen auf das gleiche Ergebnis. Ein Nachteil der dy-
namischen Viskosität ergibt sich bei der Anwendung auf Materialien mit fest-flüssig Übergang. Die Null-
viskosität86

η0.( ) = lim
˙̃γ→0
˙̃γ>0

η( ) (3.73)

ist aufgrund der endlichen Fließspannung für ein

Material mit fest-flüssig Übergang: η0.dyn = lim
˙̃γ→0
˙̃γ>0

τ∞
˙̃γ
=∞ (3.74)

unendlich groß87 (Folgerung 12). Dieses Problem ist anschaulich inBoisly et al.(2014a; Abb. 5) für das
Reibelement, dem einfachsten Material mit fest-flüssig Übergang, dargestellt. Es tritt gleichermaßen für
das PRANDTL Element inBoisly et al. (2014b; S. 4), das BINGHAM -HOOKE Element inBoisly et al.
(2017), das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element in Abschnitt5.3sowie das endochrone MAXWELL Ele-
ment in Abschnitt6.3 auf. Definiert man die Viskosität als dynamische Viskosität, so werden dem Reib-,
PRANDTL und endochronen MAXWELL Element, welche ausschließlich plastische Materialmodelle sind,
zwangsläufig viskose Eigenschaften zugeordnet. Man kann sich von dieser Problematik befreien, indem
die Viskosität als differentielle Viskosität eingeführt wird.
Dass bei Verwendung der dynamischen Viskosität unter gewissen Umständen sogar qualitativ irrtümliche
Aussagen geschlussfolgert werden müssen, ist am Beispiel einer scherverdickenden Flüssigkeit mit Fließ-
spannung anschaulich verdeutlicht. Als theoretisches Modellbeispiel wird dazu das rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Element aus Abschnitt5 benutzt, für das sich der scherverdickende Fall mittelsη0 < η∞ einstellt.
Die Fließkurve ist in Abbildung3.11(a)dargestellt. Die dynamische Viskosität sowie die differentielle Vis-
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Abbildung 3.11: Modellvorhersage des scherverdickenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements aus Ab-
schnitt 5.3 mit τy = 50Pa,η0 = 18.75Pas,η∞ = 500Pas,K1 = 10s undκ2 = 0.1. Der SchubmodulG hat
keinen Einfluss auf die Modellvorhersage des stationären Zustands.

kosität sind in Abbildung3.11(b)gezeigt. Man erkennt, dass die dynamische Viskosität mit geringer wer-
dender Scherrate ansteigt. Infolgedessen muss fälschlicher Weise scherverdünnendes Verhalten geschluss-
folgert werden. Tatsächlich liegt jedoch mitη0 <η∞ scherverdickendes Verhalten zugrunde, welches durch
die differentielle Viskosität in korrekter Weise identifiziert wird. Ein weiterer Vorteil der differentiellen

85(Harris 1977; S. 6), (Bird 1987; S. 105), (Weipert et al. 1993; S. 62), (Tanner und Walters 1998; S. 80), (Wilhelm et al. 1998;
S. 400), (Wilhelm et al. 1999b; S. 754), (Wilhelm et al. 2000; S. 242), (Kallus et al. 2001; S. 554), (Debbaut und Burhin 2002;
S. 1165), (Tanner 2002; S. 85), (Klein et al. 2003; S. 449), (Neidhöfer et al. 2003; S. 1352), (Dötsch et al. 2003; S. 924), (Betten
2005; S. 173), (Carrier und Petekidis 2009; S. 249), (Deshpande et al. 2010; S. 96), (Galindo-Rosales et al. 2011; S. 1422)

86(Sieglaff 1976; S. 313), (Ebert 1980; S. 36), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 12, 155), (Weipert et al. 1993; S. 68), (Pahl et al.
1995; S. 26), (Böhme 2000; S. 124), (Hackley und Ferraris 2001; S. 29), (Morrison 2001; S. 135), (de Souza Mendes und Dutra
2004; S. 298), (Mezger 2010; S. 44), (Deshpande et al. 2010; S. 9), (Worthoff 2013; S. 11)

87(Nguyen und Boger 1992; S. 64), (Klein et al. 2007; S. 4254), (Maxey und Hughes 2007; S. 2), (Tadros 2010; S. 42)
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Viskosität ist die direkte physikalische Interpretierbarkeit. Für nicht-NEWTONschen Flüssigkeiten kann
mittels der TAYLOR-Reihenentwicklung ausschließlich für die differentielle Viskosität eine physikalische
Interpretation gefunden werden. Dies gilt jedoch nicht in gleichem Maße für die dynamische Viskosität.
Die physikalische Interpretierbarkeit lässt sich beispielsweise anhand der Fließkurve des rCROSSModells
ausBoisly et al.(2015) zeigen. Die Fließkurve ist schematisch in Abbildung3.12dargestellt. Man kann
erkennen, dass der Anstieg der Spannung um∆τ∞ resultierend aus dem Zuwachs der Scherrate um∆ ˙̃γ
direkt mit der differentiellen Viskosität

∆τ∞ = ηdiff ∣ ˙̃γ=γ̇∗∆ ˙̃γ (3.75)

verknüpft ist. Die differentielle Viskosität stellt daherden Anstieg an die Fließkurve dar und ergibt sich als
lineares Glied der TAYLOR Reihenentwicklung (Folgerung 12)

τ∞ (γ̇∗+∆ ˙̃γ) = τ∞(γ̇∗)+ dτ∞
d ˙̃γ
∣
˙̃γ = γ̇∗´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ηdiff ∣ ˙̃γ = γ̇∗

∆ ˙̃γ +
d2τ∞
d ˙̃γ2
∣
˙̃γ = γ̇∗

∆ ˙̃γ2

2
+ . . . . (3.76)

Im Gegensatz dazu ist die dynamische Viskosität die Sekantean die Fließkurve und kann daher weniger
physikalisch interpretiert werden. Wie inBoisly et al.(2015; Gl. 27, 28, 31, 32) für das rCROSSModell

1

1∆ ˙̃γ
∆τ∞

τ∞

˙̃γγ̇∗
ηdiff

ηdiff

ηdyn

ηdyn

Abbildung 3.12: Unterschied zwischen dynamischer und differentieller Viskosität; Physikalische Interpre-
tierbarkeit der differentiellen Viskosität als lineares Glied der TAYLOR Reihenentwicklung der Fließkurve

und das rCROSS-MAXWELL Element gezeigt ist, stimmen für scherverdickende (und scherverdünnende)
Fließkurven zumindest der NEWTONsche Anfangs- und Endbereich der dynamischen und differentiellen
Viskosität überein. Im ausgeprägt nicht NEWTONschen Übergangsbereich ist die dynamische Viskosität
nicht derart physikalisch interpretierbar, wie es die differentielle Viskosität ist. Daher wird die dynamische
Viskosität auch alsscheinbare Viskosität88 bezeichnet (Folgerung 12). Die dynamische und differentielle
Viskosität können unter Beachtung von

τ∞ = ηdyn( ˙̃γ) ˙̃γ (3.77)

τ∞ =∫ ηdiff ( ˙̃γ)d ˙̃γ +C (3.78)

ineinander umgerechnet werden. Die Integrationskonstante C ist für Flüssigkeiten identisch Null, jedoch
für Materialien mit fest-flüssig Übergang verschieden von Null. Die dynamische Viskosität hängt somit
über

ηdyn = ∫ ηdiff ( ˙̃γ)d ˙̃γ +C
˙̃γ

(3.79)

88(Houwink 1957; S. 9), (Oberst 1963; S. 27), (Wazer et al. 1963; S. 13), (Lodge 1964; S. 97), (Harris 1977; S. xxxvi),
(Bird 1987; S. 104), (Weipert et al. 1993; S. 66, 185), (Steffe 1996; S. 24),(Tanner 2002; S. 17), (Figura 2004; S. 114),
(Owens und Phillips 2005; S. 9), (Mezger 2010; S. 40), (Deshpande et al. 2010; S. 15), (Worthoff 2013; S. 22)
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von der differentiellen Viskosität ab. Umgekehrt kann man die differentielle Viskosität über

ηdiff =
dηdyn( ˙̃γ)

d ˙̃γ
˙̃γ +ηdyn( ˙̃γ) (3.80)

aus der dynamischen Viskosität berechnen. Dies erfolgt durch Differentiation der Gleichungen (3.77) und
(3.78) nach ˙̃γ unter Berücksichtigung der Produktregel.
Die Definition differentieller Materialfunktionen ist generell nicht unüblich. Das zur differentiellen Vis-
kosität existierende Analogon der Festkörpermechanik istder Tangentenmodul89. Der Elastizitätsmodul
E eines linear elastischen Materials kann mittels des SekantenmodulsE = σ

ε , völlig analog zur dynami-
schen Viskosität NEWTONscher Flüssigkeiten, berechnet werden. Für nichtlinear elastisches Materialver-
halten hingegen ist die materialspezifische Steifigkeit, die mit dem Anstieg der Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung korreliert, nicht mehr konstant. Sie ist eine Funktion der Verzerrung. Daher wird anstelle des
Sekantenmoduls der Tangentenmodul

Ediff (ε) = dσ (ε)
dε

(3.81)

berechnet.

3.8 Stationäre Materialfunktionen für eine sinusförmige verzerrungsge-
steuerte Anregung im Bereich geometrisch linearer Theorie

In diesem Abschnitt wird die Spannungsantwort bezüglich einer verzerrungsgesteuerten sinusförmigen
Anregung im Bereich geometrisch linearer Theorie ausgewertet. Die sinusförmige Anregung besitzt die
Amplitude γ̂ und die Kreisfrequenzω . Die Beschränkung auf geometrisch lineare Theorie liefertnach
Gleichung (3.28) die Restriktion∣γ̂ ∣ ≲ 0.1, insofern die Maßgabe ist, dass lineare und exakte Verzerrungs-
maße um maximal sieben Prozent voneinander abweichen sollen.
Ein Aspekt der sinusförmigen Versuchsführung ist, dass dieRatenabhängigkeiṫγ ∼ γ̂ω innerhalb eines
beschränkten Schubverzerrungbereiches−γ̂ ≤ γ ≤ γ̂ lediglich durch die Variation der Kreisfrequenz90 un-
tersucht werden kann. Sinusförmige Anregungen eignen sichnachWilhelm et al. (2000) und Wilhelm
(2002; S. 92 ff.) auch für eine hochsensitive Untersuchung einer kritischen Schubverzerrungγcr, wel-
che den Übergang zwischen linearem und nichtlinearem Bereich definiert. Nach dem Überschreiten der
Linearitätsgrenze besitzt die periodische Spannungsantwort Anteile von Höherharmonischen, die mithil-
fe der FOURIER-Transformations (FT) Rheologie91 gemessen und berechnet werden können. Somit ist
das Spannungssignal nicht länger sinusförmig92. Zwar wird in der Literatur auf das Fehlen der physika-
lischen Interpretation Höherharmonischer hingewiesen93, jedoch steht dies nicht im Widerspruch dazu,
Höherharmonische für die Parameteridentifikation nutzen zu können. Im Sinne der phänomenologischen
Materialmodellierung wird ein Material entsprechend Abbildung2.7als Operator zwischen Eingans- und

89(Hahn 1985; S. 59), (Göldner 1989; S. 200), (Hartmann 1993; S. 68), (Lion 1994; S. 89), (Lemaitre und Chaboche 1994;
S. 123), (Werdin 1996; S. 28), (Holzapfel 2000; S. 252), (Simo und Hughes 2000; S. 19, 52, 130, 356), (Wriggers 2001; S. 215
ff.), (Bathe 2002; S. 703), (Figura 2004; S. 90), (Ottosen 2005; S. 223), (Ewoldt 2006; S. 36, 51), (MSC.Marc® 2006; S. 278),
(Bertram 2007; S. 12), (Läpple 2008; S. 15), (Lubliner 2008; S. 50), (Ewoldt 2009; S. 39), (Ewoldt et al. 2009; S. 44), (Obst
2009; S. 34), (Merkel 2010; S. 246), (Bower 2010; S. 77), (Ewoldt et al. 2010; S. 197), (Kästner 2010; S. 81), (Hyun et al. 2011;
S. 1730), (Rogers und Lettinga 2012; S. 14)

90(Tsang und Dealy 1981; S. 216), (Giacomin und Dealy 1993; S. 100), (Hyun et al. 2002; S. 52), (Hyun et al. 2003; S. 97),
(Li et al. 2003; S. 281), (Jeyaseelan und Giacomin 2008; S. 24), (Hyun et al. 2009; S. 102), (Hyun und Wilhelm 2009; S. 411),
(Giacomin et al. 2011; S. 1082), (Hyun et al. 2011; S. 1700), (Rogers 2012; S. 1131)

91(Harris und Bogie 1967), (Dodge und Krieger 1971), (Krieger und Niu 1973), (Gamota et al. 1993), (Giacomin und Dealy
1993; Absch. 4.4.1), (Reimers und Dealy 1996; Absch. IV), (Reimers und Dealy 1998; S. 536 ff.), (Wilhelm et al. 1998),
(Wilhelm et al. 1999a), (Kallus et al. 2001), (Wilhelm 2002), (Debbaut und Burhin 2002; Absch. V), (Neidhöfer et al. 2003),
(Neidhöfer et al. 2004), (Ewoldt 2006; S. 33), (Ewoldt 2009; S. 60), (Hyun et al. 2011; Absch. 4.1), (Reinheimer et al. 2011;
S. 820), (Rogers und Lettinga 2012)

92(Krieger und Niu 1973), (Gamota et al. 1993), (Giacomin und Dealy 1993), (Wilhelm et al. 1998), (Wilhelm et al. 1999a),
(Wilhelm 2002), (Debbaut und Burhin 2002; S. 1156), (Neidhöfer et al. 2003), (Neidhöfer et al. 2004), (Ewoldt 2006; S. 33),
(Ewoldt 2009; S. 60), (Reinheimer et al. 2011; S. 820), (Rogers und Lettinga 2012)

93(Cho et al. 2005; S. 748), (Ewoldt 2006; S. 34), (Ewoldt et al. 2008a; S. 1430), (Ewoldt et al. 2008b; S. 1), (Ewoldt et al.
2009; S. 40), (Ewoldt 2009; S. 43, 60, 63), (Renou et al. 2010; S. 1219), (Rogers et al. 2011b; S. 436 ff.), (Rogers et al. 2011a;
S. 734)
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Ausgangssignalen interpretiert. Zur Identifikation von Materialparametern, der den Operator beschreiben-
den konstitutiven Beziehungen, bestehen aus mathematischer Sicht im Allgemeinen keine Restriktion, die
zum Ausschluss bestimmter Materialfunktionen führen würden (Folgerung 13). Um der fehlenden phy-
sikalischen Interpretierbarkeit höherharmonischer Moduli entgegenzuwirken, wurden in den letzten Jah-
ren zahlreiche Ansätze unternommen. Dazu zählt beispielsweise die FOURIER—CHEBYSHEV Analyse
von Ewoldt et al.(2008a), welche die Spannungsaufteilung vonMacosko(1994; S. 122) undCho et al.
(2005) unterstellt. Sie ist auf viskoelastisches Materialverhalten anwendbar. Im Gegensatz dazu kann die
in dieser Arbeit entwickelteMethode charakteristischer Punkteauch zur Auswertung von viskoplasti-
schem Verhalten verwendet werden. Das Verfahren vonKlein et al. (2007) zerlegt die Spannungsantwort
in die vier fundamentalen Basisfunktionen der Sinus-, Rechteck-, Dreieck- und Sägezahnfunktion, de-
nen je eine physikalische Bedeutung unterstellt wird. DieSequenz physikalischer Prozessewurde von
Rogers(2012) entwickelt. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch auf diese Methoden nicht näher einge-
gangen. Weitere Ausführungen und Details findet der interessierte Leser beiRogers und Lettinga(2012),
Giacomin et al.(2011; ch. 9),Rogers et al.(2011a), Rogers et al.(2011b) undHyun et al.(2011; Tab. 3).
Das Verhalten nichtlinearer Systeme wird ebenfalls im Bereich der nichtlinearen Regelungstheorie unter
dem StichwortHarmonische Balance, die auch alsMethode der Beschreibungsfunktionbezeichnet wird,
untersucht (Lutz und Wendt 2005; S. 753). Dazu wird eine harmonische Linearisierung auf Basis der Be-
schreibungsfunktion durchgeführt, die identisch demkomplexen Modul94 ist.
Harmonische Materialfunktionen beschreiben das Materialverhalten unter sinusförmiger Anregung. Im
Rahmen dieser Arbeit werden harmonische Materialfunktionen für eine verzerrungsgeregelte Anregun-
gen, die im Allgemeinen durchγ (t) = γ̂ sin(ωt +φ0) beschrieben ist, untersucht. Die Schubverzerrung ge-
nügt zur vollständigen Beschreibung des Verzerrungstensor für geometrisch linearen, einfachen Schub aus
Abschnitt3.2, siehe Gleichungen (3.26) und (3.27). Die Phasenverschiebungφ0 wird, bezogen auf einen
mehr oder weniger willkürlich wählbaren Koordinatenursprung (Ewoldt 2013; Abb. 4), im Folgenden ohne
Einschränkung der Allgemeinheit Null gesetzt. Die Schubverzerrung ist somit durch95, 96

γ (t) = γ̂ sin(ωt) mit γ̂ > 0, ω > 0 und (3.82)

γ̇ (t) = γ̂ω cos(ωt) (3.83)

gegeben. Die Anregung kann ebenso in komplexer Schreibweise97

γ(t) = γ̂ I{ejω t} (3.84)

γ̇ (t) = γ̂ω R{ejω t} (3.85)

unter Verwendung der imaginären Einheitj2 = −1, des RealteilsR{ }, des ImaginärteilsI{ } und der
EULERschen Formel

ej ω t = cos(ω t)+ j sin(ω t) (3.86)

beschrieben werden. Die Spannungsantwort eines rheologischen Elements zu der verzerrungsgesteuerten
Anregung nach Gleichung (3.82) ist τ (t). Im Folgenden wird angenommen, dass die Spannungsantwort
in den stationären Zustand (steady state) (Boisly et al. 2014b; Gl. (2))

τ∞̃(t) = STEADYSTATE{τ(t)∣γ=γ̂ sin(ωt)} ≈ τ(t > t̃0) (3.87)

übergeht. Der Operator STEADYSTATE{ } führt t̃0 als den Parameter ein, welcher die Zeit definiert, ab
der die Spannungsantwort in den stationären Zustand übergeht. Die Periodendauer der Spannungsantwort

T = 2π
ω

(3.88)

94(Ferry 1980; S. 12, 30), (Ebert 1980; S. 83), (Barnes et al. 1989; S. 46), (Tschoegl 1989; S. 58), (Schwarzl 1990; S. 177),
(Dealy und Wissbrun 1990; S. 63), (Macosko 1994; S. 123), (Pahl et al. 1995; S. 125), (Larson 1999; S. 13), (Tanner 2002; S. 60),
(Mezger 2010; S. 146), (Tadros 2010; S. 76), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 39)

95(MacSporran und Spiers 1984; S. 91), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 60), (Macosko 1994; S. 121), (Steffe 1996; S. 313),
(Brummer 2006; S. 45), (Pal 2007; S. 306), (Rao 2007; S. 105), (Yamaguchi 2008; S. 424), (Deshpande et al. 2010; S. 88),
(Ewoldt 2013), (Willenbacher und Georgieva 2013; S. 10)

96Die Beschreibung des Spannungsignals bezüglich der verzerrungsgesteuerten Anregungγ (t) = γ̂ cos(ωt) ist in Oswald
(2009; S. 341) beschrieben. BeiLion (2000b; Gl. (6.3.2.2), S. 174) wird die Spannung in Bezug zur Anregung γ (t) =−γ̂ cos(ωt)
bestimmt.

97(Macosko 1994; S. 123), (Nam et al. 2008; S. 2), (Läuger und Stettin 2010; S. 911), (Ewoldt 2013; S. 181)



48 3. Grundlegende Betrachtungen für die Materialmodellierung

ist identisch mit der Periodendauer der Schubverzerrung, sodass

τ∞̃(t) = τ∞̃(t +T) . (3.89)

Daher filtert der STEADYSTATE Operator jeden nicht-periodischen Anteil vonτ(t), der mit fortlaufender
Zeit gegen Null strebt.

3.8.1 Oszillatorische Scherung physikalisch kleiner Amplituden (SAOS)

In bestimmten Belastungsfällen sind die Belastungsparameter, γ̂ und ω , kleiner als eine Linearitätsgren-
ze. Die Linearitätsgrenze kann in Abhängigkeit vom Materialverhalten beispielsweise durch eine kritische
Schubverzerrung,̂γ ≤ γcr

98, oder eine kritische Schubverzerrungsrate,γ̂ω ≤ γ̇cr
99, gegeben sein. Deswegen

ist das Materialverhalten im Bereich von 0≤ γ̂ ≤ γcr beziehungsweise 0≤ γ̂ω ≤ γ̇cr durch einen Linearopera-
tor beschrieben, dessen Eigenschaften in Abschnitt3.1definiert sind. Dieser lineare Bereich wird daher als
Bereich physikalisch kleiner Amplitudenbezeichnet. In Anlehnung an die englische Bezeichnung,small
amplitude oscillatory shear100, wird dieser Bereich im Folgenden mit SAOS abgekürzt. Der stationäre
Anteil τ∞̃(t) der Spannungsantwortτ(t), bezüglich sinusförmiger verzerrungsgesteuerter Anregung nach
Gleichung (3.82), kann für SAOS mittels der sogenanntenelastischen Interpretation101 beschrieben wer-
den. Im Rahmen dessen erhält man die stationäre Spannungsantwort 102, 103

τ∞̃ (t) = γ̂ [G′ (ω)sin(ω t)+G′′ (ω)cos(ω t)] . (3.90)

Der Speichermodul G′(ω) ist in Phase mit der verzerrungsgesteuerten Anregung (DIN–Taschenbuch 398
2012; S. 92). DerVerlustmodul G′′(ω) ist in Phase mit der Schubverzerrungsrate, und somit um 90°
phasenverschoben zur verzerrungsgesteuerten Anregung104, 105. Der Apostroph ist Teil der Definition und
stellt keinen Ableitungsoperator dar. In komplexer Schreibweise ergibt sich

τ∞̃ (t) = γ̂ I{G∗ej ω t} (3.91)

unter Verwendung deskomplexen Moduls106

G∗ =G′+ jG′′ . (3.92)

Weil die verzerrungsgesteurte Anregung entsprechend Gleichung (3.84) dem imaginären Anteil entspricht,
ergibt sich die stationäre Spannungsantwort im Sinne der elastischen Interpretation (Gleichung (3.91))

98(Scott Blair 1949; S. 58), (Weiss et al. 1994), (Pahl et al. 1995; S. 146), (Yziquel et al. 1999b; S. 14 ff.), (Wilhelm 2002; S. 93,
Abb. 6), (Li et al. 2003; S. 282), (Uhlherr et al. 2005; S. 107), (Coussot 2005; S. 61, 90), (Tiu et al. 2006; S. 653), (Hyun et al.
2007; S. 1325), (Christopoulou et al. 2009; S. 5057 ff.), (Tadros 2010; S. 77), (Mezger 2010; S. 151), (Boisly et al. 2014b)

99(Wilhelm et al. 1998; S. 402), (Coussot 2005; S. 63), (Hess, Kröger und Fischer 2006; S. 396), (Boisly et al. 2015)
100(Walters 1975; S. 28), (MacSporran und Spiers 1982; S. 186), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 62), (Nelson und Dealy 1993;

S. 197), (Carreau et al. 1999; S. 1300), (Larson 1999; S. 13), (Morrison 2001; S. 153), (Ewoldt 2006; S. 30), (Hyun et al. 2007;
S. 1325), (Celli et al. 2007; S. 1584), (Mezger 2010; S. 159), (Brader et al. 2010; S. 3), (Läuger und Stettin 2010; S. 911),
(Deshpande et al. 2010; S. 88), (Rogers et al. 2011b; S. 456), (Laurati et al. 2011; S. 679), (Hyun et al. 2011; S. 1698, 1720),
(Dimitriou et al. 2012; S. 406)

101englische Bezeichnung: „elastic scaling“ [(Ewoldt et al. 2008a; S. 1428), (Ewoldt 2009; S. 60)]
102(Ferry 1980; S. 12), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 62), (Nelson und Dealy 1993; S. 198), (Pahl et al. 1995; S. 124), (Sim et al.

2003; S. 241), (Ewoldt 2006; S. 31), (Jeyaseelan und Giacomin 2008; S. 27), (Ewoldt et al. 2009; S. 43), (Laun et al. 2009; S. 2),
(Ewoldt 2009; S. 41), (Deshpande et al. 2010; S. 88), (Rogers et al. 2011b; S. 456)

103Die Zerlegung der stationären Spannungsantwortτ∞̃ (t) = γ̂ [G′ (ω)cos(ω t)−G′′ (ω)sin(ω t)] für die verzerrungsgesteu-
erte Anregungγ (t) = γ̂ cos(ωt) ist in Oswald(2009; S. 341) verwendet. HingegenLion (2000b; Gl. (6.3.2.2), S. 174) benutzte
die Aufteilungτ∞̃ (t) = γ̂ [−G′ (ω)cos(ω t)+G′′ (ω)sin(ω t)] zu der verzerrungsgesteuerten Anregungγ (t) = −γ̂ cos(ωt).

104(Larson 1999; S. 13), (Brader et al. 2010; S. 3), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 93)
105(Ferry 1980; S. 41, 42, 184), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 63), (Larson 1999; S. 13), (Macosko 1994; S. 122), (Pal 2007;

S. 308), (Oswald 2009; S. 346)
106(Wazer et al. 1963; S. 343), (Malvern 1969; S. 312), (Onogi et al. 1970; S. 282), (Pipkin 1972; S. 17), (Matsumoto et al.

1973; S. 52), (Walters 1975; S. 29), (Ebert 1980; S. 83), (Ferry 1980; S. 12), (Barnes et al. 1989; S. 46), (Dealy und Wissbrun
1990; S. 63), (Macosko 1994; S. 123), (Larson 1999; S. 13), (Tanner 2002; S. 60), (Kröger 2005b; S. 81) (Brummer 2006; S. 48),
(Pal 2007; S. 309), (Nam et al. 2008; S. 2), (Yamaguchi 2008; S. 425), (Oswald 2009; S. 341), (Mezger 2010; S. 146), (Rogers
2012; S. 1130), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 39), (Willenbacher und Georgieva 2013; S. 11)
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ebenfalls aus dem imaginären Anteil. Dies ist in AbschnittA.4.2 hergeleitet. Gleichung (3.90) kann alter-
nativ durch107

τ∞̃(t) =G′ (ω)γ (t)+G′′ (ω)
ω

γ̇ (t) =G′ (ω)γ (t)+η ′ (ω) γ̇ (t) (3.93)

unter Verwendung von108

η ′ (ω) = G′′ (ω)
ω

(3.94)

ausgedrückt werden. Die Materialfunktionη ′ wird in der Literatur alsdynamische Viskosität109 bezeich-
net, ist jedoch nicht zu verwechseln mit der dynamischen Viskosität nach Gleichung (3.70). Um Miss-
verständnisse zu vermeiden, wird der Begriffdynamische Viskositätim Folgenden ausschließlich für die
nach Gleichung (3.70) eingeführte Größe benutzt. Aus Gleichung (3.93) kann man die Darstellung der
stationären Spannungsantwort im Rahmen derdissipativen Interpretation110, 111

τ∞̃ (t) = γ̂ω [η ′′ (ω)sin(ω t)+η ′ (ω)cos(ω t)] = η ′′ (ω)ωγ(t)+η ′ (ω) γ̇(t) (3.95)

motivieren. Ihr ist die Amplitude der Schubverzerrungsrate vorangestellt. Die Materialfunktionen{G′,G′′}
und {η ′, η ′′} 112 werden über einen Koeffizientenvergleich der stationären Spannungsantwortτ∞̃(t) in-
einander umgerechnet. Damit ergibt sich108

η ′′ (ω) = G′ (ω)
ω

. (3.96)

Die Materialfunktionη ′′ besitzt nach dem Kenntnisstand des Autors keinen reservierten Begriff113. Die
Beschreibung im Sinn der dissipativen Inerpretation kann auch in komplexer Schreibweise

τ∞̃ (t) = γ̂ ωR{η∗ej ω t} (3.97)

unter Verwendung derkomplexen Viskosität114

η∗ = η ′− j η ′′ (3.98)

formuliert werden. Weil die Schubverzerrungsrate nach Gleichung (3.85) dem Realteil der komplexen
Exponentialfunktion entspricht, drückt sich auch die stationäre Spannungsantwort im Rahmen der dissipa-
tiven Inerpretation (Gleichung (3.97)) mittels des Realteils aus. Dies ist in AbschnittA.4.1hergeleitet.

107(Steffe 1996; S. 315, 316), (Cho et al. 2005; S. 749), analog zuOswald(2009; S. 341)
108(Wazer et al. 1963; S. 344), (Walters 1975; S. 29), (Ferry 1980; S. 14, 43), (Walters 1980; S. 17), (Ebert 1980; S. 83),

(Barnes et al. 1989; S. 48), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 63), (Macosko 1994; S. 123), (Steffe 1996; S. 316), (Tanner und Walters
1998; S. 205), (Barnes 2000; S. 89), (Tanner 2002; S. 60), (Brummer 2006; S. 49), (Pal 2007; S. 309), (Rao 2007;
S. 106), (Yamaguchi 2008; S. 426), (Tadros 2010; S. 76), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 39), (Ewoldt 2013; S. 181),
(Willenbacher und Georgieva 2013; S. 11)

109(Pipkin 1972; S. 18), (Walters 1975; S. 28), (Ferry 1980; S. 43), (Walters 1980; S. 17), (Barnes et al. 1989; S. 48),
(Dealy und Wissbrun 1990; S. 63), (Macosko 1994; S. 123), (Steffe 1996; S. 316), (Tanner und Walters 1998; S. 205), (Barnes
2000; S. 89), (Pal 2007; S. 309), (Yamaguchi 2008; S. 426), (Tadros 2010; S. 76)

110englische Bezeichnung: „dissipative scaling“ [(Walters 1975; S. 28), (MacSporran und Spiers 1984; S. 92),
(Dealy und Wissbrun 1990; S. 63), (Macosko 1994; S. 123), (Ewoldt et al. 2008a; S. 1428), (Yamaguchi 2008; S. 425), (Ewoldt
2009; S. 60), (Läuger und Stettin 2010; S. 911), (Giacomin et al. 2011; S. 1082), (Melito et al. 2012; S. 4), (Ewoldt 2013; S. 181)]

111Die dissipative Interpretation wird vonEwoldt et al.(2008a; S. 1428),Ewoldt (2009; S. 60),Melito et al. (2012; S. 4) und
Ewoldt (2013; S. 181) auch alsviskose Interpretation(englische Bezeichnung: „viscous scaling“) bezeichnet. Die Bezeichnung
ist nach Auffassung des Autors lediglich für linear viskoelastisches Material zutreffend, da beispielsweise starr-ideal plastisches
Materialverhalten (Reibelement ausBoisly et al.(2014a)) ebenfalls in Phase mit der Rate der Verzerrung ist aber ausschließlich
dissipative Anteile enthält die nicht viskoser Natur sind.Daher ist die Bezeichnungviskose Interpretationausschließlich für den
Bereich physikalisch kleiner Amplituden (SAOS) zutreffend. Daher wird in dieser Arbeit der allgemeinere Begriff der verwendet.

112(MacSporran und Spiers 1984; S. 92), (Steffe 1996; S. 49)
113(Barnes et al. 1989; S. 48), (Steffe 1996; S. 316)
114(Wazer et al. 1963; S. 343), (Walters 1975; S. 29, 120), (Walters 1980; S. 17), (Ferry 1980; S. 14), (Ebert 1980; S. 82),

(Barnes et al. 1989; S. 48), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 64), (Wünsch 1994; S. 54), (Tanner und Walters 1998; S. 205), (Larson
1999; S. 13), (Tanner 2002; S. 60), (Kröger 2005b; S. 81), (Brummer 2006; S. 49), (Pal 2007; S. 309), (Rao 2007; S. 106),
(Yamaguchi 2008; S. 426), (Nam et al. 2008; S. 2), (Oswald 2009; S. 345), (Mezger 2010; S. 146), (DIN–Taschenbuch 398 2012;
S. 39)
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Um die für SAOS geltende Bedingungen der Linearität zu erfüllen, dürfen{G′, G′′} und {η ′, η ′′} kei-
ne Funktionen der Amplitude der Schubverzerrung sein115. Daher ergibt sich für die Schubverzerrung
eine Linearitätsgrenze, die in der Literatur auch als kritische Schubverzerrungγcr eingeführt wird. Diese
ist die größte Amplitude der Schubverzerrung, bei der{G′, G′′} und {η ′, η ′′} gerade noch als ampli-
tudenunabhängig116 betrachtet werden können. Somit ist die Amplitude der Spannungsantwortτ∞̃ (t) =
γ̂ [G′ (ω)sin(ωt)+G′′ (ω)cos(ωt)] != τ̂ sin[ω t +φ(ω)] direkt proportional zur aufgebrachten Schubver-
zerrungsamplitude117

τ̂ =
G′(ω)

cos[φ(ω)] γ̂ =
G′′(ω)

sin[φ(ω)] γ̂ , (3.99)

was sich mitk = 1 für den allgemeinen Fall (Gleichungen (3.149) und (3.150)) ergibt. Entsprechend der
Amplitude der dissipativen Interpretation,γ̂ω , tritt für rein nichtlinear viskose Materialien die kritische
Schubverzerrungsratėγcr an die Stelle der kritischen Schubverzerrung. Dies ist inBoisly et al. (2015;
Abb. 2, 3; S. 15) anhand der Vorhersagen des rCROSS Modells erklärt, dessen kritische Schubverzer-
rungsrateγ̇c.1 beträgt.

3.8.2 Oszillatorische Scherung physikalisch großer Amplituden (LAOS)

Analytische Beschreibung von LAOS mittels FOURIER -Transformation

Ist die Amplitude der Schubverzerrung größer als die Linearitätsgrenze, so verhält sich eine Mate-
rialprobe nichtlinear. Infolgedessen kann das Materialverhalten nicht mehr durch einen Linearoperator
beschrieben werden. Das nichtlineare Verhalten wird durchphysikalisch große Amplituden hervorgerufen.
In Anlehnung an die englische Bezeichnung,large amplitude oscillatory shear, wird dieser Bereich
mit LAOS118 abgekürzt. In diesem Zusammenhang bedeutetgroß, dass sich ein Material aufgrund
ausreichend großer Verzerrungen beziehungsweise Verzerrungsraten physikalisch nichtlinear verhält
(Heymann et al. 2002; S. 94). Die Bezeichnunggroße Amplitudenimpliziert also physikalisch nichtli-
neares Materialverhalten, steht aber in keinem Zusammenhang mit der kinematischen Theorie großer
Deformation aus Abschnitt3.1. Ein LAOS Regime kann daher ohne Weiteres auch im Bereich geometrisch
linearer Theorie auftreten. Im Rahmen dieser Arbeit wird die verzerrungsgesteuerte Anregung derart
eingeschränkt, dass genau dieser Fall vorliegt. Aufgrund der verzerrungsgesteuerten Versuchsführung
liegt im Rahmen dieser Arbeit LAOStrain vor. Im Gegensatz dazu besteht auch die Möglichkeit einer
spannungsgesteuerten Lastführung, welche in der Literatur mit LAOStress119 bezeichnet wird. In diesem
Fall verhält sich ein Material aufgrund ausreichend großerSpannungsamplituden nichtlinear. Da im
Rahmen dieser Arbeit ausschließlich verzerrungsgesteuerte Anregungen diskutiert werden, wird LAOS
als Abkürzung für LAOStrain benutzt.

Im Fall von LAOS kann die stationäre Spannungsantwort bezüglich einer verzerrungsgesteuerten
Anregung nach Gleichung (3.82) im Sinne der elastischen Interpretation zunächst rein formal mittels der

115(Dealy und Wissbrun 1990; S. 60), (Giacomin und Dealy 1993; S. 101), (Rohm und Kovac 1995; S. 320), (Steffe 1996;
S. 320), (Hyun et al. 2002; S. 57), (Ewoldt 2006; S. 31), (Hyun et al. 2007; S. 1325), (Deshpande et al. 2010; S. 94), (Hyun et al.
2011; S. 1698)

116(Steffe 1996; S. 320), (Li et al. 2003; S. 282), (Celli et al. 2007; S. 1584), (Bhavsar et al. 2013; S. 855), (Lim und Ahn 2013;
S. 648)

117(MacSporran und Spiers 1982; S. 186 f.), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 60 ff.), (Giacomin und Dealy 1993; S. 101),
(Nelson und Dealy 1993; S. 197 ff.), (Morrison 2001; S. 155), (Ewoldt 2006; S. 31)

118(Krieger und Niu 1973), (Tee und Dealy 1975), (Ferry 1980; S. 424), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 219),
(Nguyen und Boger 1992; S. 81), (Gamota et al. 1993; S. 920), (Giacomin und Dealy 1993; S. 104), (Debbaut und Burhin
2002), (Cho et al. 2005), (Ewoldt 2006; S. 19, 32), (Tiu et al. 2006; S. 658), (Hyun et al. 2007; S. 1325), (Ewoldt 2009;
S. 43), (Carrier und Petekidis 2009), (Deshpande et al. 2010; S. 94), (Mezger 2010; S. 160), (Brader et al. 2010; S. 3),
(Läuger und Stettin 2010; S. 909), (Rogers et al. 2011b; S. 436), (Laurati et al. 2011; S. 679), (Hyun et al. 2011; S. 1698, 1720),
(Lim und Ahn 2013; S. 649)

119(Lion 2000b; S. 44, 49, 88), (Ewoldt et al. 2006), (Ewoldt 2009; S. 133), (Läuger und Stettin 2010), (DIN–Taschenbuch 398
2012; S. 39), (Dimitriou et al. 2013), (Ewoldt 2013)
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FOURIER Reihe120

τ∞̃ (t) = γ̂
∞

∑
k=1
[ak(ω , γ̂)sin(kω t)+bk(ω , γ̂)cos(kω t)] (3.100)

dargestellt werden. Diese besitzt im Allgemeinen sowohl ungerade als auch gerade Harmonische121. Die
FOURIER Koeffizienten,ak(ω , γ̂) undbk(ω , γ̂), sind Funktionen der Kreisfrequenz und der Schubverzer-
rungsamplitude. In Gleichung (3.100) wurde angenommen, dass der Mittelwert

t̃0+T

∫
t̃0

τ (t)dt = 0 (3.101)

verschwindet (Gamota et al. 1993; S. 922). Unterstellt man der stationären Spannungsantwort weiterhin
die Eigenschaft

τ (t̃0+∆t) = −τ (t̃0+ T

2
+∆t) , (3.102)

sodass entsprechend Abbildung3.13die erste Hälfte einer Periode dem Negativen der zweiten Hälfte einer
Periode entspricht, ergeben sich die geraden Harmonischenzu Null. Dies wird beiEwoldt (2009; S. 63)

t̃0 t̃0+
T
4

t̃0+
3T
4 t̃0+T

τ

t

Abbildung 3.13: Signal beinhaltet keine geraden Höherharmonischen, da es Gleichung (3.102) erfüllt.

undEwoldt et al.(2010; S. 199) gleichermaßen mit Punktsymmetrie der LISSAJOUSDiagramme erklärt,
wonach sich diese gegenüber einer Drehung um 180° nicht verändern. Als Konsequenz tragen lediglich
die ungeraden Harmonischen mitk= 2n−1 für n ∈N+ zur stationären Spannungsantwort bei122

τ∞̃(t) = γ̂
∞

∑
k
[ak(ω , γ̂)sin(kω t)+bk(ω , γ̂)cos(kω t)] k= ungerade. (3.103)

Die stationäre Spannungsantwort kann alternativ dazu auchim Sinne der dissipativen Interpretation123

τ∞̃ (t) = γ̂ ω
∞

∑
k

[ck(ω , γ̂)cos(kω t)+dk(ω , γ̂)sin(kω t)] k= ungerade (3.104)

mit Bezug zu (Ewoldt 2013; S. 181)

η ′ (ω , γ̂) ≡ c1(ω , γ̂) (3.105)

η ′′ (ω , γ̂) ≡ d1(ω , γ̂) (3.106)

ck(ω , γ̂) = bk(ω , γ̂)
ω

(3.107)

dk(ω , γ̂) = ak(ω , γ̂)
ω

(3.108)

120(Onogi et al. 1970; S. 282), (Ferry 1980; S. 424), (Nguyen und Boger 1992; S. 82), (Lion 1998; S. 900), (Lion 2000b; S. 87),
(Papula 2001; S. 165), (Kardelky 2004; S. 107), (Lutz und Wendt 2005; S. 755), (Laun et al. 2009; S. 2), (Ewoldt 2009; S. 43),
(Brader et al. 2010; S. 4), (Ng et al. 2011; S. 636)

121(Ganeriwala und Rotz 1987; S. 167), (Yu et al. 2009; S. 216), (Ewoldt 2009; S. 62, 128)
122(Onogi et al. 1970; S. 275, 279, 286), (Matsumoto et al. 1973; S. 51), (Harris 1977; S. 17), (Ferry 1980;

S. 425), (Ganeriwala und Rotz 1987; S. 167, 170), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 222), (Gamota et al. 1993; Abb. 1d),
(Giacomin und Dealy 1993; S. 103), (Wilhelm et al. 1998; S. 400), (Wilhelm et al. 1999b; S. 755), (Kallus et al. 2001; S. 554),
(Daniel et al. 2001), (Debbaut und Burhin 2002; S. 1166), (Li et al. 2003; S. 281), (Sim et al. 2003; S. 241), (Atalık und Keunings
2004; S. 109), (Ewoldt 2006; S. 33), (Jeyaseelan und Giacomin 2008; S. 26), (Ewoldt 2009; S. 60, 63), (Yu et al. 2009;
S. 216), (Carrier und Petekidis 2009; S. 259), (Ewoldt et al. 2010; S. 194, 199), (Calin et al. 2010), (Hyun et al. 2011; S. 1723),
(Rogers et al. 2011b; S. 456), (Rogers und Lettinga 2012; S. 3)

123(MacSporran und Spiers 1984; S. 92), (Dealy und Wissbrun 1990; S. 63), (Macosko 1994; S. 123), (Ewoldt et al. 2008a;
S. 1428), (Yamaguchi 2008; S. 425), (Ewoldt 2009; S. 60), (Giacomin et al. 2011; S. 1082), (Melito et al. 2012; S. 4), (Ewoldt
2013; S. 181)
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formuliert werden. Da Gleichung (3.102) ebenfalls für Flüssigkeiten mit Fließspannung erfüllt ist, kann
man aufgrund der Existenz einer Fließspannung nicht zwangsläufig, wie teilweise angenommen124, auf
gerade Harmonische schließen. Beispielhaft ist dies für das PRANDTL Element inBoisly et al. (2014b)
gezeigt. Ebenfalls habenYu et al.(2009; S. 226) bereits darauf hingewiesen, dass die Fließspannung keine
hinreichende Bedingung für das Auftreten gerader Harmonischer ist125. Inhaltlich gleichwertige Aussagen
findet man auch beiAtalık und Keunings(2004; S. 107, 116),Ewoldt (2009; S. 169),Ewoldt et al.(2010;
S. 199) undHyun et al.(2011; S. 1723, Tabelle 1). Die Gleichungen (3.103) und (3.104) können auch in
komplexer Schreibweise formuliert werden. Dies ist in Abschnitt A.4 ausgearbeitet und man erhält

τ∞̃ (t) = γ̂
∞

∑
k

[I{G∗k ej kω t}] k = ungerade (3.109)

τ∞̃ (t) = γ̂ ω
∞

∑
k

[R{η∗k ej kω t}] k = ungerade (3.110)

unter Beachtung von

G∗k = ak+ j bk (3.111)

η∗k = ck− j dk . (3.112)

Die Berechnung des Speichermoduls

G′ (ω , γ̂) ≡ a1(ω , γ̂) (3.113)

ergibt sich ausgehend von der Spannungsantwortτ(t) zu 126, 127

G′ (ω , γ̂) = 2
γ̂ T

t̃0+T

∫
t̃0

τ (t)sin(ω t)dt . (3.114)

Die Berechnung des Verlustmoduls

G′′ (ω , γ̂) ≡ b1(ω , γ̂) (3.115)

erfolgt analog127, 128

G′′ (ω , γ̂) = 2
γ̂ T

t̃0+T

∫
t̃0

τ (t)cos(ω t)dt . (3.116)

Bedenkt man weiterhin, dass Gleichung (3.102) ebenfalls von

sin[ω (t̃0+∆t)] = −sin[ω (t̃0+ T

2
+∆t)] (3.117)

cos[ω (t̃0+∆t)] = −cos[ω (t̃0+ T

2
+∆t)] (3.118)

124(Harris und Bogie 1967; S. 5), (MacSporran und Spiers 1984; S. 90), (Mas und Magnin 1997; S. 53), (Klein et al. 2007;
S. 4253), (Yu et al. 2009; S. 225), (Hilliou et al. 2009; S. 2325)

125englisches Originalzitat: „the yield stress is not a sufficient condition to cause even harmonics“ (Yu et al. 2009; S. 226)
126(Lion 2000b; S. 87), (Debbaut und Burhin 2002; S. 1166), (Lutz und Wendt 2005; S. 756); unterschiedlich zuLaun et al.

(2009; S. 4) undBrader et al.(2010; S. 4)
127Wird die Spannungsantwortτ(t)mit sin(ω t)multipliziert und anschließend integriert∫

t̃0+T
t̃0

dt erhält man unter Berücksich-

tigung von Gleichung (3.100) zunächst∫
t̃0+T

t̃0
τ (t)sin(ω t)dt = γ̂ ∫

t̃0+T
t̃0

G′ (ω, γ̂)sin2(ω t)dt. Mit ∫
t̃0+T

t̃0
sin2(kω t)dt = T

2 ergibt
sich die Berechnungsvorschrift des Speichermoduls.

128Die Spannungsantwortτ(t) wird mit cos(ω t) multipliziert, integriert ∫
t̃0+T

t̃0
dt und mit Gleichung (3.100) sowie

∫
t̃0+T

t̃0
cos2(kω t)dt = T

2 ergibt sich die auch für LAOS gültige Definition des Verlustmoduls.
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in der selben Art wieτ(t) erfüllt wird, so gehen die Definitionsgleichungen (3.114) und (3.116) für
Speicher- und Verlustmodul über in129

G′ (ω , γ̂) = 4
γ̂ T

t̃0+
T
2

∫
t̃0

τ (t)sin(ω t)dt (3.119)

G′′(ω , γ̂) = 4
γ̂ T

t̃0+
T
2

∫
t̃0

τ (t)cos(ω t)dt . (3.120)

Diese beiden Gleichungen sind unter der Annahme von Gleichung (3.102) allgemeingültig und können
auch für nichtlineares Materialverhalten angewendet werden. Die Berechung Höherharmonischer erfolgt
völlig analog und man erhält

ak(ω , γ̂) = 2
γ̂ T

t̃0+T

∫
t̃0

τ (t)sin(kω t)dt = 4
γ̂ T

t̃0+
T
2

∫
t̃0

τ (t)sin(kω t)dt k= ungerade (3.121)

bk(ω , γ̂) = 2
γ̂ T

t̃0+T

∫
t̃0

τ (t)cos(kω t)dt = 4
γ̂ T

t̃0+
T
2

∫
t̃0

τ (t)cos(kω t)dt k= ungerade (3.122)

unter Beachtung von

sin[kω (t̃0+∆t)] = −sin[kω (t̃0+ T

2
+∆t)] k= ungerade (3.123)

cos[kω (t̃0+∆t)] = −cos[kω (t̃0+ T

2
+∆t)] k= ungerade. (3.124)

Vereinfachungen für periodisch gerad-symmetrischeund periodisch ungerad-symmetrischeSpan-
nungsverläufe

Die Gleichungen (3.119) bis (3.122) sind allgemeingültige Definitionen zur Bestimmung des Speicher-
und Verlustmoduls sowie Höherharmonischer, insofern die Spannungsantwort einen stationären Verlauf
annimmt, der Gleichung (3.102) erfüllt. Hinsichtlich der Auswertung von LAOS für rein viskose und rein
elastische Materialien, ist es zweckmäßig weitere Sonderfälle zu betrachten, für welche die Berechnungs-
vorschriften der harmonischen Materialfunktionen weitervereinfacht werden können. Für rein elastische
Materialien ist die Spannungsantwort in Phase mit der verzerrungsgesteuerten Anregung aus Gleichung
(3.82). Sie kann durch eineperiodisch ungerad-symmetrischeFunktion fo(t)mit den Eigenschaften

ungerad-symmetrisch: fo(t) = − fo(−t) (3.125)

periodisch∶ fo(t) = fo(t +T) ∀t (3.126)

beschrieben werden. Im Fall rein viskoser Materialien ist die Spannungsantwort infolge der sinusförmigen
Schubverzerrung aus Gleichung (3.82) eine periodisch gerad-symmetrischeFunktion fe(t). Sie hat die
Eigenschaften

gerad-symmetrisch: fe(t) = fe(−t) (3.127)

periodisch∶ fe(t) = fe(t +T) ∀t . (3.128)

Sowohl für rein elastische als auch rein viskose Materialien ist die Spannungsantwort unmittelbar nach
Lastbeginn im stationären Zustand. Daher gilt für

rein elastisches Material: τ∞̃ = τ ∣γ=γ̂ sin(ω t) = τo(t) (3.129)

und für
rein viskoses Material: τ∞̃ = τ ∣γ=γ̂ sin(ω t) = τe(t) . (3.130)

129(Lion 2000b; S. 169); analog zu (Lutz und Wendt 2005; S. 757 ff.)
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Weil die Sinusfunktion ungerade und die Kosinusfunktion gerade sind, ergeben sich die Vereinfachungen

T

∫
0

fo(t) sin(kωt)dt = 4

T
4

∫
0

fo(t) sin(kωt)dt k= ungerade (3.131)

T

∫
0

fo(t) cos(kωt)dt = 0 k= ungerade (3.132)

T

∫
0

fe(t) cos(kωt)dt = 4

T
4

∫
0

fe(t) cos(kωt)dt k= ungerade (3.133)

T

∫
0

fe(t) sin(kωt)dt = 0 k= ungerade. (3.134)

Die inhaltliche Aussage der Gleichung (3.131) ist in Abbildung 3.14 grafisch dargestellt. Dazu werden
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(b) Integranden von Gleichung (3.131);
τo(t) sin(ωt): —— ; τo(t) sin(3ωt): −−
−

Abbildung 3.14: Vereinfachungen zur Berechnung des Speichermoduls sowie Höherharmonischeak im
Falle von periodisch ungerad-symmetrischen Spannungsantwortenτo(t)
exemplarisch der Sinus (k= 1): —— , der dritt-harmonische Sinus (k= 3): −−− sowie eine ungerade Drei-
ecksfunktion ausgewertet. Für Gleichung (3.133) ist dies in völlig analoger Weise in Abbildung3.15für
den Kosinus (k = 1): —— und den dritt-harmonischen Kosinus (k = 3): −−− veranschaulicht. In beiden
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(b) Integranden von Gleichung (3.133);
τe(t) cos(ωt): —— ; τe(t) cos(3ωt): −−−

Abbildung 3.15: Vereinfachungen zur Berechnung des Verlustmoduls sowie Höherharmonischebk im Falle
von periodisch gerad-symmetrischen Spannungsantwortenτe(t)
Fällen ist zu erkennen, dass das Integral über die erste Viertelperiode mit den Integralen über die zweite,
dritte und vierte Viertelperiode identisch ist. Zur Berechnung der harmonischen Materialfunktionen für pe-
riodisch ungerad-harmonische sowie periodisch gerad-harmonische Spannungsantworten genügt es daher,
ausschließlich die erste Viertelperiode auszuwerten. Manerhält die Definitionsgleichungen der harmoni-
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schen Materialfunktionen für die beiden Sonderfälle rein elastischer und rein viskoser Materialien130

τ (t) . . .periodisch ungerad-symmetrisch:ak(ω , γ̂) = 8
γ̂ T

T
4

∫
0

τ (t)sin(kω t)dt k= ungerade (3.135)

bk(ω , γ̂) = 0 (3.136)

τ (t) . . .periodisch gerad-symmetrisch:bk(ω , γ̂) = 8
γ̂ T

T
4

∫
0

τ (t)cos(kω t)dt k= ungerade (3.137)

ak(ω , γ̂) = 0 . (3.138)

Daraus ergeben sich der Speicher- und Verlustmodul entsprechend Gleichungen (3.113) und (3.115) für
k= 1.

Abschätzung der notwendigen Anzahl Höherharmonischer zurAbbildung der Spannungsantwort

Um abzuschätzen wie viele Höherharmonische zur Approximation der Spannungsantwort eines
nichtlinearen Materialverhaltens einbezogen werden müssen, sei zunächst dieIntensität der k-ten
Harmonischen131

Ik(ω , γ̂) =√a2
k (ω , γ̂)+b2

k (ω , γ̂) (3.139)

eingeführt. Sie ergibt sich aus der Transformation von Gleichung (3.103) in eineAmplituden-Phasen Be-
schreibung132

τ∞̃(t) = γ̂
∞

∑
k

Iksin(kω t +φk) ≈ γ̂
n

∑
k

Iksin(kω t +φk) k = ungerade (3.140)

τ∞̃(t) = γ̂
∞

∑
k

Ikcos(kω t − φ̃k) ≈ γ̂
n

∑
k

Ikcos(kω t − φ̃k) k = ungerade. (3.141)

Der Parametern gibt die notwendige Anzahl zu berücksichtigender Höherharmonischer an, um die Span-
nungsantwort mit befriedigender Güte approximieren zu können. Der Phasenwinkelφk kann über den
Verlustfaktor133

φk = arctan(bk

ak
) (3.142)

berechnet werden. Analoges gilt für den Phasenwinkelφ̃k, der sich aus134

φ̃k = arctan(ak

bk
) (3.143)

ergibt. Es gilt für

rein elastisches Material: φk = 0 → bk = 0 , (3.144)

rein viskoses Material: φ̃k = 0 → ak = 0 . (3.145)

Mithilfe der normierten IntensitätenIkI1(ω , γ̂) kann der Parametern aus Gleichung (3.140) bestimmt wer-
den, sodassτ(t)mit ausreichender Güte approximiert ist. Deshalb werden indieser Arbeit für ein rheologi-
sches Element nebenak undbk zusätzlich die normierten Höherharmonischen dargestellt. Die Amplituden-
Phasen Beschreibung nach Gleichungen (3.140) und (3.142) kann mit

τ̂k = γ̂ Ik (3.146)

130Die Definitionen können analog zuLutz und Wendt(2005; S. 761 ff.) abgeleitet werden.
131(Wilhelm et al. 1998; S. 404), (Wilhelm et al. 1999a; S. 349), (Debbaut und Burhin 2002; S. 1166), (Hyun et al. 2003; S. 103),

(Neidhöfer et al. 2003; S. 1353), (Brader et al. 2010; S. 4), (Reinheimer et al. 2011; S. 820), (Rogers und Lettinga 2012; S. 3),
(Reinheimer et al. 2012; S. 204)

132(Brummer 2006; S. 47), (Yamaguchi 2008; S. 424)
133(Wazer et al. 1963; S. 344), (Pipkin 1972; S. 18), (Ferry 1980; S. 46), (Barnes et al. 1989; S. 49), (Dealy und Wissbrun 1990;

Gl. (2-61)/Gl. (2-62)), (Macosko 1994; S. 122), (Steffe 1996; S. 316), (Larson 1999; S. 13), (Barnes 2000; S. 89), (Brummer
2006; S. 48), (Pal 2007; S. 308), (Rao 2007; S. 106), (Oswald 2009; S. 345, 347), (Tadros 2010; S. 76, 153)

134(Kories und Schmidt-Walter 2004; S. 269), (Balke 2011; S. 108)
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in 135

τ∞̃ (t) = ∞∑
k

τ̂ksin(kω t +φk) k = ungerade (3.147)

umgeschrieben werden. Unter Beachtung des Additionstheorems

sin(kω t)cos(φk)+cos(kω t)sin(φk) = sin(kω t +φk) (3.148)

erhält man analog zu Gleichung (3.99) die Beziehungen136

ak =
τ̂k

γ̂
cos(φk) (3.149)

bk =
τ̂k

γ̂
sin(φk) . (3.150)

Überlegungen zu numerischen Berechnungen im LAOS Regime

Die analytischen Berechnungsvorschriften der oben definierten harmonischen Materialfunktionen
setzen voraus, dass sowohl die Spannungsantwortτ(t) als auch der Integrationsbeginñt0 analytisch
beschreibbar sind. Es gibt jedoch nichtlineare Materialien deren konstitutive Beziehungen nicht analytisch
gelöst werden können. Infolgedessen liegen Spannungsantworten ausschließlich in numerisch gelöster
Form vor. Folglich ist der Integrationsbeginñt0 ebenfalls nicht in analytischer Form gegeben. Daher
müssen auch Speicher- und Verlustmodul sowie Höherharmonische numerisch bestimmt werden. Dazu
werden Gleichungen (3.121) und (3.122) für i = 1. . .n mit n ∈N Perioden solange numerisch integriert, bis
die relativen Abweichungen aufeinander folgender Berechnungsergebnisse

RRRRRRRRRRRRR
ak∣(i+1)⋅T

i⋅T − ak∣i⋅T(i−1)⋅T
ak∣(i+1)⋅T

i⋅T

RRRRRRRRRRRRR
!
≤ κ1 k= ungerade (3.151)

RRRRRRRRRRRRR
bk∣(i+1)⋅T

i⋅T − bk∣i⋅T(i−1)⋅T
bk∣(i+1)⋅T

i⋅T

RRRRRRRRRRRRR
!
≤ κ1 k= ungerade (3.152)

kleiner oder gleich dem Abbruchkriteriumκ1 sind. Hierbei steht∣[ ]{} für die untere{} und obere[ ]
Integrationsgrenze der Integrale aus Gleichungen (3.121) und (3.122). In dieser Arbeit giltκ1 = 0.05.

Betrachtungen hinsichtlich der experimentellen Messung von Speicher- und Verlustmodul sowie
Höherharmonischen

Weil sich die stationäre Spannungsantwort für beliebige Materialien nicht augenblicklich nach dem
Aufbringen einer Last einstellt137, gibt es einen Parametert̃0 ab dem die Spannungsantwort stationär ist.
Daher hängen experimentell bestimmte Werte für Speicher- und Verlustmodul sowie Höherharmonische
von der Beobachtungsdauer ab.
Zur Bestimmung der Amplitudenabhängigkeit harmonischer Materialfunktionen wird einAmplitu-
densweepdurchgeführt. Bei konstanter Kreisfrequenz werden die Amplituden variiert. Dazu wird die
Prüfvorschrift nach Abbildung3.10angewendet, wobei die Schubverzerrungsrate˙̃γ i durch γ̂ i zu ersetzen

ist. Der mathematische Spaltenvektor der Schubverzerrungsamplitude ist mit̂γ = (γ̂ 1, . . . , γ̂ i , γ̂ i+1, . . . , γ̂ n)T
gegeben. Die Spannungsantwort und damit auch das Messsignal für Speicher- und Verlustmodul,G′meas(t)

135(Dealy und Wissbrun 1990; S. 60), (Macosko 1994; S. 121), (Steffe 1996; S. 314), (Pal 2007; S. 306), (Rao 2007; S. 106),
(Deshpande et al. 2010; S. 88), (Balke 2011; S. 108)

136(Wazer et al. 1963; S. 343), (Dealy und Wissbrun 1990; indirekt über Gl.(2-61), (2-62)), (Giacomin und Dealy 1993; S. 101),
(Steffe 1996; S. 315), (Rao 2007; S. 106), (Tadros 2010; S. 153)

137(Yoshimura und Prud’homme 1987; S. 430), (Giacomin und Dealy 1993; S. 102 ff.), (Macosko 1994; S. 121), (Leblanc 2003;
Abb. 5)
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und G′′meas(t), hängen von der Messzeit∆t pro Verzerrungsniveau ab. Die diskreten Messwerte für
Speicher- und Verlustmodul, die den einzelnen Verzerrungsniveaus zugeordnet sind,

G
′i
meas(γ̂ i,t) = lim

t→i⋅∆t
G′meas(t)∣γ̂=konst,ω=konst

(3.153)

G
′′i
meas(γ̂ i,t) = lim

t→i⋅∆t
G′′meas(t)∣γ̂=konst,ω=konst

(3.154)

werden zu VektorenG′meas(γ̂) undG′′meas(γ̂) zusammengefasst. In analoger Weise wird einFrequenzsweep
bei konstant gehaltener Amplitude durchgeführt, um die Frequenzabhängigkeit der harmonischen Mate-
rialfunktionen zu messen. Dies erfolgt ebenfalls entsprechend der Prüfvorschrift nach Abbildung3.10,
wobei die Schubverzerrungratẽ̇γ i rein formal durchω i ersetzt wird. Damit ist der mathematische Spal-

tenvektor der Frequenzenω = (ω1, . . . ,ω i ,ω i+1, . . . ,ωn)T definiert. Für jede dieseri = 1. . .n Komponenten
ergibt sich ein diskreter Wert für Speicher- und Verlustmodul

G
′i
meas(ω i ,t) = lim

t→i⋅∆t
G′meas(t)∣ω=konst, γ̂=konst

(3.155)

G
′′i
meas(ω i ,t) = lim

t→i⋅∆t
G′′meas(t)∣ω=konst, γ̂=konst .

(3.156)

Die Gesamtheit aller diskreten Messwerte werden in den mathematischen VektorenG′meas(ω) und
G′′meas(ω) zusammengefasst. Damit die diskreten Messwerte den stationären Zustand beschreiben, muss
die Messzeit∆t pro Verzerrungs- und Frequenzniveau „ausreichend groß“ gewählt sein. Erst dann gilt
G
′i
meas(γ̂ i)≈G′(γ̂ i,ω), G

′′i
meas(γ̂ i)≈G′′(γ̂ i ,ω), G

′i
meas(ω i)≈G′(γ̂ ,ω i) undG

′′i
meas(ω i)≈G′′(γ̂ ,ω i). Ana-

loges gilt für Höherharmonischeak undbk. Ent- und verfestigendes Materialverhalten sowie Thixotropie-
und Schädigungseffekte sind bei dieser Überlegung nicht berücksichtigt.

3.8.3 Visualisierung des rheologischen Fingerabdrucks mittels L ISSAJOUS Diagrammen
im PIPKIN Raum

Neben der Auswertung von harmonischen Materialfunktionen, wie Speicher- und Verlustmodul so-
wie Höherharmonischen, existieren auch andere Möglichkeiten das LAOS Verhalten von nichtlinearen
Materialien zu untersuchen. Eine Möglichkeit bietet die Auswertung von normierten LISSAJOUSDiagram-
men138 die auch als LISSAJOUS-BOWDITCH Diagramme139 bezeichnet werden (Tee und Dealy 1975).
Die systematische Untersuchung der LISSAJOUSDiagramme erfolgt im PIPKIN Raum in Abhängigkeit
der Kreisfrequenz und Lastamplitude. Daher nennt man die übersichtliche Anordnung repräsentativer
L ISSAJOUS Diagramme entlang der Frequenz- und Amplitudenachse auch PIPKIN Diagramm. Die
Gesamtheit aller in einem PIPKIN Diagramm angeordneten LISSAJOUSDiagramme ist charakteristisch
für ein spezielles Material beziehungsweise Materialmodell. Das PIPKIN Diagramm bietet somit eine
Möglichkeit, denrheologischen Fingerabdruck140 darzustellen.

L ISSAJOUS Diagramme

Die normierten LISSAJOUS Diagramme stellen den stationären Spannungsverlauf (Ewoldt et al.
2008b; S. 1) für eine sinusförmige verzerrungsgesteuerte Anregung in der normierter Form τ∞̃(t)

MAX {τ∞̃(t)}
dar. Die normierte Spannungsantwort wird im ersten LISSAJOUSDiagramm über der normierten Schub-
verzerrung γ(t)

MAX {γ(t)} aufgetragen. Im zweiten LISSAJOUSDiagramm wird sie in Bezug zur normierten

Schubverzerrungsrate γ̇(t)
MAX {γ̇(t)} gesetzt.

Für rein elastisches Materialverhalten ist das erste LISSAJOUSDiagramm eine offene Linie (Maxey et al.

138(Lissajous 1857; S. 161, Pl.II), (Philippoff 1966), (Tschoegl 1989; S. 61), (Pahl et al. 1995; S. 124), (Ewoldt 2006; S. 34,
67), (Tiu et al. 2006; S. 654), (Deshmukh 2007; S. 73), (Le Grand und Petekidis 2008; Abb. 10, 11), (Brader et al. 2010; S. 4),
(Mezger 2010; S. 159), (Läuger und Stettin 2010; Abb. 7, 8), (Rogers et al. 2011b; S. 436)

139(Ewoldt et al. 2008a; S. 1435), (Ewoldt 2009; S. 44, 61), (Ewoldt et al. 2010; S. 192), (Rogers et al. 2011b), (Rogers et al.
2011a; S. 734), (Ng et al. 2011; S. 629)

140(Ewoldt 2006; S. 34), (Ewoldt et al. 2007a; S. 634), (Ewoldt 2009; S. 59), (Ewoldt et al. 2010; S. 191, 209); Aus der persön-
lichen Korrespondenz mit EWOLDT vom 18.09.2014; Randy H. Ewoldt schrieb: „I’m of the opinionthat there are many ’fingers’
to fingerprint in rheology. One of these is the LAOS fingerprint, which has various representations. One of them is certainly the
raw oscillatory waveforms plotted as Lissajous curves, positioned as a grid within a Pipkin Space.“
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2008; S. 3), da die Spannung in Phase mit der Schubverzerrung ist.Das LISSAJOUSDiagramm ist eine
ungerade Funktion und erfüllty(x) = −y(−x). Das zweite LISSAJOUS Diagramm ist eine geschlossene
Kurve, welche sowohl zurx als auch zury-Achse symmetrisch ist. Dies ist dadurch begründet, dass die
Spannung um 90° phasenverschoben zur Schubverzerrungsrate ist. Im Sonderfall von linear elastischem
Verhalten (HOOKEsches Material) ist das erste LISSAJOUSDiagramm eine Gerade, das Zweite ist ein
Kreis. Für nichtlinear elastisches Material ist das erste LISSAJOUSDiagramm eine gekrümmte Kurve.
Das zweite LISSAJOUSDiagramm besitzt zwar noch die erwähnte Symmetrieeigenschaft, ist aber nicht
mehr kreisförmig. Dies ist beiEwoldt (2006; S. 37) bildlich dargestellt.
Für rein viskoses Materialverhalten verhält es sich invers, da die Spannung 90° phasenverschoben zur
Schubverzerrung und in Phase mit der Schubverzerrungsrateist. Das erste LISSAJOUSDiagramm ist für
linear viskoses Verhalten (NEWTONsches Material) ein Kreis, der Zweite ist eine Gerade. Für nichtlinear
viskoses Material ist das erste LISSAJOUSDiagramm nicht mehr kreisförmig, besitzt aber nach wie vor
die Symmetrieeigenschafteny(x) = y(−x) und x(y) = x(−y). Das zweite LISSAJOUS Diagramm eines
nichtlinear viskosen Materials ist eine offene, gekrümmteKurve. Dies ist am Beispiel des rCROSSModells
bei Boisly et al.(2015; Abb. 7) und für ein Fließgesetz nach OSTWAND und de WAELE (Potenzansatz) in
Ewoldt (2006; S. 36) gezeigt.
Im Falle von linear viskoelastischem (LVE) Materialverhalten sind beide LISSAJOUS Diagramme
elliptisch141. Die Spannung ist weder mit der Schubverzerrung noch mit derSchubverzerrungsrate
in Phase. Aus elliptischen Hysteresekurven kann man folglich schließen, dass das FOURIER Spek-
trum ausschließlich aus frequenzabhängigen Speicher- undVerlustmoduli besteht (Gamota et al. 1993;
S. 927, Abb. 2b). Die elliptische Form der LISSAJOUS Diagramme ist explizit inTschoegl (1989;
Gl. (9.3-8)), Jeyaseelan und Giacomin(1993; Gl. (19)), Haupt (2002; S. 217),Kardelky (2004; S. 77),
Jeyaseelan und Giacomin(2008; Gl. (14)) undNg et al. (2011; Gl. (14)) hergeleitet. Charakteristische
Parameter des ersten LISSAJOUS Diagramms sind beiMarkert (2006; Abb. 2.26) angegeben. Die
Hauptachsen der Ellipsen beider LISSAJOUSDiagramme sind jeweils durch τ∞̃(t)

MAX {τ∞̃(t)} =
γ(t)

MAX {γ(t)} und
τ∞̃(t)

MAX {τ∞̃(t)} =
γ̇(t)

MAX {γ̇(t)} definiert. Sobald die Belastungen ausreichend groß sind, sodass der LVE Bereich

verlassen wird und LAOS vorliegt, werden die LISSAJOUSDiagramme nicht-elliptisch142.
Abweichungen von der elliptischen Gestalt der LISSAJOUS Diagramme können durch nichtlinear
viskoelastisches, plastisches oder viskoplastisches Verhalten ausgelöst werden. Dies ist inBoisly et al.
(2015; Abb. 20, 21) speziell für das nichtlinear viskoelastischerCROSS-MAXWELL Element gezeigt.
Die nicht-elliptischen LISSAJOUSDiagramme eines ideal plastischen Materialmodells sind amBeispiel
des PRANDTL Elements inBoisly et al.(2014b; Abb. 7, 8) dargestellt. Starr ideal plastisches Verhalten
ergibt sich für das Reibelement und ist beiMaxey et al.(2008; Abb. 1) aufgeführt. BeiBoisly et al.
(2017) ist anhand des BINGHAM -HOOKE Elements die Nicht-Elliptizität der LISSAJOUSDiagramme für
viskoplastisches Materialverhalten gezeigt. Die LISSAJOUSDiagramme des BINGHAM Elements, welches
nach HAUPT ebenfalls viskoplastisches Verhalten zeigt, sind beiMaxey et al.(2008; Abb. 1) ausgearbeitet.

PIPKIN Diagramme

Die übersichtliche Anordnung ausgewählter LISSAJOUS Diagramme für fest vorgegebene Frequen-
zen und Amplituden wird als PIPKIN Diagramm bezeichnet. Im originalen Diagramm vonPipkin (1972;
S. 133) sind die Amplitudêγ auf der Ordinate und die dimensionslose Frequenzωα , das Produkt
aus Kreisfrequenzω und Relaxationszeitα , auf der Abszisse aufgetragen.Dealy und Wissbrun(1990;
S. 221),Giacomin und Dealy(1993; S. 117) undDeshpande et al.(2010; S. 96) führen das Diagramm in
Abhängigkeit vonγ̂ω überω ein, währendYosick et al.(1997; Abb. 16) das PIPKIN Diagramm als Graph

141(Tschoegl 1989; S. 472), (Giacomin und Oakley 1992; S. 1533), (Jeyaseelan und Giacomin 1993; S. 271),
(Yosick und Giacomin 1996; S. 196), (Yziquel et al. 1999b; S. 16), (Markert 2006; Abb. 2.22), (Ewoldt et al. 2007a; S. 639),
(Ewoldt et al. 2007b; S. 5), (Ewoldt et al. 2008a; S. 1429), (Ewoldt et al. 2008b; S. 3), (Jeyaseelan und Giacomin 2008; S. 26),
(Ewoldt et al. 2009; S. 46), (Calin et al. 2010; S. 1568), (Ewoldt et al. 2010; S. 192), (Läuger und Stettin 2010; S. 910 ff.),
(Ng et al. 2011; S. 627, 636)

142(Tee und Dealy 1975; S. 595), (Tsang und Dealy 1981; S. 217), (Giacomin und Oakley 1992; S. 1533),
(Jeyaseelan und Giacomin 1993; S. 271), (Jeyaseelan und Giacomin 1993; S. 848), (Yosick und Giacomin 1996; S. 196),
(Yziquel et al. 1999b; S. 16), (Wilhelm 2002; S. 86), (Ewoldt 2006; S. 34), (Ewoldt et al. 2007a; S. 639), (Ewoldt et al. 2007b;
S. 5), (Jeyaseelan und Giacomin 2008; S. 26), (Ewoldt et al. 2008a; S. 1430), (Ewoldt et al. 2009; S. 45), (Ewoldt 2009; S. 63),
(Ewoldt et al. 2010; S. 192), (Calin et al. 2010; S. 1568), (Läuger und Stettin 2010; S. 911), (Ng et al. 2011; S. 637)



3.8. Materialfunktionen für eine sinusförmige verzerrungsgesteuerte Anregung 59

von γ̂ωα überωα präsentiert. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch die Darstellung von EWOLDT 143 be-
vorzugt, da die LISSAJOUSDiagramme über die eigentlichen Lastparameter der sinusförmigen Anregung
nach Gleichung (3.82), ω und γ̂ , aufgetragen werden.
Da das PIPKIN Diagramm für ein Material beziehungsweise Materialmodelldie volle Bandbreite existie-
render LISSAJOUSDiagramme darstellt, ist es eine geeignete Darstellungsform, um den rheologischen
Fingerabdruck zu visualisieren. Einzelne LISSAJOUS Diagramme sind für komplexere Materialien
beziehungsweise Materialmodelle kein geeignetes Mittel,um das rheologische Verhalten zu untersuchen.
Beispielsweise können einzelne LISSAJOUSDiagramme des rCROSS-MAXWELL Elements (Boisly et al.
2015; Abb. 20, 21) nahezu identisch mit denen eines BINGHAM -HOOKE Elements (Boisly et al. 2017)
sein. Daher gibt allein das „vollständige“ im PIPKIN Raum dargestellte Spektrum aller charakteristischer
L ISSAJOUS Diagramme Aufschluss über das Verhalten einer Materialprobe beziehungsweise eines
Materialmodells. (Folgerung 14)
Zusätzlich dazu eignet sich das PIPKIN Diagramm zur Untersuchung der Ratenabhängigkeit. Für ra-
tenabhängiges Materialverhalten hängt die Gestalt der LISSAJOUS Diagramme von der Kreisfrequenz
ab, für ratenunabhängiges Materialverhalten hingegen nicht. Kann auf diesem Wege experimentell
nachgewiesen werden, dass ratenabhängige Effekte in guterNäherung zu vernachlässigen sind, so kann
das dem Material zugrunde liegende Materialverhalten entweder elastisch oder plastisch sein. Die von der
Kreisfrequenz unabhängige Gestalt der LISSAJOUSDiagramme, kann für plastisches Materialverhalten
exemplarisch anhand des PRANDTL Elements inBoisly et al. (2014b; Abb. 8) nachvollzogen werden.
Wenn zudem das erste LISSAJOUSDiagramm eine offene Linie ist, muss das Materialverhaltenelastisch
sein. Damit ist gezeigt, dass man dem PIPKIN Diagramm wesentliche Informationen hinsichtlich der
Materialmodellierung entnehmen kann.

143(Ewoldt 2006; S. 32), (Ewoldt et al. 2007b; S. 6), (Ewoldt et al. 2008a; S. 1428), (Ewoldt 2009; S. 42, 59), (Deshpande et al.
2010; S. 96)
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4. Phänomenologische Klassifizierung von Stoffen
in Festkörper, Flüssigkeiten und Materialien mit
fest-flüssig Übergang

Walters(1980; S. 4) stellte bereits sinngemäß fest, dass man zumeist selbstverständlich über die beiden
klassischen Stoffklassen der Flüssigkeiten und Festkörper redet, ohne die Begriffe je definiert zu haben.
Dem Gesprächspartner unterstellt man stillschweigend, dass er vergleichbare Eigenschaften mit den Be-
griffen assoziiert. Würde man jedoch konkret nachfragen, stünden eine Vielzahl von Antworten im Raum1.
Heutzutage ist eine klare Begriffsdefinition nach wie vor von wesentlicher Bedeutung. Grund dafür ist, dass
Vertreter vonSoft Matter, die sich nicht mehr ohne Weiteres in die klassischen Stoffklassen einordnen las-
sen, Gegenstand aktueller Forschungsvorhaben sind. Daherwird in diesem Abschnitt eine Klassifikation
von Materialien in die drei Stoffklassen

• Festkörper,

• Flüssigkeit und

• Material mit fest-flüssig Übergang

vorgenommen. Die Klassifikation erfolgt auf Basis zweier Klassifizierungskriterien,

• der Gleichgewichtsrelation und

• der Fließkurve.

Materialien mit fest-flüssig Übergang lassen sich weiter in

• Flüssigkeiten mit Fließspannungund

• Flüssigkeiten mit pseudo Fließspannung

unterteilten. In Vorbereitung dessen, sind grundlegende Betrachtungen zur Gleichgewichtsrelation bereits
in den Abschnitten3.3und3.4erbracht. Mithilfe der Klassifizierung wird man unter Berücksichtigung von
Arbeitshypothesen in die Lage versetzt, sowohl die Stoffklasse eines Materialmodell theoretisch berech-
nen als auch die Stoffklasse einer Materialprobe experimentell bestimmen zu können. Für eindimensionale
rheologische Elemente steht somit ein klar definierter Formalismus zur Stoffklassifizierung zur Verfügung.
Es ist jedoch ratsam diesen Formalismus in Zukunft für weitere Materialphänomene, wie beispielswei-
se Thixotropie und Schädigung, die im Rahmen dieser Arbeit nicht berücksichtigt werden konnten, zu
überprüfen und gegebenenfalls anzupassen.

4.1 Viskoses und plastisches Fließen

Weil bestehende Definitionen der BegriffeFestkörperund Flüssigkeitteilweise mit der VokabelFließen
verknüpft sind, wird diese zunächst eingeführt. Fließen hat genau dann für ein Material stattgefunden,
wenn eine bleibende Verformung infolge einer Belastung undanschließender Entlastung nach „hinreichend

1englisches Originalzitat: „So far, we have discussedsolidsandliquids without defining what we mean by these terms. Often,
it is taken for granted that when we talk or write about a solidor a liquid, the hearer of reader knows exactly what we mean. If we
asked the layman for definitions, we would get a variety of answers [. . . ].“ (Walters 1980; S. 4)
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langer“ Beobachtungszeit festgestellt wird (Hackley und Ferraris 2001; S. 30). Unter Entlastung versteht
man hierbei die Regelung aufgeprägter Lasten derart, dass die resultierenden äußeren Kräfte und Momen-
te verschwinden. Wichtig für das Feststellen von Fließen ist die Realisierung einer „hinreichend langen“
Beobachtungszeit nach Entnahme der äußeren Lasten. Beispielsweise können viskoelastische Festkörper
eine scheinbar bleibende Verformung aufweisen, die sich bei zu geringer Beobachtungszeit noch nicht
vollständig zurückgebildet hat. Ein derartiges Verhaltenkann zum Beispiel mithilfe einer Parallelschal-
tung von HOOKEscher Feder und MAXWELL Element nachvollzogen werden.
Die Forderung einer „ausreichend langen“ Haltezeit stellteinen Experimentator aufgrund des endlichen
experimentellen Fensters vor diejenigen Probleme, welchein Abschnitt3.3 bei der Messung der Gleich-
gewichtsrelation diskutiert wurden. Infolgedessen können Abweichungen zwischen theoretisch existieren-
den und experimentell ermittelten Ergebnissen auftreten.Dies wird ebenfalls vonLemaitre und Chaboche
(1994; S. 100) bestätigt. Sie weisen darauf hin, dass es nicht einfach ist, in einer endlichen Zeit zwischen
unendlich langsamen Fließen und dem Erreichen eines Gleichgewichts zu unterscheiden2.
Der Prozess des Fließens kann in zwei Phänomene unterteilt werden, viskoses Fließen und plastisches
Fließen.Viskoses Fließenkann für viskoelastische Materialien ohne Gleichgewichtsrelation beobachtet
werden, beispielsweise für einen rCROSS Dämpfer oder ein rCROSS-MAXWELL Element (Boisly et al.
2015). Es wird in der Literatur3 dem Deformationsverhalten von Flüssigkeiten zugesprochen 4. Viskoses
Fließen beschreibt ratenabhängiges Fließverhalten (Haupt 1991; S. T55).
Bei reinemplastischen Fließen5 ist das Fließverhalten ratenunabhängig6. Es tritt zum Beispiel für das
Reibelement (Boisly et al. 2014a), das PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b) oder für das endochrone
MAXWELL Element in Abschnitt6 auf. Rein plastisches Fließen kann mithilfe klassischer kontinuumsme-
chanischer Materialtheorien auf Basis einer Fließfunktion und Fließbedingung (Haupt 2002; S. 227, 231)
beschrieben werden. Im Falle endochroner Plastizität, fürwelche die Definition einer Fließfunktion und
Fließbedingung nicht erforderlich ist, tritt plastischesFließen auf, sobald eine äußere Last aufgeprägt wird.
Fließen, das auf phänomenologischer Ebene sowohl viskose als auch plastische Prozesse beinhaltet, kann
im Allgemeinen für Parallelschaltungen von viskoelastischen und plastischen rheologischen Modellen
beobachten werden. Beispiele hierfür sind das BINGHAM Element7, das BINGHAM -HOOKE Element
(Boisly et al. 2017) und das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element aus Abschnitt5.

4.2 Bestehende Ansätze zur Klassifikation von Materialien in Festkörper
und Flüssigkeiten

Wie Barnes(1999; S. 141) bereits erwähnte, hat die Suche nach Definitionen für die BegriffeFestkörper
undFlüssigkeiteine lange Geschichte. Daher erhebt der Autor dieser Arbeitfür die nachfolgende Zusam-
menfassung der bereits in der Literatur bestehenden Definitionen keinen Anspruch auf Vollständigkeit. Es
werden Aussagen präsentiert und diskutiert, um anschließend in Abschnitt4.3eine Klassifizierung aufzu-
bauen, welche auf mathematisch auswertbaren Kriterien beruht und eine dritte Stoffklasse alsÜbergangs-
klasse zwischen Festkörpern und Flüssigkeiteneinführt. Die Einführung einer Klassifikation auf Grundlage
mathematisch greifbarer und experimentell erfassbarer Klassifizierungskriterien ist dadurch motiviert, dass
die Vokabeln Flüssigkeit und Festkörper vielfach völlig selbstverständlich benutzt werden, ohne sie ein-
deutig zu definieren (Walters 1980; S. 4). Einige dieser Vorstellungen, die ein mögliches Verständnis der
Begriffe Festkörper und Flüssigkeit beschreiben, sind im Folgenden aufgeführt.
Für den Spezialfall einer sinusförmigen verzerrungsgesteuerten Anregung wird in der Literatur eine Eintei-
lung in festkörper- und flüssigkeitsartiges Verhalten vorgenommen, die auf der Relation der Speicher- und

2englisches Originalzitat: „It is not easy to differentiatean infinitely slow flow and an equilibrium reached in an infinite time!“
(Lemaitre und Chaboche 1994; S. 100)

3(Bingham 1922; S. 4), (Houwink 1957; S. 11), (Reiner 1968; S. 127), (Wrana 1996; S. 22)
4(Reiner 1968; S. 28), (Szabo 2001; S. 363)
5(Bingham 1922; S. 5), (Houwink 1957; S. 11), (Reiner 1968; S. 127, 172), (Lyklema und van Olphen 1979; S. 1217),

(Krawietz 1986; S. 20), (Göldner 1989; S. 228), (Kreißig 1992; S. 3, 5, 21), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 166, 192), (Streilein
1997; S. 9), (Trostel 1999; S. 210), (Simo und Hughes 2000; S. 6), (Hackley und Ferraris 2001; S. 26), (Haupt 2002; S. 227, 228,
273), (DIN.1342-1;S. 9), (Gross et al. 2004; S. 325), (Figura 2004; S. 108), (Sedlacek 2009; S. 52), (Balke 2010a; S. 135, 269),
(Puzrin 2012; S. 190), (Boisly et al. 2014a)

6(Hackley und Ferraris 2001; S. 26), (Haupt 2002; S. 228, 231)
7(Giesekus 1994; S. 213), (Boisly et al. 2014a; Gl. (14))
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Verlustmoduli zueinander basiert8, 9. Festkörperverhalten wird genau dann postulliert, wenn der Speicher-
modul größer ist als der Verlustmodul,G′ >G′′. Im Fall vonG′′ >G′ spricht man von flüssigkeitsartigem
Verhalten. Dieses Kriterium ist jedoch nicht kompatibel mit der in Abschnitt4.3 präsentierten Klassifi-
zierung. Definiert manG′ > G′′ als Festkörperverhalten undG′′ >G′ als flüssigkeitsartiges Verhalten, so
muss konsequenterweise der Übergang vonG′ > G′′ nachG′′ >G′ als fest-flüssig Übergang interpretiert
werden. Dies führt jedoch für rein viskoelastische Flüssigkeiten zu Widersprüchen, die einen Übergang
von G′ >G′′ zu G′′ >G′ aufweisen können, jedoch ohne Einschränkung viskoelastisches Flüssigkeitsver-
halten zeigen. Dies ist am Beispiel des rCROSS-MAXWELL Elements inBoisly et al.(2015) demonstriert.
Es besitzt einen Übergang vonG′ >G′′ nachG′′ >G′ sowohl für frequenz- als auch amplitudenabhängige
Speicher- und Verlustmoduli, obwohl das rCROSS-MAXWELL Element entsprechend der Stoffklassifikati-
on aus Abschnitt4.3eine Flüssigkeit und kein Material mit fest-flüssig Übergang ist.
Im Rahmen dieser Arbeit geht ein fest-flüssig Übergang mit dem Erfüllen der Fließbedingung (Yielding10)
einher.Yielding ist für einen Übergang vonG′ >G′′ zu G′′ >G′ jedoch keinesweges notwendig, wie man
am Beispiel des rCROSS-MAXWELL Elements ausBoisly et al. (2015) erkennt. Und umgekehrt ist ein
Übergang vonG′ >G′′ zuG′′ >G′ nicht hinreichend für Yielding. Im Fall vonG′ >G′′ kann man lediglich
darauf schließen, dass elastische Anteile gegenüber dissipativen Effekte dominieren. Dissipatives Verhal-
ten beinhaltet sowohl viskoses Materialverhalten als auchreibungsbehaftete Effekte aufgrund plastischer
Eigenschaften (Fließspannung). FürG′′ >G′ verhält es sich invers, es dominieren dissipative Effekte ge-
genüber elastischen Anteilen. (Folgerung 15)
Coussot(2005; Abb. 3.5) formuliert speziell für Pasten unter sinusförmiger Anregung ein Kriterium für
den fest-flüssig Übergang. Es basiert auf dem amplitudenabhängigen Speicher- und Verlustmodul. Weil
Pasten zur Stoffklasse der Flüssigkeiten mit Fließspannung zählen und die Klassifizierung von COUSSOT

für eben solche Medien formuliert ist, gehen die Erkenntnisse dieser Arbeit einher mit der Klassifizierung
von COUSSOT. NachCoussot(2005; Abb. 3.5) korrespondiert ein fest-flüssig Übergang mit einem abrup-
ten Anstieg des VerlustmodulsG′′(γ̂) und einem Abfall des SpeichermodulsG′(γ̂). Die Klassifizierung
verliert ihre Gültigkeit, wenn es sich nicht um ein Materialmit fest-flüssig Übergang handelt. Dies kann am
Beispiel des rCROSS-MAXWELL Elements in (Boisly et al. 2015) nachvollzogen werden. Weitere Arbei-
ten, welche auf die Klassifizierung von COUSSOTzurückgreifen, kann manRobertson und Wang(2005;
S. 075703-1),Pham et al.(2006; S. 626 ff.),Christopoulou et al.(2009; S. 5058) und (Renou et al. 2010;
S. 1238) entnehmen.
Maxwell (1899; S. 303) erwähnte, dass eine Substanz als viskos gilt, wenn eine konstant gehaltene Span-
nung in ihr eine mit der Zeit kontinuierlich wachsende Verzerrung hervorruft. Wenn diese kontinuierliche
Veränderung ausschließlich durch Spannungen hervorgerufen werden kann, die einen bestimmten Wert
übersteigen, so wird die Substanz von MAXWELL als Festkörper bezeichnet, unabhängig davon wie weich
der Stoff ist. Wenn eine sehr kleine, ausreichend lang aufgebrachte Spannung eine kontinuierliche Verän-
derung der Form des Probekörpers bewirkt, so ist die Materialprobe nach MAXWELL als viskoses Fluid
anzusehen, unabhängig davon wie hart er ist.11

Für Bingham(1922; S. 215) sowieLemaitre und Chaboche(1994; S. 100) sind Flüssigkeiten jene Stoffe,
die durch eine sehr kleine Schubspannung kontinuierlich verformt werden konnten. Hingegen sind Fest-
körper als diejenigen Substanzen definiert, für welche die Deformation unter einer sehr kleinen Schub-
spannung im Laufe der Zeit zum Erliegen kommt.12

8frequenzabhängige Einteilung: (Jones et al. 1991; S. 491), (Larson 1999; S. 13, Abb. 1.8), (Hyun et al. 2002; S. 55),
(Stokes und Frith 2008; S. 1136), (Laurati et al. 2011; S. 679, 682)

9amplitudenabhängige Einteilung: (Carrier und Petekidis 2009; S. 255), (Renou et al. 2010; S. 1227, 1238), (Fall et al. 2012;
S. 583), (Rogers 2012; S. 1145)

10In englischsprachiger Literatur wird mitYieldingdas Erfüllen einer plastischen Fließbedingung bezeichnet. Es wird generell
zwischen den BegriffenYielding(Fließen),plastic flow(plastisches Fließen) undviscous flow(viskoses Fließen) unterschieden.
Mit Yielding verbindet man eineyield function(Fließfunktion), eineyield condition(Fließbedingung) und einenyield stress
(Fließspannung) im Sinne der Plastizitätstheorie.

11englisches Originalzitat: „If the stress, when it is maintained constant, causes a strain or displacement in the body which
increases continually with the time, the substance is said to be viscous. When this continuous alteration of form is onlyproduced
by stresses exceeding a certain value, the substance is called a solid, however soft it may be. When the very small stress,if
continued long enough, will cause a constantly increasing change of form, the body must be regarded as a viscous fluid, however
hard it may be.“ (Maxwell 1899; S. 303)

12englisches Originalzitat vonBingham(1922; S. 215): „If a body is continuously deformed by a very small shearing stress,
it is a liquid, whereas if the deformation stops increasing after a time, the substance is a solid“; englisches Originalzitat von
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NachHouwink (1957; S. 10, 14) entscheidet die Existenz einer praktischen Fließspannung darüber, ob es
sich um eine Flüssigkeit oder einen Festkörper handelt. „Die Existenz einer praktischen Fließgrenze wird
als Möglichkeit angenommen, und in diesen Fällen sprechen wir von festen Stoffen. [. . . ] Wenn keine
praktische Fließgrenze beobachtet werden kann, wird der Stoff eine Flüssigkeit genannt.“
Reiner(1968; S. 118, 172, 173) definiert Festkörper als diejenigen Materialien, welche entweder nicht flie-
ßen13 oder nur plastisch fließen. Hingegen fließt eine Flüssigkeitnach REINER und Barnes et al.(1989;
S. 6) unter jeder Last.
Carretti et al.(2005; S. 18) definiert einen Festkörper als ein Material, das seine eigene Gestalt unter dem
eigenen Gewicht beibehält. Fließt ein Stoff unter seinem eigenem Gewicht, handelt es sich nachWalters
(1980; S. 4) um eine Flüssigkeit.Altenbach(1994; S. 156) undAltenbach(2012; S. 216) beschreiben die-
sen Sachverhalt damit, dass Fluide „keine Tendenz zur Erhaltung der Gestalt“ haben, Festkörper im Gegen-
satz dazu „einer Gestaltänderung Widerstand entgegen“ setzen. Daher wird nachTschoegl(1989; S. 39,
40) undEringen(1980; S. 177) ein Körper als Flüssigkeit bezeichnet, wenn all seine Konfigurationen,
welche die Dichte unverändert lassen, als Bezugskonfiguration benutzt werden können14. Rheologische
Elemente, die keine ausgezeichnete Konfiguration besitzenund folglich die „Reaktion des Modells bei
Wiederbelastung [. . . ] unabhängig von der zuvor erfolgten inelastischen Verformung“ ist, sind beispiels-
weise beiKrawietz(1986; S. 189 ff.) aufgeführt.
Eine Klassifikation in Flüssigkeiten und Festkörper, welche analog zu Abschnitt4.3 auf eine mathe-
matische Definition basiert, wurde vonNoll (1958; S. 218) eingeführt. Sie beruht auf Eigenschaften
bezüglich von Symmetriegruppen15. Greve (2003; S. 202) weist darauf hin, dass es in NOLLschem
Sinne Materialien gibt, die weder als Flüssigkeit noch Festkörper zu klassifizieren sind. Als Beispiel
führt GREVE ein anisotropes Fluid auf. Unabhängig davon weist auchBetten(2001; S. 21) allgemein
darauf hin, dass die „scharfe Trennung zwischen Festkörper[. . . ] und Flüssigkeit [. . . ] nicht immer
eindeutig möglich ist“.Owens und Phillips(2005; S. 2) stellen ebenfalls fest, dass die Aufteilung in
Flüssigkeiten und Festkörper mehr verschwommen scheint als ursprünglich angenommen. Sie schluss-
folgern, dass eine Diskussion des Materialverhaltens angebrachter wäre16. Diesen Sachverhalt führen
Lemaitre und Chaboche(1994; S. 100),Barnes(1999; S. 139),Betten(2001; S. 21),Tanner(2002; S. 20–
24) undOwens und Phillips(2005; S. 2) auf experimentelle Uneindeutigkeiten zurück, welche durch den
eingeschränkten Beobachtungszeitraum innerhalb des experimentellen Fensters begründet sind. Beispiels-
weise schreibenOwens und Phillips(2005; S. 2) sinngemäß, dass die menschliche Zeitskala nicht ausrei-
chen kann, um Berge fließen zu sehen, obwohl sie dennoch fließen 17.
Dieser Sachverhalt motiviert die Definition einerÜbergangsklasse, welche teilweise flüssigkeits- als auch
festkörperartige Eigenschaften besitzt. Ein weiterer Grund zur Einführung einer Klassifikationsvorschrift
mit einer solchen Übergangsklasse ist, dass sich oben aufgeführte Aussagen teilweise widersprechen oder
im Sinne einer Materialmodellierung nicht zielführend sind. Die Einführung einer dritten Stoffklasse zwi-
schen Festkörper und Flüssigkeiten ist durch mehrere Aspekte motiviert. So führt beispielsweise auch
Scott Blair (1949; ch. IV) eine Gruppe von Materialien zwischen Flüssigkeiten und Festkörpern ein18.
Harris (1977; S. xix) bezeichnet diese Materialgruppe alsHalb-Festkörper(„semi-solid“) undHouwink
(1957; S. 38) als Gele. InWalters(1980; S. 7) wird ebenfalls darauf hingewiesen, dass sich einige Mate-
rialien unterhalb einer kleinen Spannung wie Festkörper und oberhalb eines kritischen Spannungswertes
(Fließspannung) wie Flüssigkeiten verhalten19.

Lemaitre und Chaboche(1994; S. 100): „A solid admits a state of equilibrium under load. Afluid undergoes a flow for any load
even for a small one.“

13(Barnes et al. 1989; S. 6), (Felt et al. 1996; S. 590), (Gandhi und Bullough 2005; S. 239)
14englisches Originalzitat nachEringen(1980; S. 177): „A body is called a fluid if every configuration of thebody leaving the

density unchanged can be taken as the reference configuration.“
15(Malvern 1969; S. 418)„ (Haupt 1977; S. 61), (Giesekus 1994; S. 124), (Haupt 2002; S. 298), (Greve 2003; S. 200),

(Truesdell und Noll 2004; S. 79, 82), (Martinec 2011; S. 77)
16englisches Originalzitat: „The conclusion of the matter isthat the distinction between solids and fluids now seems so-

mewhat more blurred than we may have previosly thought. A discussion of material behaviour might be more appropriate“
(Owens und Phillips 2005; S. 2)

17englisches Originalzitat: „The human timescale may be insufficient to see mountains flowing, but flow they do!“
(Owens und Phillips 2005; S. 2)

18englisches Originalzitat: „[. . . ] materials intermediatebetween liquids and solids“ (Scott Blair 1949; ch. IV)
19englisches Originalzitat: „[. . . ] some materials behave assolids under small stresses and as fluids after a critical value of the

stress (called the yield stress) has been exceeded“ (Walters 1980; S. 7)
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Die Notwendigkeit, eine zu Flüssigkeiten und Festkörpern gleichberechtigte Übergangsklasse im Rahmen
einer phänomenologischen Stoffklassifizierung theoretisch einzubinden, wird am praktischen Beispiel des
BINGHAM Elements20 deutlich.Betten(2001; S. 21) wertet den Sachverhalt, dass für Flüssigkeiten „jede
noch so kleine Schubspannung [. . . ] eine Formänderung, d. h.Bewegung, zur Folge“ hat, für das BING-
HAM Element aus. Somit schlussfolgert BETTEN, dass das BINGHAM Element kein Fluid ist, welches
jedoch „im Schriftum häufig als BINGHAM -Fluid bezeichnet und in die Gruppe der nicht-NEWTONschen
Fluide eingeordnet“ wird. Es gibt aber auch Quellen in den das BINGHAM Element alsplastischer Festkör-
per21, BINGHAM -Festkörper22 oder auchweicher Festkörper23 bezeichnet wird.Reiner(1968; S. 129)
reflektiert die Zweideutigkeit anhand von Ölfarbe, deren Materialeigenschaften „eine Kombination von
Plastizität und Zähigkeit“ sind und mit dem BINGHAM Element beschrieben werden können. REINER

schreibt: „Vor dieser Erfahrung nahm man an, dass Ölfarbe eine Flüssigkeit sei, und ihre Zähigkeit wurde
aus dem POISEUILLEschen Gesetz bestimmt. [. . . ] Trägt man eine Flüssigkeit an einer senkrechten Wand
auf, so muß sie, wenn man ihr genügend Zeit lässt, abfließen. Bleibt das Material aber an der Fläche, so
muss es ein Festkörper, wenn auch ein sehr weicher Festkörper sein. Ölfarbe ist tatsächlich solch ein Ma-
terial. Ist die Farbschicht so dünn, dass ihr Gewicht eine Schubspannung hervorbringt, die kleiner als die
Fließspannung ist, wird kein Fließen auftreten.“
Dieser Zwiespalt, sowie die Notwendigkeit den BegriffFlüssigkeit mit Fließspannung24 zufriedenstel-
lend zu definieren, motiviert eine Stoffklassifikation unter Berücksichtigung einer Übergangsklasse. Die
Übergangsklasse wird im Folgenden eingeführt und alsMaterial mit fest-flüssig Übergangbezeichnet.

4.3 Klassifizierung von Stoffen in Festkörper, Flüssigkeiten und Materiali-
en mit fest-flüssig Übergang

Zur Klassifikation von Stoffen werden zwei Kriterien eingeführt, die sich maßgeblich durch folgende Li-
teraturstellen motivieren. In der DIN 1342-3 (S. 2) wird „ein deformierbarer Stoff [. . . ] als Flüssigkeit be-
zeichnet, wenn er die folgenden Eigenschaften aufweist: (a) Jede endliche, noch so kleine Schubspannung,
die nicht durch Trägheits- oder Grenzflächenkräfte kompensiert wird, erzeugt bei zeitlich unbegrenzter
Einwirkung eine unbegrenzt große Verformung, ohne dass Bruchmechanismen hierfür wesentlich sind.
Gleichbedeutend hiermit ist: Nach dem Aufhören der Einwirkung einer endlichen Schubspannung ver-
schwindet die durch sie hervorgerufene Verformung nach unbegrenzt langer Zeit nicht wieder vollständig.
(b) Bei zeitlich konstanter Schubspannung strebt die Verformungsgeschwindigkeit des Vorganges nach a)
[. . . ] gegen einen zeitlich konstanten, endlichen Endwert.(c) Der funktionale Zusammenhang zwischen
zeitlich konstanter Schubspannung und zugehörigem Endwert der Verformungsgeschwindigkeit nach b)
ist bis zu den kleinsten messend zu verfolgenden Schubspannungen herab stetig und endlich.“
Eine Stoffklassifizierung anhand von Kriecheigenschaftenwird vonPipkin(1972; S. 6),Ferry(1980; S. 16)
und Tanner(2002; S. 22) vorgeschlagen. Sie bezeichnen Materialien als Flüssigkeiten, für welche sich
unter einer sprunghaft aufgebrachten Spannung stationäres Fließen beziehungsweise eine linear steigen-
de Deformation mit wachsender Zeit einstellt. Festkörpernhingegen, wird das Erreichen einer Gleichge-
wichtsdeformation beziehungsweise verschwindenden Verzerrungsrate unterstellt.
Analog dazu verwendenTschoegl(1989; S. 40, 93),Emri und Tschoegl(1993a; S. 316) undBarnes(1999;
S. 139) die Fähigkeit zu Fließen, um zwischen Festkörpern und Flüssigkeiten zu unterscheiden. In diesem
Sinne führen sierheodiktischeMaterialien ein, welche in der Lage sind stationär zu fließen, im Gegensatz
zu arrheodiktischenStoffen, welche diese Eigenschaft nicht besitzen.
Pipkin (1972; S. 5) undGiesekus(1994; S. 282) verfolgen den Ansatz, Materialien mittels dem Verhalten
unter Relaxation zu klassifizieren. Für Festkörper stellt sich bei Relaxation ein von Null verschiedener
Grenzwert für die Spannung ein. Dieser Grenzwert ist für Flüssigkeiten Null.
Desweiteren sind zur Definition der BegriffeFestkörperund Flüssigkeitdie Ideen vonMaxwell (1899;
S. 303),Bingham(1922; S. 215),Tanner(2002; S. 20–24),Larson(1999; S. 14),Giesekus(1994; S. 282),

20(Giesekus 1994; S. 213), (Boisly et al. 2014a; Gl. (14))
21(Bingham 1922; S. 217): „plastic solid“
22(Oldroyd 1947b), (Oldroyd 1947a), (Prager 1961b; S. 153): „Bingham solid“
23(Reiner 1968; S. 129), (Barnes 1999; S. 139), (Uhlherr et al. 2005; S. 101): „soft solid“
24übersetzt aus dem englischen Begriffyield stress fluid



66 4. Klassifizierung von Stoffen

Scott Blair (1949; ch. IV) und Tschoegl(1989; S. 93) eingeflossen. Die Ansätze werden leicht modifi-
ziert. Zwar existiert die Ansicht, dass „alles fließt“25 und jedes Material sich wie eine Flüssigkeit verhält
wenn das experimentelle Fenster nur groß genug gewählt wird26, jedoch ist es für Modellierungszwecke
zulässig, ein Material innerhalb eines begrenzten experimentellen Fensters als Festkörper zu betrachten
(Barnes et al. 1989; S. 5). Beispielsweise empfindet man Glas mehr als Festkörper, obwohl eine Fens-
terscheibe unter der Schwerkraft stetig fließt (Owens und Phillips 2005; S. 2). Das zeigt, dass es sowohl
hinsichtlich kommunikativer Aspekte als auch für Modellierungszwecke nützlich ist, Stoffklassen zu de-
finieren. Hess, Kröger und Fischer (2006; S. 385) haben jedoch darauf hingewiesen, dass es müßig ist
beispielsweise nach einer allgemeingültigen Definitionenfür Flüssigkeitzu suchen.
Daher sei explizit darauf hingewiesen, dass die folgenden Definitionen vom phänomenologischen Stand-
punkt aus formuliert sind, um zielgerichtet Entscheidungen hinsichtlich der Materialmodellierung treffen
zu können. In diesem Sinn werden Materialien in die drei Stoffklassen

• Festkörper,

• Flüssigkeit und

• Material mit fest-flüssig Übergang, welche die Untermengen Flüssigkeit mit Fließspannungund
Flüssigkeit mit pseudo Fließspannungbeinhaltet,

unterteilt. Die Einordnung in eine der drei Stoffklassen erfolgt anhand zweier Klassifizierungskriterien, der

• Gleichgewichtsrelation und der

• Fließkurve.

Die Gleichgewichtsrelation kann über Relaxation ODER Kriechen gemessen werden. Infolge von Relaxa-
tionsversuchen wird die Gleichgewichtsspannung entsprechend Gleichung (3.44) untersucht. Das Ziel von
Kriechversuchen ist die Untersuchung der Gleichgewichtsverzerrung nach Gleichung (3.45). Der Ausdruck
ODER ist dabei als logischer Operator zu interpretieren. Erist in Tabelle4.1definiert und durch das logi-

Tabelle 4.1: Definition des logischen ODER Operators∨
A B C=A∨B
1 0 1
1 1 1
0 1 1
0 0 0

sche Symbol∨ ersetzt. Hier bezeichnen A, B und C logische Variablen. C istallerdings nicht unabhängig
von A und B, sondern ergibt sich aus C= A ∨B. Es sei A mit der AussageMessung der Gleichgewichtss-
pannung mittels Relaxationbelegt. Die AussageMessung der Gleichgewichtsverzerrung mittels Kriechen
wird der logischen Variablen B zugeordnet. Das Zeichen1 bestätigt den Wahrheitsgehalt einer Aussa-
ge,0 die Negation. Somit bedeutet A=1, dass die Gleichgewichtsspannung mittels Relaxation gemessen
werden kann, und A=0wenn nicht. Analog dazu kann die Gleichgewichtsverzerrungmittels Kriechen ge-

messen werden wenn B=1 gilt. Für B=0 trifft es nicht zu. Man kann die logische Aussage C=A∨B
!=1,

dass die Gleichgewichtsrelation entweder mittels Relaxation (A) und/oder mittels Kriechen (B) bestimmt
werden kann, wie folgt interpretieren:

• (A =1)∨(B =0) =1 . . . Die Gleichgewichtsrelation bestimmt sich über Relaxation, wenn sie nicht
über Kriechen ermittelt werden kann. Gemessen wird die Gleichgewichtsspannung.

• (A = 0)∨ (B = 1) = 1 . . . Die Gleichgewichtsrelation ist durch Kriechen definiert, wenn sie sich
nicht mittels Relaxationsversuchen bestimmen lässt. Gemessen wird die Gleichgewichtsverzerrung.

25(Reiner 1964), (Reiner 1968; S. 172), (Barnes et al. 1989; S. 5), (Barnes 1999; S. 133, 139), (Figura 2004; S. 87), (Betten
2005; S. 237), (Owens und Phillips 2005; S. 2)

26(Andrade 1947; S. 6), (Lemaitre und Chaboche 1994; S. 100), (Owens und Phillips 2005; S. 2), (Stokes und Frith 2008;
S. 1136)
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• (A =1)∨(B=1)=1 . . . Die Gleichgewichtsrelation kann sowohl über Kriechen als auch Relaxation
bestimmt werden. Dies impliziert, dass die Ergebnisse beider Untersuchungsmethoden identisch
sind.

• Außerdem kann abgeleitet werden, dass die Gleichgewichtsrelation mindestens durch eine der bei-
den Untersuchungsmethoden eindeutig identifiziert werdenkann.

Die Stoffklassen sind in übersichtlicher Darstellung in Tabelle 4.2 entsprechend der beiden Klassifizie-
rungskriterien voneinander abgegrenzt. Somit besteht dieMöglichkeit, sowohl einen Probekörper experi-
mentell als auch ein Materialmodell rechentechnisch in eine der drei Stoffklassen einzuordnen. Die Kon-
stellation einer Gleichgewichtsspannung von Null und einer nicht messbarer Fließkurve ergibt sich rein
formal, hat aber für diese Arbeit keine praktische Relevanz.

Tabelle 4.2: Stoffklassen in Abhängigkeit der beiden Klassifizierungskriterien, Fließkurve und Gleichge-
wichtsrelation. Die Gleichgewichtsrelation(γeq.i , τeq.i) kann mittels Relaxation ODER Kriechen bestimmt
werden. Relaxation ergibt eine Gleichgewichtsspannungτeq.i nach Gleichung (3.44): (γeq.i ≡ γ i,τeq.i).
Kriechen ergibt eine Gleichgewichtsverzerrungγeq.i entsprechend Gleichung (3.45): (γeq.i ,τeq.i ≡ τ i).

Gleichgewichtsspannung bezüglich Relaxation

ODER

Gleichgewichtsverzerrung bezüglich Kriechen

Null verschieden von Null

Material mit fest-flüssig Übergang:

messbar Flüssigkeit Flüssigkeit mit Fließspannung
Fließkurve

Flüssigkeit mit pseudo Fließspannung

nicht messbar – Festkörper

Abschließend sei darauf hingewiesen, dass diese Klassifizierungsvorschrifft nicht mit jeder beliebigen Aus-
sage der Literatur kompatibel sein kann. Beispielsweise wird in der DIN 1342-1 (S. 5) und DIN 51480-1
(S. 6) geschrieben, dass sich plastisches Material wie eineFlüssigkeit verhält sobald die Beanspruchung
die Fließspannung überschreitet.Husband et al.(1993; S. 218),Barnes(1999; S. 136),Stokes und Telford
(2004; S. 137),Uhlherr et al.(2005; S. 101) undArdakani et al.(2011; S. 1262) vertreten inhaltlich diesel-
be Auffasung und interpretieren die Fließspannung als die kritische Spannung des fest-flüssig Übergangs.
Die Aussage stimmt für Flüssigkeiten mit Fließspannung ohne Verfestigung. Sie ist aber nicht allgemein-
gültig, ansonsten würden beispielsweise auch Metalle zur Stoffklasse der Flüssigkeiten zählen. Dass die
Aussage mit der hier vorgestellten Klassifizierung kollidiert, sieht man inBoisly et al.(2014a; Abb. 6) und
Abbildung 4.4(b) an der Tatsache, dass die Fließkurve für plastisches Material mit linear kinematischer
Verfestigung27 theoretisch nicht definiert ist. Daher kann es in keinen flüssigkeitsartigen Fließzu-
stand übergehen. Nach Erfüllen der Fließbedingung beginntes plastisch zu fließen, verhält sich jedoch
stets festkörperartig.
Die Definitionen der BegriffeFestkörper, FlüssigkeitundMaterial mit fest-flüssig Übergangsind zunächst
zweckdienlich und praktikabel, um eindimensionales Verhalten eines Black-Box Operators nach Abbil-
dung2.7zu klassifizieren. Dies ist speziell für den ersten Schritt der zweistufigen Strategie zur phänome-
nologischen Materialmodellierung nach Abbildung2.8 hilfreich. Als Ergebnis ist die qualitative Struktur
eines Materialmodells, die notwendig ist, um das Materialverhaltens eines Probekörpers zu modellieren,
bestimmt. Es empfiehlt sich dennoch, das Ergebnis für dreidimensionales Verhalten im zweiten Schritt der
zweistufigen Modellierungsstrategie zu überprüfen. Man stelle sich beispielsweise ein anisotropes Mate-
rial vor, welches unter Schubbelastung parallel zu Gleitebenen merklich fließt, sich jedoch normal zu den

27(Backhaus 1983; S. 280), (Krawietz 1986; S. 417), (Valanis 1990; S. 356), (Kreißig 1992; S. 59), (Lemaitre und Chaboche
1994; S. 110, 196, 205), (Streilein 1997; S. 54), (Lubarda 2002; ch. 9.4.2), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 27, 98), (Rust 2009;
S. 105), (Nasdala 2010; S. 158), (Kuna 2010; S. 405), (Puzrin 2012; S. 217, 227, 273)
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Gleitebenen festkörperartig verhält (Greve 2003; S. 202).
Im Folgenden wird die Arbeitsweise der Klassifizierung für jede Stoffklasse anhand eines rheologischen
Modellbeispiels exemplarisch vorgeführt. Dazu wird zunächst die Gesamtspannungτ eines rheologischen
Modells für eine verzerrungsgeregelte zyklische Anregungnach Abbildung4.1mit ( )= γ 28 bestimmt. Für
die spannungsgesteuerte Prozessführung verhält es sich invers, der Platzhalter wird durch( ) = τ ersetzt
und die Gesamtverzerrungγ wird bestimmt.

ˆ( )

− ˆ( )

( )

tT 3T 5T

Abbildung 4.1: Experiment mit zyklischer Versuchsführung. Für verzerrungsgesteuerte Experimente gilt( ) = γ , für spannungsgesteuerte Versuche( ) = τ .

4.3.1 Definition der StoffklasseFlüssigkeit

Ein Material zählt nach Tabelle4.2genau dann zur Stoffklasse derFlüssigkeiten, wenn die

• über Relaxationsversuche bestimmte Gleichgewichtsspannung Null und

• die Fließkurve bestimmbar ist.

Die Gleichgewichtsrelation kann im Sinne vonHaupt(2002; S. 260)29 für Flüssigkeiten nicht über Kriech-
versuche bestimmt werden, da sich für Flüssigkeiten bei konstant gehaltener Spannung keine konstante
Verzerrung einstellt30. Flüssigkeiten werden von jeder noch so kleinen konstantenSpannung zum Fließen
gebracht. Daraus ergibt sich im Umkehrschluss, dass der Grenzwert τ∞ für konstant gehaltene Verzer-
rungsraten wohl definiert ist. (Folgerung 16)
Hinsichtlich der Feststellung, dass sich für Flüssigkeiten infolge einer konstanten Spannung (Kriechen)
keine konstante Verzerrung einstellt, ist auf die zeitliche Einschränkung bei der experimentellen Durch-
führung hinzuweisen. Da das experimentelle Fenster, wie inAbschnitt3.3 beschrieben, stets beschränkt
ist, kann eine „ausreichend lange“ Haltezeit∆t von Kriechversuchen nicht immer garantiert werden. Dem
Experimentator stellt sich also die Frage, ob sich für den Kriechprozess bei einer noch größeren Haltezeit
eine konstante Verzerrung eingestellt hätte. (Folgerung 16)
Um im Folgenden die Arbeitsweise der Klassifizierungsvorschrift speziell für Flüssigkeiten zu veranschau-
lichen, sei eine viskoelastische Flüssigkeit am Beispiel des MAXWELL Elements untersucht. Die wohl de-
finierte Fließkurve ist in Abbildung4.2(b)dargestellt. Dass die Fließkurve die elastischen Eigenschaften
ausblendent erkennt man daran, dass die Fließkurve des MAXWELL Elements der eines NEWTONschen
Dämpfers entspricht (Folgerung 12). Um sicherzustellen, dass die Fließkurve eine ungerade Funktion der
Schubverzerrungsrate ist31, wird sie sowohl für positive als auch negative Schubverzerrungsraten aufgetra-
gen. Abbildung4.3(a)beinhaltet die Spannungsantwortτ(γ) für eine zyklische verzerrungsgesteuerte An-
regung entsprechend Abbildung4.1mit ( ) = γ . Außerdem ist die dazugehörige Gleichgewichtsspannung

28(Haupt 2002; S. 504), (Lion 1996; Abb. 2.5, 2.7), (Kästner et al. 2012; Abb. 3a)
29englisches Originalzitat: „Among these is the basic assumption that a dynamic process always comes to a standstill in a

passive system if the external conditions are kept constant. That is to say the process tends towards a state of equilibrium. If
the relative distortion of the end cross-sections of the specimen is regarded as an external condition, then one can appreciate
the hypothesis that an infinitely prolonged relaxation process has to end in a time-independent equilibrium state of stress and
deformation.“ (Haupt 2002; S. 260)

30(Simo und Hughes 2000; S. 345), (Lubliner 2008; S. 65)
31(Harris 1977; S. 6, 17), (Böhme 2000; S. 130), (DIN.1342-3;S. 6), (Hyun und Wilhelm 2009; S. 413), (Hyun et al. 2011;

S. 1704)
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(a) Viskoelastische Flüssigkeit (MAXWELL

Element)

˙̃γ̇̃γ

τ∞

1
η

(b) Fließkurve der viskoelastischen
Flüssigkeit von(a)

Abbildung 4.2:(a)Beispiel für eine viskoelastische Flüssigkeit deren(b) Fließkurve wohl definiert ist

τeq(γ) = 0 dargestellt, die sich infolge Relaxation nach Abbildung3.3 mit ( ) = γ einstellt. Die analyti-
sche Lösung der Gesamtspannung entspricht der des Überspannungsmodells aus Abschnitt4.3.2und kann
in Boisly et al.(2014a; Anhang B.2, B.3) eingesehen werden. Die farblich hervorgehobenen Pfeile
beschreiben die Spannungsverläufe unter Relaxation. Die Schubverzerrungγ(τ) für eine zyklische span-
nungsgesteuerte Anregung nach Abbildung4.1mit ( )= τ ist in Abbildung4.3(b)zu erkennen. Unabhängig
davon von welchem Punkt der Schubverzerrung[γ(τ);τ] ein Kriechprozess eingeleitet wird, erreicht die
Schubverzerrung niemals einen zeitlich konstanten Wert. Für einen Kriechprozess mitτ = konst< 0 strebt
die Schubverzerrungγ → −∞. Für Spannungenτ = konst> 0 gilt γ →∞. Dies ist durch die bis ins Unend-
liche verlaufenden Pfeile gekennzeichnet. Die analytische Lösung der Schubverzerrung für eine zyklische
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(a) Gesamtspannungτ(γ) und Gleichgewichtsspan-
nungτeq(γ) der viskoelastischen Flüssigkeit aus Ab-
bildung 4.2(a)für eine zyklische verzerrungsgesteu-
erte Anregungγ(t) nach Abbildung4.1; Farblich her-
vorgehobene Pfeile beschreiben das Relaxationsver-
halten.
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(b) Schubverzerrungγ(τ) der viskoelastischen
Flüssigkeit aus Abbildung4.2(a) für eine zykli-
sche spannungsgesteuerte Anregungτ(t) nach
Abbildung 4.1; Eine der Schubspannung zuge-
ordneten Gleichgewichtsverzerrungγeq(τ) kann
nicht gefunden werden. Die farblich hervorge-
hobenen Pfeile zeigen das uneingeschränkte An-
wachsen vonγ für konstant gehaltene Spannun-
gen.

Abbildung 4.3: Untersuchung der Existenz der Gleichgewichtsrelation für eine viskoelastische Flüssigkeit
mit G = 1Pa undη = 0.5Pas. Die zyklischen Belastungsparameter sindT = 1s, (a) γ̂ = 0.05 und(b) τ̂ =
0.05Pa.

spannungsgesteuerte Anregung ist die Lösung der Differentialgleichung des MAXWELL Elements32. Sie
ist in Boisly et al. (2014a; Anhang B.4) dokumentiert. Aufgrund der bestimmbaren Fließkurve und der
bezüglich Relaxation ermittelten Gleichgewichtsspannung von Null, wird der Flüssigkeitscharakter des
MAXWELL Elements deutlich.

32(Giesekus 1994; S. 243), (Macosko 1994; S. 116), (Menges et al. 2002; S. 158), (Haupt 2002; S. 203, 322), (Kardelky 2004;
S. 35, 192), (Gross et al. 2004; S. 308), (Silber und Steinwender 2005; S. 156)
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4.3.2 Definition der StoffklasseFestkörper

Ein Stoff wird dann alsFestkörperbezeichnet, wenn er eine

• Gleichgewichtsrelation verschieden von Null besitzt und

• die Fließkurve nicht bestimmt werden kann.

Eine von Null verschiedene Gleichgewichtsrelation beinhaltet, dass entweder infolge Relaxation eine
Gleichgewichtsspannung ungleich Null oder eine von Null verschiedene Gleichgewichtsverzerrung infolge
Kriechen identifizierbar ist. Für einen Festkörper ist es nicht entscheidend, ob die Gleichgewichtsrelation
mittels Relaxation oder Kriechen ermittelt wird. In beidenFällen werden von Null verschiedene Gleich-
gewichtsspannungen und Gleichgewichtsverzerrungen identifiziert. Dass die Fließkurve nicht bestimmt
werden kann, resultiert aus der Tatsache, dass der Grenzwert τ∞ der Spannungsantwort für eine Anre-
gung mit konstanter Schubverzerrungsrate nach Gleichung (3.67) nicht existiert. Die Nichtexistenz einer
Fließkurve ist verständlich, wenn man für Festkörper annimmt, dass jeder Verzerrungszuwachs bis zum
Versagen zu einem Spannungszuwachs führt. Infolgedessen ergibt sich für eine konstante Schubverzer-
rungsrate ebenfalls ein kontinuierlicher Ansteig der Spannung, sodass der Grenzwertτ∞ nicht existiert.
(Folgerung 16) Es ist jedoch anzumerken, dass die Annahme eine Einschränkung darstellt und Verfes-
tigungseffekte mit Sättigung, wie beispielsweise der ARMSTRONG-FREDERICK Beziehung (Haupt 2002;
S. 232 f., Abb. 5.17), nicht berücksichtigt. Die Definition ist für theoretische (idealisierte), eindimensionale
Materialmodelle überprüft worden, stellt jedoch keinen allgemeingültigen Beweis dar. Die Materialphäno-
meneVersagenundSchädigungwerden im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls nicht berücksichtigt.
Zur detaillierten Demonstration der Arbeitsweise der Klassifizierung wird das viskoplastische Material-
modell aus Abbildung4.4(a) untersucht. Die Gleichgewichtsrelation besteht aus einemlinear kinema-
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(b) Fließkurve des viskoplastischen
Festkörpers von(a)

Abbildung 4.4:(a)Beispiel für einen idealisierten Festkörper, dessen(b) Fließkurve nicht bestimmbar ist.

tisch verfestigenden Teilmodell33. Der kinematisch verfestigende Charakter erfolgt durch den Backstress
τback

34, der eine innere Variable vom Spannungstyp darstellt35. Die eindimensionalen konstitutiven Be-
ziehungen des rheologischen Modells aus Abbildung4.4(a)sind inBoisly et al.(2014a; Anhang B.1) auf-
geführt. Dass die Fließkurve des Modells nicht bestimmt werden kann (Puzrin 2012; S. 281), ist mit Ab-
bildung4.4(b)ausgedrückt. Abbildung4.5(a)stellt die Spannungsantwortτ(γ) für eine zyklische verzer-
rungsgesteuerte Anregung nach Abbildung4.1mit ( )= γ sowie die dazugehörige Gleichgewichtsspannung
τeq(γ) infolge Relaxation nach Abbildung3.3mit ( )= γ dar. In Abbildung4.5(b)sind die Schubverzerrung
γ(τ) für eine zyklische spannungsgesteuerte Anregung nach Abbildung4.1mit ( ) = τ sowie die resultie-
rende Gleichgewichtsverzerrungγeq(τ) aus Kriechversuchen nach Abbildung3.3mit ( ) = τ aufgetragen.
Sowohl für Relaxations- als auch Kriechprozesse steigt derprozentuale Anteil der Gleichgewichtsspan-
nung∣τeq∣ an der Gesamtspannung∣τ ∣. Der Anteil der Überspannung∣τov∣ sinkt während der Haltezeit. Ist

33(Malvern 1969; S. 370), (Haupt 2002; S. 272), (Puzrin 2012; S. 281)
34(Krawietz 1986; S. 418), (Simo und Hughes 2000; S. 17), (Haupt 2002; S. 233, 461), (Lubarda 2002; ch. 9.4.2), (Ottosen

2005; S. 216, 292, 607), (Wu 2005; S. 296), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 27, 89, 108), (Bertram 2008; S. 272), (Kuna 2010;
S. 406)

35(Krawietz 1986; S. 418), (Kreißig 1992; S. 60)
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die Haltezeit „ausreichend lang“ gewählt, stimmen die Gesamtspannung und die Gleichgewichtsspannung
am Ende der Haltezeit überein,τ = τeq, und die Überspannung beträgt Null,τov = 0. Die Verläufe wurden
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(a) Gesamtspannungτ(γ) und Gleichgewichtss-
pannungτeq(γ) des idealen viskoplastischen Fest-
körpers von Abbildung4.4(a) für eine zyklische
verzerrungsgesteuerte Anregungγ(t) nach Abbil-
dung4.1; Farblich hervorgehobene Pfeile beschrei-
ben das Relaxationsverhalten.
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(b) Gesamtverzerrungγ(τ) und Gleichgewichts-
verzerrung γeq(τ) des idealen viskoplastischen
Festkörpers von Abbildung4.4(a) für eine zykli-
sche spannungsgesteuerte Anregungτ(t) nach Ab-
bildung 4.1; Farblich hervorgehobene Pfeile be-
schreiben das Kriechverhalten.

Abbildung 4.5: Untersuchung der Existenz der Gleichgewichtsspannung für ein idealen viskoelastischen
Festkörper mitG= 1Pa,η = 0.5Pas,G1 = 1Pa,G2 = 0.5Pa undτy = 0.025Pa. Die zyklischen Belastungspa-
rameter sindT = 1s,(a) γ̂ = 0.05 und(b) τ̂ = 0.05Pa.

analytisch berechnet und sind inBoisly et al.(2014a; Anhang B.2, B.3) dokumentiert. Unabhängig davon,
ob zur Messung der Gleichgewichtsrelation Relaxations- oder Kriechversuche benutzt werden, kann sie in
beiden Fällen bestimmt werden. Die farblich hervorgehobenen Pfeile beschreiben das Relaxations-
beziehungsweise Kriechverhalten. Aufgrund der Tatsache,dass für das rheologische Modell aus Abbildung
4.4(a)keine Fließkurve bestimmt werden kann, aber eine von Null verschiedene Gleichgewichtsrelation
existiert, ist gezeigt, dass es sich um einen Festkörper handelt.

4.3.3 Definitionen fürFlüssigkeit mit Fließspannungund Flüssigkeit mit pseudo Fließspan-
nung als Teilmenge der StoffklasseMaterial mit fest-flüssig Übergang

Vertreter der StoffklasseMaterial mit fest-flüssig Übergang36 besitzen eine

• von Null verschiedene Gleichgewichtsrelation und

• eine bestimmbare Fließkurve,

da der Grenzwertτ∞ wohl definiert ist. Die Gleichgewichtsrelation kann mittels Relaxation ODER
Kriechen identifiziert werden. ODER stellt einen logischenOperator dar. Er ist in Tabelle4.1 definiert
und durch das logische Symbol∨ ersetzt. Zur Gruppe der Materialien mit fest-flüssig Übergang zählen
Flüssigkeiten mit Fließspannung37 oder Flüssigkeiten mit pseudo Fließspannung. Flüssigkeiten mit
Fließspannung bestehen aus einem Reibelement (Boisly et al. 2014a), welches die Fließspannung in das
Materialmodell integriert. Als Flüssigkeiten mit pseudo Fließspannung sind vom theoretischen Standpunkt
aus betrachtet jene Materialmodelle gemeint, bei denen plastische Eigenschaften modelltechnisch durch
Theorien ohne Fließkriterien implementiert werden. In dieser Arbeit wird in Abschnitt6.2 das endochro-
ne MAXWELL Element als Vertreter einer Flüssigkeit mit pseudo Fließspannung diskutiert. (Folgerung 16)

36(Denny und Gosline 1980; S. 386, Abb. 9), (Baus et al. 1995; S. 463), (Winter und Mours 1997), (Da Cruz et al. 2002; S. 2),
(Coussot 2005; S. 2, 60, 88), (Coussot und Gaulard 2005; S. 3), (Tiu et al. 2006; S. 653, 661), (Stokes und Frith 2008; S. 1133),
(Pham et al. 2008; S. 650), (Carrier und Petekidis 2009; S. 255), (Christopoulou et al. 2009; S. 5058), (Bonn und Denn 2009;
S. 1402), (Renou et al. 2010; S. 1220), (Rogers et al. 2011a; S. 734), (Paredes et al. 2011; S. 1)

37(Nguyen und Boger 1992; S. 47), (Coussot et al. 2002b; S. 573), (Coussot et al. 2002a; S. 1), (Coussot 2005; S. 22),
(Mahaut et al. 2008; S. 287), (Coussot et al. 2009; S. 85), (Oswald 2009; S. 12), (Fall et al. 2010; S. 1), (Paredes et al. 2011),
(Boisly et al. 2014a)
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Materialien mit fest-flüssig Übergang werden in der Literatur auch alsweiche Festkörper38 be-
zeichnet. Im Gegensatz zu Festkörpern kann das Ergebnis derUntersuchung der Gleichgewichtsrelation
allerdings mit der Art der Prozessführung variieren. In Abhängigkeit davon, ob entweder ein Relaxations-
oder Kriechprozess vorgegeben wird, um entweder die Gleichgewichtsspannung oder die Gleichgewichts-
verzerrung zu identifizieren, können sich die Identifikationsergebnisse unterscheiden. Relaxation und
Kriechen identifizieren dieselbe Gleichgewichtsrelation, sowohl für das endochrone MAXWELL Element
im Bereich von−β < τch < β als auch im Vorfließbereich von Flüssigkeiten mit Fließspannung, die einen
elastischen Vorfließbereich besitzen. Im Falle von∣τch∣ = β fließt das endochrone MAXWELL Element un-
eingeschränkt, solange∣τch∣ = β aufrecht erhalten wird. Fließen ist für eine Flüssigkeit mit Fließspannung
im Nachfließbereich ebenfalls nicht eingeschränkt. Aufgrund des uneingeschränkten Fließens kommt der
Kriechprozess nicht zum Stehen, das heißt es stellt sich keine konstante Verzerrung ein. Jedoch kann der
Gleichgewichtszustand für das endochrone MAXWELL Element und für Flüssigkeiten mit Fließspannung,
die einen elastischen Vorfließbereich besitzen, mittels Relaxation bestimmt werden. Dieser Sachverhalt
motiviert, die Gleichgewichtsrelation auf Basis des logischen ODER Operators aus Tabelle4.1 mittels
Relaxation ODER Kriechen zu bestimmen. (Folgerung 16)
Der Gleichgewichtszustand von Flüssigkeiten mit Fließspannung mit starrem Vorfließbereich, wie es
beispielsweise beim Reibelement und dem BINGHAM Element39 der Fall ist, ist unter der Angabe
eine konstanten Verzerrung nicht eindeutig definiert. Das liegt an der Tatsache, dass die Spannung im
Reibelementτf nachBoisly et al.(2014a; Gl. (10)) im Bereich−τy < τf < τy liegen kann. Füṙγb = 0 kann
sich die Spannung im BINGHAM Element nachGiesekus(1994; S. 213) undBoisly et al.(2014a; Gl. (15))
zwischen−τy ≤ τf ≤ τy bewegen. Infolgedessen ist die Spannung für Flüssigkeitenmit Fließspannung
und starrem Vorfließbereich für Relaxation,γ f = konst→ γ̇ f = 0, zunächst unbestimmt (Giesekus 1994;
S. 213). Bei Kriechen,τ = konst, ist die Gleichgewichtsrelation für starre Flüssigkeiten mit Fließspannung
im Vorfließbereich allerdings eindeutig bestimmt.
Um die Arbeitsweise der Klassifizierung für Materialien mitfest-flüssig Übergang zu veranschaulichen,
wird im Folgenden die Flüssigkeit mit Fließspannung nach Abbildung 4.6(a)40 betrachtet. Sie besitzt
viskoplastische Eigenschaften. Die eindimensionalen konstitutiven Beziehungen sind inBoisly et al.

γel1 γv

γel2 γpl

γ

τ

τov

τeq

τyG1

ηG

(a) Flüssigkeit mit Fließspannung

˙̃γ̇̃γ

τ∞

1
η

τy

−τy

(b) Fließkruve der Flüssigkeit mit
Fließspannung von(a)

Abbildung 4.6:(a) Beispiel einer Flüssigkeit mit Fließspannung deren(b) Fließkurve wohl definiert ist

(2014a; Anhang B.5) hinterlegt. Die Fließkurve des Modells ist wohl definiert (Puzrin 2012; S. 280) und
gleicht der eines BINGHAM Elements. Daran kann man erkennen, dass die Fließkurve die elastischen
Eigenschaften des Modells ausblendent (Folgerung 12). Die Spannungsantwortτ(γ), für eine zyklische
verzerrungsgesteuerte Anregung nach Abbildung4.1 mit ( ) = γ , ist in Abbildung4.7(a)dargestellt. Die
Grafik zeigt ebenfalls die dazugehörige Gleichgewichtsspannung τeq(γ), welche über Relaxationsver-
suche entsprechend Abbildung3.3 mit ( ) = γ bestimmt werden kann. Die analytischen Lösungen der
Spannungsverläufe ergeben sich aus den Lösungen für den viskoplastischen Festkörper nachBoisly et al.
(2014a; Anhang B.2, B.3) mitG2 = 0. Die Schubverzerrungγ(τ) für eine zyklische spannungsgesteuerte

38In englisch-sprachiger Literatur alssoft solidbezeichnet [(Bingham 1922; S. 215), (Scott Blair 1949; S. 51), (Barnes 1999;
S. 133, 139)].

39(Giesekus 1994; S. 213), (Boisly et al. 2014a; Gl. (14))
40(Krawietz 1986; S. 26), (Kaleta et al. 2007; S. 1956), (Puzrin 2012; S. 280)



4.3. Klassifizierung in Festkörper, Flüssigkeiten und Materialien mit fest-flüssig Übergang 73

−5
−3.75
−2.5
−1.25

0
1.25
2.5

3.75
5

−5

−

−2.5 0 2.5 5

τeq
/1

0−
2

P
a

,τ
/1

0−
2

P
a

γ / %
(a) Gesamtspannungτ(γ) und Gleichgewichtss-
pannungτeq(γ) der Flüssigkeit mit Fließspannung
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(b) Gesamtverzerrungγ(τ) der Flüssigkeit mit
Fließspannung aus Abbildung4.6(a) für eine zy-
klische spannungsgesteuerte Anregungτ(t) nach
Abbildung 4.1; Eine geschlossene Kurve für die
Gleichgewichtsverzerrungγeq(τ) kann für den Ge-
samtprozess nicht identifiziert werden; Der blaue
Pfeil markiert die Gleichgewichtsverzerrung, die
sich nach Belastung aus dem unbeanspruchten Zu-
stand heraus ergibt. Der grüne und rote Pfeil geben
das unbegrenzte Fließen im Nachfließbereich an.

Abbildung 4.7: Untersuchung der Existenz der Gleichgewichtsrelation für eine Flüssigkeit mit Fließspan-
nung fürG= 1Pa,η = 0.5Pas,G1 = 1Pa undτy = 0.025Pa. Die zyklischen Belastungsparameter sindT = 1s,
(a) γ̂ = 0.05 und(b) τ̂ = 0.05Pa.

Anregung nach Abbildung4.1 mit ( ) = τ ist in Abbildung4.7(b)gezeigt. Sie ist auf semi-analytischem
Wege berechnet und inBoisly et al. (2014a; Anhang B.6) dokumentiert. Die nach Abbildung3.3 mit( ) = τ über Kriechversuche bestimmte Gleichgewichtsverzerrungγeq(τ) ist nicht eindeutig, da die
plastische Schubverzerrungγpl aus Abbildung4.6(a) von der Lastgeschichte abhängt. Selbst wenn die
Haltezeiten eines Kriechversuchs im Nachfließbereich unendlich lang gewählt werden würden, käme
das Modell nach Abbildung4.6(a)nicht zum Stehen. Die Gesamtverzerrung würde stetig steigen. Die
gepunktete Linie aus Abbildung4.7(b) stellt die identifizierte Gleichgewichtsverzerrung dar, welche
sich nach Versuchsbeginn aus dem unbeanspruchten Zustand heraus ergibt, solange sich die Flüssigkeit
mit Fließspannung aus Abbildung4.6(a) im Vorfließbereich befindet, sodassτ = τeq und τov = 0. Wird
allerdings die Fließbedingung inBoisly et al.(2014a; Gl. (B.71)) erfüllt, so befindet sich die Flüssigkeit
mit Fließspannung nach Abbildung4.6(a)im Nachfließbereich und fließt. Die plastische Schubverzerrung
γpl entwickelt sich solange, bis die Bedingung für die Entlastung (Boisly et al. 2014a; Gl. (B.69)) erfüllt
ist. Daher kann die Gleichgewichtsverzerrung ausgehend vom unbeanspruchten Zustand ausschließlich im
ersten Vorfließbereich eindeutig bestimmt werden, exemplarisch dargestell für . Wenn ein Kriech-
prozess im Nachfließbereich eingeleitet wird, beispielsweise dargestellt in Abbildung4.7(b) durch den
günen Pfeil und roten Pfeil , so fließt die Flüssigkeit mit Fließspannung uneingeschränkt.Weil
das rheologische Modell aus Abbildung4.6(a)eine Fließkurve besitzt, und die Gleichgewichtsspannung
mittels Relaxation ODER die Gleichgewichtsverzerrung mittels Kriechen bestimmbar ist, handelt es sich
um ein Material mit fest-flüssige Übergang.
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5. Charakteristische Punkte von Materialfunktio-
nen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements

Im folgenden Kapitel wird der eindimensionale Zusammenhang eines BINGHAM -HOOKE Elements mit
viskosen Eigenschaften eines rCROSSDämpfers betrachtet. Das Modell sei daher als rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Element bezeichnet. Das Verhalten des rCROSS Dämpfers ist inBoisly et al. (2015) definiert.
Hierbei handelt es sich um eine reduzierte Beschreibung desCROSSModells. Die viskosen Eigenschaften
hängen somit von der Scherrate ab. Diese Abhängigkeit wird mittels drei Materialparameternη0, η∞ und
K1 beschrieben. In Abhängigkeit von den Größenverhältnissenzwischen der Nullviskosität,η0, und der
Viskosität im Unendlichen,η∞, ergeben sich zwei qualitativ verschiedene Verhaltensweisen,

η∞ < η0 ∶ scherverdünnendes Verhalten und (5.1)

η∞ > η0 ∶ scherverdickendes Verhalten. (5.2)

Aufgrund der Tatsache, dass das zu modellierende Materialverhalten des MRF aus Abbildung2.5(a)scher-
verdünnendes Verhalten zeigt, genügt es im Weiteren ausschließlich den Fallη∞ < η0 zu betrachten. Dazu
werden zunächst die konstitutiven Beziehungen unter Berücksichtigung der Materialgleichungen der Ele-
mentarmodelleFeder, DämpferundReibelement(Boisly et al. 2014a) formuliert.

5.1 Konstitutive Gleichungen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements

Das rheologische Schaltbild des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements ist in Abbildung5.1dargestellt. Die

τcbh τf.cbh

τd.cbh

γs.cbh γb.cbh

γcbh

τy

η0, η∞, K1

G

Abbildung 5.1: Rheologisches Schaltbild des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements

das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element betreffenden Größen sind mit dem Literalindex( )cbh versehen.
Die konstitutiven Bedingungen ergeben sich im Rahmen der geometrisch linearer Theorie aus den kine-
matischen und kinetischen Verknüpfungsbedingungen rheologischer Elemente nach Gleichungen (2.1) bis
(2.4). Es gilt

τcbh=Gγs.cbh (5.3a)

τcbh= τf.cbh+τd.cbh= τy sign(γ̇b.cbh)+(η∞+ η0−η∞
1+K1 ⋅ ∣γ̇b.cbh∣) γ̇b.cbh (5.3b)

γcbh= γs.cbh+γb.cbh . (5.3c)

In dieser Arbeit werden unter anderem Modellantworten für sinusförmige verzerrungsgesteuerte Anregun-
gen ermittelt. Weil die Schubverzerrungsrate für eine sinusförmige Prozessführung wechselndes Vorzei-
chen besitzt, muss die Fließkurve eines Materials mit fest-flüssig Übergang sowohl für positive als auch
negative Schubverzerrungsraten gültig sein. Andernfallsist die korrekte Berechnung der Materialantwort
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nicht gewährleistet. Daraus resultiert, dass die Fließkurve eine ungerade Funktion der Schubverzerrungs-
rate ist (Folgerung 17). Daher wird die Spannung des Reibelements im BINGHAM Modell mittels dersign
Funktion beschrieben (Boisly et al. 2014a; Gl. (15)). Diese ist gegeben durch

sign(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1 : x< 0 (5.4a)

ξ̄ : x= 0 mit −1≤ ξ̄ ≤ 1 (5.4b)

1 : x> 0 (5.4c)

und liefertγ̇b.cbh= 0 für τcbh= τf.cbh. Demnach entwickelt sichγb.cbh nicht, solange∣τcbh∣ kleiner oder gleich
der Fließspannung ist. Analog zum Reibelement nachBoisly et al.(2014a; Gl. (10)) istξ̄ durch Gleichung
(5.3b) festgelegt und liegt im Bereich−1≤ ξ̄ ≤ 1. Die Fließfunktion1

F (τcbh) = ∣τcbh∣−τy (5.5)

wird analog zuBoisly et al. (2014a; Gl. (17)) undBoisly et al. (2017; Gl. (6)) eingeführt. Sie teilt das
Materialverhalten in qualitativ verschiedene Gebiete (Ulbricht 1976; S. 28), den Vor- und Nachfließbereich,
auf. Es gilt

F (τcbh) { ≤ 0 : Vorfließbereich (5.6a)

> 0 : Nachfließbereich . (5.6b)

Fließen tritt ein, sobald die Fließbedingung

F (τcbh) > 0 (5.7)

erfüllt ist. Im Gegensatz zu Theorien der klassischen Plastizität (Haupt 2002; S. 227) sind hier alle Span-
nungszustände zulässig,F (τcbh) ⪋ 0. Da die nichtlinear viskosen Eigenschaften des rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements die Identifizierung der Spannungscharakteristikqualitativ nicht verändert, liefert

τf.cbh≡ τeq
cbh (5.8)

analog zuBoisly et al.(2014a; S. 7) die Gleichgewichtsspannung, welche auf−τy ≤ τf.cbh≤ τy beschränkt
ist. Da alle Spannungszustände zulässig sind, ergibt die Differenz

τcbh−τeq
cbh= τd.cbh≡ τov

cbh (5.9)

den Überspannungsanteil. Daher ist die Gesamtspannung desrCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements

τcbh= τeq
f.cbh+τov

d.cbh (5.10)

weder eine reine Gleichgewichts- noch Überspannung. Aufgrund der Existenz einer Gleichgewichtshyste-
rese sowie dem ratenabhängigen Verhalten, bedingt durch die viskosen Eigenschaften des rCROSSDämp-
fers, klassifiziert sich das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element nach HAUPT als viskoplastisches Modell.
Nichtlineares Verhalten wird durch Yielding und entweder scherverdünnende oder scherverdickende Ei-
genschaften impliziert. Zur Beschreibung des Materialverhaltens im Nachfließbereich ist es zweckmäßig
die Relaxationszeiten

α0 =
η0

G
(5.11)

α∞ =
η∞
G

(5.12)

analog zum rCROSS-MAXWELL Element (Boisly et al. 2015; Gl. (63), (64)) einzuführen. Entsprechend
der grundlegenden Struktur einer Reihenschaltung werden die konstitutiven Beziehungen im Weiteren so
aufbereitet, dass sie mithilfe der inneren Variablen vom Verzerrungstypλ = γb.cbh beschrieben werden kön-
nen. Aufgrund der nichtlinear viskosen Eigenschaften des rCROSSDämpfers ist die Evolutionsgleichung
in impliziter Form gegeben,

γ̇b.cbh= 0 ∶ F (τcbh) ≤ 0 (5.13)

τcbh−sign(τcbh)τy−(η∞+ η0−η∞
1+K1 ⋅ ∣γ̇b.cbh∣) γ̇b.cbh= 0 ∶ F (τbh) > 0 . (5.14)

1(Haupt 2002; S. 227, 231), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 18), (Lubliner 2008; S. 112), (Sedlacek 2009; S. 53)
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Sie ergibt sich unter Berücksichtigung von Gleichung (5.3b) und

sign(τcbh) = sign(γ̇b.cbh) = sign(γ̇b.cbh) wennF (τcbh) > 0 (5.15)

sign(τcbh) = sign(γs.cbh) (5.16)

in Analogie zuBalke(1974; Gl. (5)) undBoisly et al.(2014a; Gl. (13)). Die Signum Funktion ist standard-
mäßig definiert als

sign(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1 : x< 0 (5.17a)

0 : x= 0 (5.17b)

1 : x> 0 . (5.17c)

Die Gleichungen (5.3a), (5.3c) und (5.14) liefern die für den Vor- und Nachfließbereich separat formulier-
ten konstitutiven Beziehungen. Es gilt

Vorfließbereich: τcbh=G(γcbh− γb.cbh∣ti) (5.18)

Nachfließbereich: Gγcbh−Gγb.cbh−τy sign(τcbh)−(η∞+ η0−η∞
1+K1 ⋅ ∣γ̇b.cbh∣ ) γ̇b.cbh= 0 . (5.19)

Hierbei beschreibenti Zeitpunkte des Übergangs vom Nach- in den Vorfließbereich. Gleichung (5.19)
liefert die Grundlage zur Bestimmung der inneren Variablenγb.cbh bei gegebener Gesamtverzerrung. Be-
rücksichtigt man in Gleichung (5.3b) die Entwicklung der Gesamtverzerrung entsprechend

γ̇cbh=
τ̇cbh

G
+ γ̇b.cbh , (5.20)

so kann alternativ der Nachfließbereich ohne Verwendung derinneren Variablen beschrieben werden. Man
erhält den Ausdruck für den

Nachfließbereich:
1

η∞+
η0−η∞

1+K1 ⋅ ∣γ̇cbh−
τ̇cbh
G ∣

G [τcbh−τysign(τcbh)]−(Gγ̇cbh− τ̇cbh) = 0 . (5.21)

Da weder Gleichung (5.19) noch Gleichung (5.21) analytisch gelöst werden konnten, wird im nächsten
Abschnitt ein diskretisiertes Verfahren zur numerischen Lösung der Materialgleichungen abgeleitet.

5.2 Numerische Implementierung des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Ele-
ments

Zur Umsetzung eines diskreten Verfahrens, mit dem Ziel die konstitutiven Beziehungen des rCROSS-
BINGHAM -HOOKE Elements numerisch zu implementieren, wird derviskoplastische Regularisierungs-
Algorithmusvon Simo und Hughes(2000; S. 57, 67) zugrunde gelegt. Dieser setzt für das viskose Teil-
modell allerdings lineares Verhalten voraus. Dennoch kanndie generelle Arbeitsweise des Algorithmus
übernommen werden. Dazu wird zunächst das EULER-Rückwärts Verfahren2 angewendet. Dazu werden
Gleichungen (5.18) und (5.19) zum Zeitpunkttk+1 ausgewertet. Die Werte zum(k+1)-ten Zeitschritt sind
unbekannt, die desk-ten Zeitschritts sind bekannt. Infolgedessen kannγb.cbh∣ti in Gleichung (5.18) durch
γk

b.cbh ersetzt werden. Die Schubverzerrungsrateγ̇k+1
b.cbh wird mittels desRückwärtsdifferenzenquotienten3

γ̇k+1
b.cbh=

γk+1
b.cbh−γk

b.cbh

∆tk
(5.22)

approximiert. Um die Berechnung nicht-äquidistant definierter Eingabedaten zu unterstützen, wird die
Zeitschrittweite

∆tk = tk+1− tk (5.23)

2(Zienkiewicz 1984; S. 518), (Oelschlägel und Matthäus 1988; S. 55 ff.), (Oertel Jr. und Laurien 1995; S. 102),
(Schwetlick und Roos 1999; S. 150), (Schäfer 1999; S. 139), (Schanz 2000; S. 61), (Simo und Hughes 2000; S. 33), (Betten
2004; S. 274), (Ostermann 2005; S. 3.10), (Dahmen und Reusken 2008; S. 439, 445)

3(Schäfer 1999; S. 139), (Plato 2006; S. 229), (Dahmen und Reusken 2008; S. 445)
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angenommen. Infolgedessen erhält man die konstitutiven Gleichungen in zeitdiskretisierter Form, es gilt

Vorfließbereich:τk+1
cbh =G(γk+1

cbh −γk
b.cbh) (5.24)

Nachfließbereich: 0=Gγk+1
cbh −Gγk+1

b.cbh−τy sign(τk+1
cbh)−

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
η∞+

η0−η∞

1+K1 ∣γk+1
b.cbh−γk

b.cbh

tk+1− tk ∣
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

γk+1
b.cbh−γk

b.cbh

tk+1− tk
. (5.25)

Zur Adaption desviskoplastischen Regularisierungs-Algorithmusvon Simo und Hughes(2000; S. 57, 67)
ist es zweckdienlich, ausgehend von Gleichung (5.21), die diskretisierte Form für den

Nachfließbereich:

0= 1

η∞+
η0−η∞

1+K1 ⋅ ∣γk+1
cbh −γk

cbh

tk+1− tk −
τk+1

cbh −τk
cbh(tk+1− tk)G∣

G [τk+1
cbh −τysign(τk+1

cbh)]−(G γk+1
cbh −γk

cbh

tk+1− tk −
τk+1

cbh −τk
cbh

tk+1− tk ) (5.26)

abzuleiten. Wird eine verzerrungsgesteuerte Anregungγk+1
cbh aufgebracht, so ergeben sichγk+1

b.cbh als Un-
bekannte für Gleichung (5.25) undτk+1

cbh für Gleichung (5.26). Hinsichtlich der numerischen Stabilität hat
sich Gleichung (5.26) im Gegensatz zu Gleichung (5.25) als verträglicher herausgestellt. Deswegen werden
Gleichungen (5.24) und (5.26) als Grundlage zur Formulierung eines numerischen Algorithmus verwen-
det. Analog zum viskoplastischen Regularisierungs-Algorithmus vonSimo und Hughes(2000; S. 57, 67)
wird zunächst eineelastische trial Spannung(Simo und Hughes 2000; S. 35, 43)

τ trial.k+1
cbh = τk

cbh+G∆γk
cbh mit (5.27)

∆γk
cbh= γk+1

cbh −γk
cbh (5.28)

eingeführt. Somit können die diskretisierten Gleichungenfür den

Vorfließbereich:τk+1
cbh =G(γk+1

cbh −γk
cbh+γk

cbh−γk
b.cbh) =G∆γk

cbh+τk
cbh= τ trial.k+1

cbh (5.29)

τk
cbh=G(γk

cbh−γk
b.cbh) (5.30)

Nachfließbereich:0= τk+1
cbh +

1
η∞

G∆tk +
η0−η∞

G∆tk+K1 ∣G∆γk
cbh−(τk+1

cbh −τk
cbh)∣

[τk+1
cbh −τysign(τk+1

cbh)]−τ trial.k+1
cbh . (5.31)

mit der trial Spannung formuliert werden. Wenn anschließend Gleichung (5.31) mit sign(τk+1
cbh) und

sign(τ trial.k+1
cbh ) beschrieben wird, ergibt sich für den

Nachfließbereich:

⎛⎜⎜⎜⎝
∣τk+1

cbh ∣+ 1
η∞

G∆tk +
η0−η∞

G∆tk+K1 ∣G∆γk
cbh−(τk+1

cbh −τk
cbh)∣

[ ∣τk+1
cbh ∣−τy]

⎞⎟⎟⎟⎠ sign(τk+1
cbh) = ∣τ trial.k+1

cbh ∣sign(τ trial.k+1
cbh ) .

(5.32)

Analog zuSimo und Hughes(2000; S. 38) leitet sich der Zusammenhang

sign(τk+1
cbh) = sign(τ trial.k+1

cbh ) (5.33)

unter Berücksichtigung von

η∞
G∆tk

+
η0−η∞

G∆tk+K1 ∣G∆γk
cbh−(τk+1

cbh −τk
cbh)∣ > 0 und (5.34)

∣τk+1
cbh ∣−τy > 0 im Nachfließbereich (5.35)
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ab. Damit können die konstitutiven Gleichungen im

Nachfließbereich:0= (τk+1
cbh −τ trial.k+1

cbh )⎛⎝ η∞
G∆tk

+
η0−η∞

G∆tk+K1 ∣τ trial.k+1
cbh −τk+1

cbh ∣
⎞⎠+τk+1

cbh −τysign(τ trial.k+1
cbh )=∶g(τk+1

cbh)
(5.36)

mit der elastischen trial Spannung aus Gleichung (5.27) ausgedrückt werden. Außerdem führt Gleichung
(5.36) g( ) = 0 als nichtlineare Gleichung der Unbekanntenτk+1

cbh ein, die im Folgenden mit dem NEWTON

Verfahren4 iterativ gelöst wird. Unter Berücksichtigung von

g′ (τk+1
cbh) = d g(τk+1

cbh)
dτk+1

cbh

= η∞
G∆tk

+
η0−η∞

G∆tk+K1 ∣τ trial.k+1
cbh −τk+1

cbh ∣
⎛⎝1− τ trial.k+1

cbh −τk+1
cbh

G∆tk+K1 ∣τ trial.k+1
cbh −τk+1

cbh ∣
⎞⎠+1 (5.37)

errechnet sich der iterativ zu bestimmende Spannungswert

τk+1.q+1
cbh = τk+1.q

cbh −
g(τk+1.q

cbh )
g′(τk+1.q

cbh ) (5.38)

solange bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist. Die Iterationsstufe wird durch den Indexq angegeben. Im
Rahmen dieser Arbeit ist die Konvergenz entweder hinsichtlich des absoluten Abbruchkriteriums

g(τk+1.q+1
cbh ) ≤Aabs (5.39)

oder des relativen Abbruchkriteriums

RRRRRRRRRRR
τk+1.q+1

cbh −τk+1.q
cbh

τk+1.q+1
cbh

RRRRRRRRRRR ≤Arel (5.40)

gefordert. Der Programmablaufplan des numerisch implementierten Materialmodells ist in Abbildung5.2
dargestellt.
Analog zumReturn-Mapping Algorithmuszur numerischen Implementierung von plastischem Material-
verhalten (Simo und Hughes 2000; S. 45), kann der Fließbeginn beim Übergang vom Vor- in den Nach-
fließbereich übergangen werden. Die Kenntnis des exakten Zeitpunktes des Fließbeginns ist nicht erforder-
lich. Sollte dieser dennoch von Interesse sein, so kann er mit demBisektionsverfahren5 bestimmt werden.
Die Anwendung des Bisektionsverfahrens ist empfehlenswert, da es einen numerisch robusten Algorith-
mus liefert (Dahmen und Reusken 2008; S. 180).
Die numerisch ermittelten Modellvorhersagen sind im Rahmen dieser Arbeit mithilfe normierter Intensi-
täten auf Plausibilität überprüft worden. Um numerisch bedingte Irregularitäten bestmöglich ausschließen
beziehungsweise identifizieren zu können, eignet sich die Forderung nach glatten normierten Intensitäten
sowie

0≤ Ik
I1
< 1 . (5.41)

Es ist jedoch zu beachten, dass diese Bedingungen notwendigaber nicht hinreichend dafür sind, numeri-
sche Irregularitäten ausschließen zu können. Als weitere Validierungsmaßnahme wurden daher ebenfalls
Modellrechnungen mitη0 = η∞ durchgeführt, sodass das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element formal in
das BINGHAM -HOOKE Element (Boisly et al. 2017) übergeht. Der Abgleich mit den semi-analytisch be-
stimmten Modellvorhersagen des BINGHAM -HOOKE Elements brachten zufriedenstellende Ergebnisse.
(Folgerung 3)

4(Schäfer 1999; S. 165), (Plato 2006; S. 99), (Freund und Hoppe 2007; S. 292, 335), (Dahmen und Reusken 2008; S. 181)
5(Pahl und Damrath 2000; S. 248), (Freund und Hoppe 2007; S. 325), (Dahmen und Reusken 2008; S. 180)
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k+1→ kk+1→ k

q+1→ q

G, τy, η0, η∞, K1, Arel, Aabs

tk, tk+1, γk
cbh, γk+1

cbh , γk
b.cbh, τk

cbh

∆tk = tk+1− tk

∆γk
cbh= γk+1

cbh −γk
cbh

τ trial.k+1
cbh = τk

cbh+G∆γk
cbh

F (τ trial.k+1
cbh ) = ∣τ trial.k+1

cbh ∣−τy

F (τ trial.k+1
cbh ) ≤ 0

ja

ja

nein

nein

τk+1
cbh = τ trial.k+1

cbh

γk+1
b.cbh= γk

b.cbh
τk+1.q=0

cbh = τk
cbh

τk+1.q+1
cbh

(5.36)
(5.37)= τk+1.q

cbh −
g(τk+1.q

cbh )
g′ (τk+1.q

cbh )

g(τk+1.q+1
cbh ) ≤Aabs ∨ ∣τk+1.q+1

cbh −τk+1.q
cbh

τk+1.q+1
cbh

∣ ≤Arel

τk+1
cbh = τk+1.q+1

cbh

γk+1
b.cbh= γk+1

cbh −
τk+1

cbh
G

Abbildung 5.2: Programmablaufplan der numerischen Implementierung der konstitutiven Beziehungen des
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements
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5.3 Materialantwort des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements für eine
konstante Schubverzerrungsrate

Zur Bestimmung der Fließkurve des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements wird die Materialantwort zu
der verzerrungsgesteuerten Anregungγ i

cbh = ˙̃γcbht i mit konstanter Schubverzerrungsrate˙̃γcbh = konst und
t i = t1 . . .tn Zeitschritten unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung τcbh(t = 0) = 0 bestimmt. Dies ge-
schieht numerisch unter Anwendung des in Abschnitt5.2 vorgestellten numerischen Berechnungsverfah-
rens. Die Ergebnisse sind in Abbildung5.3präsentiert. Der Vorfließbereich ist für˙̃γcbh>0 durch 0≤ γcbh≤

τy

G
gegeben. Die Kurven der Spannung in Abhängigkeit der Schubverzerrung sind in diesem Bereich identisch.

τ c
bh

/ P
a

t/s

G ˙̃γcbh
1

0 τy

G ˙̃γcbh
0.0040.0060.008

0

τy

τcbh.∞( ˙̃γcbh)

(a) Spannung als Funktion der Zeit

τ c
bh

/ P
a

γcbh / 1

G
1

0 τy

G
0.0040.0060.008

0

τy

τcbh.∞( ˙̃γcbh)

(b) Spannung in Abhängigkeit der Schubver-
zerrung

Abbildung 5.3: Materialantwort des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements zur verzerrungsgesteuerten

Anregungγcbh = ˙̃γcbht mit ˙̃γcbh = 11
s

˙̃γcbh: ——,
˙̃γcbh
2 : −−− und

˙̃γcbh
3 : ⋯⋯ für G = 5 ⋅ 104Pa, τy = 50Pa,

η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas undK1 = 10s

Dies lässt sich auf das elastische Vorfließverhalten zurückführen, welches folglich ratenunabhängig ist.
Hingegen werden im Nachfließbereich ratenabhängige Materialeigenschaften aktiv. Infolgedessen hängen
die Spannungs-Verzerrungs-Kurven von der Schubverzerrungsrate ˙̃γcbh ab. Die Anfangstangente ist gege-
ben durch

d (τcbh∣γcbh= ˙̃γcbht)
dt

RRRRRRRRRRRRRRt=0
=G ˙̃γcbh (5.42)

d (τcbh∣γcbh= ˙̃γcbht)
dγcbh

RRRRRRRRRRRRRRt=0
=G . (5.43)

Ebenfalls ist zu erkennen, dass sich der stationäre Zustandnicht instantan einstellt

τcbh.∞ ≠ τcbh∣γcbh= ˙̃γcbht . (5.44)

Er hängt außerdem nicht von den elastischen Eigenschaften des Vorfließbereiches ab. Daher beeinflussen
ausschließlich die viskose Eigenschaften und der durch dieFließspannung bedingte, reibungsbehaftete
Effekt die Fließkurve (Folgerung 12)

τcbh.∞ = τy s̃ign( ˙̃γcbh)+(η∞+ η0−η∞
1+K1 ⋅ ∣ ˙̃γcbh∣ ) ˙̃γcbh . (5.45)

Die Fließkurve ist für scherverdünnendes Verhalten in Abbildung 5.4dargestellt. Da die Fließkurve wohl
definiert und die Gleichgewichtsrelation verschieden von Null ist, handelt es sich bei dem rCROSS-
BINGHAM -HOOKE Element um ein Material mit fest-flüssig Übergang. Aufgrundder Existenz einer Fließ-
spannung stellt es eine Flüssigkeit mit Fließspannung dar.Die Viskosität im Unendlichenη∞ kann sowohl
mittels der differentiellen Viskosität

ηcbh.diff = 2τyδ( ˙̃γcbh)+η∞+
η0−η∞(1+K1 ⋅ ∣ ˙̃γcbh∣)2 (5.46)
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τ c
bh
.∞

/ P
a

˙̃γcbh / s−1

−τy

0

τy

0

11η0

˙̃γc.1

η∞

1
K1

˙̃γc.2

Abbildung 5.4: Fließkurve des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements fürτy = 50Pa,
η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 10s undκ2 = 0.25. Der SchubmodulG hat keinen Einfluss auf die
Modellvorhersage des stationären Zustands.

als auch mithilfe der dynamischen Viskositätηcbh.dyn nach Gleichung (3.70) bestimmt werden. Es ergibt
sich in beiden Fällen

lim
˙̃γcbh→∞

ηcbh.diff = η∞ (5.47)

lim
˙̃γcbh→∞

ηcbh.dyn = η∞ , (5.48)

wenngleich in Abbildung5.5 zu erkennen ist, dass die dynamische Viskosität wesentlichspäter als die
differentielle Viskosität konvergiert. Die Nullviskosität

lim
˙̃γcbh→0
˙̃γcbh>0

ηcbh.diff = η0 (5.49)

kann mittels des rechtsseitigen Grenzwertes an Null, dem Limes für ˙̃γcbh→ 0 unter der Bedingung̃̇γcbh> 0,
bestimmt werden. Im Gegensatz dazu tendiert die dynamischeViskosität für diese Betrachtung gegen
Unendlich

lim
˙̃γcbh→0
˙̃γcbh>0

ηcbh.dyn =∞ . (5.50)

Daher eignet sich die dynamische Viskosität, vom theoretischen Standpunkt aus betrachtet, nicht zur Be-
stimmung der Nullviskosität (Folgerung 12). Je geringer der Betrag der Verzerrungsrate ist, desto mehr
unterscheiden sich dynamische und differentielle Viskosität. Das Defizit der dynamischen Viskosität hin-

∞

η c
bh
.d

iff
/ P

a
s

˙̃γcbh / s−1

η c
bh
.d

yn
/ P

a
s

η∞
(1+κ2)η∞
(1−κ2)η0

η0

0˙̃γc.1
1

K1
˙̃γc.2

(a) Lineare Skalierung

∞

η c
bh
.d

iff
/ P

a
s

˙̃γcbh / s−1

η c
bh
.d

yn
/ P

a
s

10−4 10−3 ˙̃γc.1
1

K1
˙̃γc.2 101

η∞
(1+κ2)η∞
(1−κ2)η0

η0

(b) Semilogarithmische Skalierung

Abbildung 5.5: Differentielle und dynamische Viskosität des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements fürτy = 50Pa,η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 10s undκ2 = 0.25

sichtlich der Anwendung auf Flüssigkeiten mit Fließspannung ist jedoch für den scherverdickenden Fall
noch eindrucksvoller motiviert. Wie in Abbildung3.11aus Abschnitt3.7 bereits gezeigt wurde, stimmen
für das scherverdickende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element das qualitative Verhalten der dynamischen
und differentiellen Viskosität nicht überein. Aufgrund der Scherverdickung ist die differentielle Visko-
sität monoton steigend. Die dynamische Viskosität kann dieses Verhalten nicht wiedergeben. Sie besitzt
monoton fallendes Verhalten, das definitionsbedingt rein mathematischer Natur und auf Gleichung (5.50)
zurückzuführen ist.
Neben 1

K1
können die charakteristischen Schubverzerrungsraten˙̃γc.1 und ˙̃γc.2 völlig analog zum rCROSS
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Dämpfer (Boisly et al. 2015; Absch. 4) eingeführt werden, sodass die vier Bereiche˙̃γcbh≤ ˙̃γc.1, ˙̃γc.1 ≤ ˙̃γcbh≤
1

K1
, 1

K1
≤ ˙̃γcbh≤ ˙̃γc.2 und ˙̃γcbh≥ ˙̃γc.2 der Fließ- und Viskositätskurven aus Abbildungen5.4und5.5eindeutig

definiert sind. Im ersten Bereich ist die differentielle Viskosität annähernd unabhängig von der Schubver-
zerrungsrate. Sie besitzt das NEWTONsches Plateauηcbh.diff = η0. Somit kann˙̃γc.1 als kritische Schubver-
zerrungsrate (Hess, Kröger und Fischer 2006; S. 396)

γ̇cr = ˙̃γc.1 (5.51)

interpretiert werden, welche die Grenze des praktisch linearen Bereichs beschreibt. Dieser Sachverhalt
liefert die Berechnungsgrundlage (Boisly et al. 2015; Gl. (29))

∣η∞+ η0−η∞
(1+K1⋅∣ ˙̃γc.1∣)2 −η0∣

η0
≤ κ2 (5.52)

zur Bestimmung voṅ̃γc.1. Für scherverdünnendes Verhalten giltη∞+ η0−η∞
(1+K1⋅∣ ˙̃γc.1∣)2 <η0 , sodass (Boisly et al.

2015; Gl. (30))

η∞ < η0 ∶ ∣ ˙̃γc.1∣ ≤ 1
K1
(√ η0−η∞(1−κ2) ⋅η0−η∞

−1) . (5.53)

Der Parameterκ2 definiert die prozentuale Abweichung zwischenηcbh.diff ( ˙̃γc.1) undη0. Die Grenze zwi-
schen dem dritten und vierten Bereich der Fließ- und Viskositätskurve,˙̃γc.2, wird analog ermittelt. Für die
differentielle Viskosität gilt dann (Boisly et al. 2015; Gl. (33))

∣η∞+ η0−η∞
(1+K1⋅∣ ˙̃γc.2∣)2 −η∞∣

η∞
≤ κ2 . (5.54)

Unter Berücksichtigung von scherverdünnendem Verhalten findet man η0−η∞
(1+K1⋅∣ ˙̃γc.1∣)2 > 0 und folglich

(Boisly et al. 2015; Gl. (34))

η∞ < η0 ∶ ∣ ˙̃γc.2∣ ≥ 1
K1
(√η0−η∞

κ2η∞
−1) . (5.55)

Gleichungen (5.53) und (5.55) kann entnommen werden, dassK1 den Übergang der beiden NEWTONschen
Plateaus6 beschreibt, sobaldη0 und η∞ fix sind. Abschließend sei darauf hingewiesen, dassκ2 nicht
restriktionsfrei gewählt werden kann. Es muss ausreichendklein gewählt werden, sodass (Boisly et al.
2015; Gl. (35))

˙̃γc.1 <
1

K1
< ˙̃γc.2 . (5.56)

Letztere Bedinung ist für endliche Werte von1K1
stets realisierbar da (Boisly et al. 2015; Gl. (36), (37))

lim
κ2→0

˙̃γc.1 = 0 (5.57)

lim
κ2→0

˙̃γc.2 =∞ . (5.58)

6(de Souza Mendes und Dutra 2004; S. 297), (Claracq et al. 2004; S. 45)
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5.4 Verhalten des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements unter verzer-
rungsgeregelter sinusförmiger Anregung mit physikalischgroßer Am-
plitude

Die Spannungsantwort für eine verzerrungsgesteuerte sinusförmige Anregungγcbh= γ̂ sin(ω t) besitzt auf-
grund der nichtlinearen Eigenschaften des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements eine große Vielfalt. Die-
se ist in Abbildung5.6(a) angedeutet. Einige der Spannungsverläufe visualisieren die Materialantwort
innerhalb des MODEω /1, MODE ω /2, MODE γ̂ /2, MODE γ̂ /3 oder MODEγ̂ /4. Diese Modi definie-
ren Schnittebenen der dreidimensional dargestellten Speicher- und Verlustmoduli. Sie werden in den Ab-
schnitten5.4.1und5.4.2eingeführt. Die entsprechenden Verläufe der inneren Variablen sind der Abbildung
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Abbildung 5.6: Materialantwort des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements zu verzer-
rungsgeregelten sinusförmigen Anregungen fürG= 5⋅104Pa,η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s und
τy = 5 ⋅10−5Pa; [γ̂ = 10−8, MODE ω /1: ω = 1 rad

s ]: ⋯⋯ ; [MODE γ̂ /3 & ω /1: γ̂ = γ̂cbh.2 = 7 ⋅10−8, ω = 1 rad
s ]:

- ⋅ - ⋅ -; [MODE γ̂ /2: γ̂ = γ̂cbh.1 = 3.1 ⋅10−9, ω = 10 rad
s ]: −−−; [γ̂ = 10−8, ω = 10 rad

s ]: - ⋅ - ⋅ -; [MODE γ̂ /3:
γ̂ = γ̂cbh.2 = 7 ⋅10−8, ω = 10 rad

s ]: ——; [MODE γ̂ /4 & ω /2: γ̂ = 2 ⋅10−6, ω = 1
α0
= 100rad

s ]: ——; [γ̂ = 10−5,

MODE ω /2: ω = 1
α0
= 100rad

s ]: −−−

5.6(b)zu entnehmen. Die Spannungsantworten sind mittels des in Abschnitt5.2aufbereiteten Algorithmus
numerisch bestimmt. Es wurde eine konstante Zeitschrittweite ∆tk = ∆t vorgegeben, die einen möglichst
kleinen numerischen Gesamtfehler, der sich aus dem Diskretisierungs- und Rundungsfehler zusammen-
setzt, liefert. Eine adaptive Schrittweitensteuerung7 wurde nicht angewendet. Der Diskretisierungsfehler
wird maßgeblich von der Wahl der Diskretisierungsmethode beeinflusst und nimmt mit steigender Zeit-
schrittweite zu. Der Rundungsfehler ergibt sich aus der numerischen Genauigkeit8 und fällt mit steigender
Zeitschrittweite ab. Somit zeigen die beiden Fehlertypen in Abhängigkeit der Zeitschrittweite∆t inverses
Verhalten. Es existiert daher eine optimale Zeitschrittweite, der ein minimaler Gesamtfehler zugeordnet
werden kann9. Untersuchungen unter den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Bedingungen haben ge-
zeigt, dass∆t = T

105 eine gute Wahl ist, um entweder das relative Abbruchkriterium Arel = 10−1 oder das
absolute AbbruchkriteriumAabs= 10−2 zu erfüllen. Die untere Grenze der Zeitschrittweite, welche die
Rekonstruktion der Spannungsantwort über den gesamten Frequenzbereich sicherstellt, kann mittels des
Abtasttheorems (NYQUIST-SHANNON Theorem) 10 ermittelt werden. In Abhängigkeit von der zu untersu-
chenden Zahl Höherharmonischerk ergibt sich

∆t < T

2k
. (5.59)

7(Stoer und Bulisch 2005; S. 133), (Plato 2006; S. 166)
8(Schwetlick und Roos 1999; S. 121), (Stoer und Bulisch 2005; S. 128)
9(Schwetlick und Roos 1999; S. 134), (Plato 2006; S. 157)

10(Paul 1987; S. 19), (Mildenberger 1989; S. 83), (Best 1991; S. 73), (Nelson und Dealy 1993; S. 206), (Wolf 1998; S. 255),
(Hoffmann 1998; S. 33), (Stearns und Hush 1999; S. 39, 70), (Werner 2000; S. 226), (Scheithauer 2004; S. 267), (Girod et al.
2005; S. 259), (Hoffmann 2005; S. 38)
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In dieser Arbeit werden für das scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element Höherharmoni-
sche bis einschließlich der neunten Ordnung,k = 9, betrachtet. Die Darstellung der Spannungsantwort in
Form von LISSAJOUSDiagrammen ist in Abbildung5.7 entsprechend dem rheologischen Fingerabdruck
nach EWOLDT 11 gegeben. Die Anordnung des gesamten Spektrums an LISSAJOUSDiagrammen ist im
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Abbildung 5.7:(a)Erstes LISSAJOUSDiagramm und(b) zweites LISSAJOUSDiagramm des scherverdün-
nenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements zu verzerrungsgesteuerten sinusförmigen Anregungen für
G= 5⋅104Pa,η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s undτy = 5⋅10−5Pa; [γ̂ = 10−8, MODEω /1: ω = 1 rad

s ]:
⋯⋯ ; [MODE γ̂ /3 & ω /1: γ̂ = γ̂cbh.2 =7⋅10−8, ω =1 rad

s ]: - ⋅ - ⋅ -; [MODE γ̂ /2: γ̂ = γ̂cbh.1 =3.1⋅10−9, ω =10 rad
s ]:

−−−; [γ̂ = 10−8, ω = 10 rad
s ]: - ⋅ - ⋅ -; [MODE γ̂ /3: γ̂ = γ̂cbh.2 = 7⋅10−8, ω = 10 rad

s ]: ——; [MODE γ̂ /4 & ω /2:
γ̂ = 2⋅10−6, ω = 1

α0
= 100rad

s ]: ——; [γ̂ = 10−5, MODE ω /2: ω = 1
α0
= 100rad

s ]: −−−

ersten und zweiten PIPKIN Diagramm (Abbildungen5.8 und 5.9) in Abhängigkeit der Lastparameter(γ̂ , ω) zu erkennen. Die LISSAJOUS Diagramme, die denen eines BINGHAM -HOOKE Elements aus
Boisly et al.(2017; Abb. A.17b, A.17c) ähneln, sind in der gelben Box zusammengefasst. Diejenigen
mit Ähnlichkeiten zum rCROSS-MAXWELL Element (Boisly et al. 2015; Abb. 20, 21) sind grau
hinterlegt. LISSAJOUSDiagramme ähnlich zu denen des rCROSSDämpfers sind blau hervorgehoben.
Der rCROSS Dämpfer sowie dessen charakteristische Zustände, MODE 2−−−, MODE 3 - ⋅ - ⋅ - und
MODE 4 ——, sind inBoisly et al.(2015; Abb. 7) definiert. Des Weiteren treten LISSAJOUSDiagramme
auf, die denen der HOOKEschen Feder, des NEWTONschen Dämpfers, des MAXWELL , Reib- (Maxey et al.
2008; Abb. 1), PRANDTL (Boisly et al. 2014b; Abb. 7) und BINGHAM Elements (Maxey et al. 2008;
Abb. 1) entsprechen. Daran ist zu erkennen, dass das Spektrum aller LISSAJOUSDiagramme, welches
zweckmäßig in einem PIPKIN Diagramm angeordnet wird, für ein Material beziehungsweise Materialm-
odell charakteristisch ist (Folgerung 14).

Zur Berechnung des Speicher- und Verlustmoduls des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Elements werden die Spannungsantworten nach der Vorschrift entsprechend den Gleichungen (3.121)
und (3.122) numerisch integriert. Die numerische Integration erfolgt mit NEWTON-Codesvom Grad
n= 5 (Freund und Hoppe 2007; S. 166) 12

∆x=x2−x1

5
= konst (5.60)

x2

∫
x1

y(x)dx≈x2−x1

288
{19[y(x1)+y(x1+5∆x)]+75[y(x1+∆x)+y(x1+4∆x)]+

50[y(x1+2∆x)+y(x1+3∆x)]} (5.61)

solange, bis die Gleichungen (3.151) und (3.152) mit κ1 ≤ 0.05 erfüllt sind. NEWTON-Codes kommen im
Rahmen dieser Arbeit für die numerische Integration zur Anwendung, da sie für Datenreihen mit konstan-

11(Ewoldt 2006; S. 34), (Ewoldt et al. 2007a; S. 634), (Ewoldt 2009; S. 59), (Ewoldt et al. 2010; S. 191, 209)
12NEWTON-Codes bis zum Gradn = 4 werden bei (Zurmühl 1965; S. 239), Oelschlägel und Matthäus(1988; S. 48),

Dahmen und Reusken(2008; S. 353) undPlato(2006; S. 117) diskutiert.
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Abbildung 5.8: Erstes PIPKIN Diagramm,τcbh.∞̃/MAX {τcbh.∞̃} aufgetragen überγcbh/γ̂ , für das scherver-
dünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element mitG= 5 ⋅104Pa,η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s
und τy = 5 ⋅10−5Pa; gelbe Box: BINGHAM -HOOKE Verhalten; graue Box: Verhalten eines scherverdün-
nenden rCROSS-MAXWELL Elements; blaue Box: Verhalten des scherverdünnenden rCROSSDämpfers in
MODE 2−−−, MODE 3- ⋅ - ⋅ - und MODE 4——
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Abbildung 5.9: Zweites PIPKIN Diagramm,τcbh.∞̃/MAX {τcbh.∞̃} aufgetragen übeṙγcbh/γ̂ω , für das
scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element mitG = 5 ⋅104Pa,η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas,
K1 = 104s und τy = 5 ⋅ 10−5Pa; gelbe Box: BINGHAM -HOOKE Verhalten; graue Box: Verhalten eines
scherverdünnenden rCROSS-MAXWELL Elements; blaue Box: Verhalten des scherverdünnenden rCROSS

Dämpfers in MODE 2−−−, MODE 3- ⋅ - ⋅ - und MODE 4——
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ter Zeitschrittweite∆xk = xk+1−xk = konst=∆xanwendbar sind und genauere Ergebnisse als die Trapezregel
liefern. Als Resultat erhält man Speicher- und Verlustmoduli des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements, die sowohl von der Kreisfrequenz als auch von der Schubverzerrungsamplitude abhän-
gen. Die grafische Darstellung als 3D Diagramme ist in Abbildung 5.10zu finden. Sie gibt einen ersten
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Abbildung 5.10: Speicher- und Verlustmodul des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Ele-
ments in Abhängigkeit der Kreisfrequenz und der Schubverzerrungsamplitude fürG = 5 ⋅ 104Pa, η0 =
500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s undτy = 5⋅10−5Pa

Eindruck zu der Abhängigkeit des Speicher- und Verlustmoduls von den Lastparametern(γ̂ , ω) wieder.
Der Vorfließbereich ist als derjenige Bereich erkennbar, für den der Verlustmodul Null ist. Dreidimensional
dargestellte Diagramme sind jedoch weder dazu geeignet, charakteristische Punkte hervorzuheben, noch
die diffizilen Flächen höherharmonischer Materialfunktionen zu visualisieren. Daher werden Speicher- und
Verlustmodul im Folgenden für ausgewählte Schnittebenen in zweidimensionaler Form präsentiert. Dies
ermöglicht außerdem den Abgleich zu experimentell ermittelten Daten. Die 2D Diagramme sind somit
die Grundlage für eine physikalisch begründete Parameteridentifikation unter Berücksichtigung charakte-
ristischer Punkte. Eine Schnittebene des 3D Diagramms fürω = konst definiert einen MODEω/ . . . . Für
γ̂ = konst resultiert eine Schnittebene, die als MODEγ̂/ . . . bezeichnet werden soll. Auf diese Art und Weise
können im Folgenden für das scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element fünf charakteristi-
sche Erscheinungsformen sowohl in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitude, MODEω /1 bis ω /5,
als auch in Abhängigkeit von der Kreisfrequenz, MODEγ̂ /1 bis γ̂/5, identifiziert werden.

5.4.1 FOURIER Transformierte in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitude für kon-
stante Kreisfrequenzen

Da keine analytischen Lösungen für die nichtlinear konstitutiven Beziehungen ermittelt werden konnten,
werden Speicher- und Verlustmoduli numerisch ermittelt. Somit besteht keine Möglichkeit, analytische
Ausdrücke charakteristischer Punkte als Resultat einer Kurvendiskussion abzuleiten. Da aber charakteris-
tische Punkte derGrenzfälledes rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements bekannt sind, können deren charak-
teristische Punkte in entsprechenden Lastfällen und für ausgewählte Bereiche auf das rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Element übertragen werden. Die lokalen Charakteristiken ausgewählter Bereiche werden durch
den Abgleich der lokalen Spannungsantwort mit den Spannungsantworten der mechanischen Grenzfälle
identifiziert. Mechanische Grenzfälle des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements sind

• der rCROSSDämpfer (Boisly et al. 2015; Absch. 5),
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• das PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b),

• das rCROSS-MAXWELL Element (Boisly et al. 2015; Absch. 7) und

• das BINGHAM -HOOKE Element (Boisly et al. 2017).

Der Abgleich der Spannungsantwort geschieht in geeigneterWeise unter Verwendung von LISSAJOUS

Diagrammen. Die ausgewählten Bereiche werden in den folgenden Abbildungen oberhalb der Graphen zu
Speicher- und Verlustmodul durch das jeweilige rheologische Grenzmodell dargestellt und abgegrenzt. In
diesem Sinn können für alle Modiω/ . . . das Anfangsplateau des Speichermoduls

G′cbh(γ̂ < γcr)∣ω/... = G′s=G , (5.62)

entsprechend dem BINGHAM -HOOKE Element (Boisly et al. 2017; Gl. (19)) und PRANDTL Element
(Boisly et al. 2014b; Gl. (33)) identifiziert werden. Die kritische Schubverzerrungsamplitude

γcr =
τy

G
(5.63)

kann unter der Annahme vonτcbh(t = 0) = 0 ebenfalls mittels des BINGHAM -HOOKE Elements
(Boisly et al. 2017; Gl. (A.4)) und des PRANDTL Elements (Boisly et al. 2014b; Gl. (24)) abgeleitet wer-
den.
Die erste Schnittebene konstanter Kreisfrequenz definiertdie Bezeichnung MODEω /1. Das Verhalten ist
in üblicher zweidimensionaler Form in Abbildung5.12dargestellt. Da∣γ̇b.cbh∣ für „kleine“ Verzerrungsam-
plituden vernachlässigbar ist, verhält sich das scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element zu-
nächst wie eine HOOKEsche Feder und anschließend wie ein PRANDTL Element (Folgerung 5). Das abso-
lute Maximum des Verlustmoduls (Boisly et al. 2014b; Gl. (39)) und der Höherharmonischenbcbh.k,ungerade

(Boisly et al. 2014b; Gl. (50)) sowie die Nullstelle der Höherharmonischenacbh.k,ungerade(Boisly et al.
2014b; Gl. (45))

MAX {G′′cbh(γ̂)}∣ω/1 =G′′cbh(γ̂ = 2γcr) (5.64)

G′′cbh(γ̂ = 2γcr)∣ω/1 = G′′p (γ̂ = 2γcr) = G

π
(5.65)

MAX {bcbh.k,ungerade(γ̂)}ω/1 = bcbh.k,ungerade(γ̂ = 2γcr)∣ω/1 k= 2n+1, n ∈N+ (5.66)

= bp.k,ungerade(γ̂ = 2γcr) (5.67)

=
2G(k+(−1) k+1

2 )
π(k+1)(k−1)k (5.68)

acbh.k,ungerade(γ̂ = 2γcr)∣ω/1 = ap.k,ungerade(γ̂ = 2γcr) = 0 k= 2n+1, n ∈N+ (5.69)

ergeben sich in Analogie zum PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b; Gl. (39), (45), (50)) und definieren
charakteristische Punkte(Folgerung 13). Hierbei bedeutet( )∣ω/1 die Auswertung des Ausdrucks( ) mit
der für MODEω /1 konstant gehaltenen Kreisfrequenz. In den grafischen Darstellungen ist zu erkennen,
dass ratenabhängige Effekte mit steigender Verzerrungsamplitude mehr Gewicht erhalten. Sie sind folg-
lich nicht vernachlässigbar. Abbildung5.12(a)kann entnommen werden, dass sich das scherverdünnende
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element zunächst wie ein BINGHAM -HOOKE Element mitη = η0 verhält,
bevor es das mechanische Verhalten eines rCROSSDämpfers annimmt. Folgerichtig können die charakte-
ristischen Punkte

F{G′′cbh(γ̂ ≈ ˙̃γc.1

ω
)}

ω/1
= G′′d = η0ω (5.70)

F{ lim
γ̂→∞

G′′cbh}
ω/1
= G′′d = η∞ω (5.71)

motiviert werden. Der OperatorF{( )}ω/1 ist hier so zu verstehen, dass er für MODEω /1 vom Ausdruck( ) die mathematische Beschreibungsweise des funktionellen Zusammenhangs extrahiert. Normierte In-
tensitäten sind in Abbildung5.12(c)dargestellt. Sie zeigen ein absolutes Maximum analog zum PRANDTL
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Element und ein relatives Maximum entsprechend dem rCROSSDämpfer. Wenn nichtlineares Material-
verhalten in guter Näherung vernachlässigt werden kann, soverschwinden normierte Höherharmonische
(Kirsch et al. 2001; S. 554). Dies ist zum einen der Fall, wenn das BINGHAM -HOOKE ähnliche Verhalten
in das rCROSSähnliche Verhalten mit NEWTONschem Charakterη = η0 übergeht. Zum anderen sind nor-
mierte Höherharmonische vernachlässigbar gering, wenn die Verzerrungsamplitude derart groß ist, dass
das rCROSSähnliche Verhalten NEWTONschen Charakter mitη = η∞ annimmt. Daraus können in Analo-
gie zum rCROSSDämpfer nachBoisly et al.(2015; Abb. 2) die charakteristischen Schubverzerrungsam-

plituden
˙̃γc.1
ω , 1

K1ω ,
˙̃γc.2
ω und γ̇c.3

ω mit

γ̇c.3 = h ˙̃γc.2 (5.72)

motiviert werden. Mittels des Parametersh kann sichergestellt werden, dass die Schubverzerrungsrate
γ̇cbh= γ̇c.3 cos(ω t) für κ3 ⋅100% der PeriodendauerT größer alṡγc.2 ist. Die entsprechende Bedingung

h(κ3) = 1

cos(κ3π
2 ) 0≤ κ3 < 1 (5.73)

kann in Abbildung5.11durch Auswerten einer Viertelperiode abgeleitet werden.

γ̇ c
bh

/ s
−

1

t / s
0 κ3

T
4

T
4

0
˙̃γc.2

γ̇c.3

Abbildung 5.11: Ansatz zur Berechnung des Parametersh(κ3) für sinusförmig verlaufende Verzerrungs-
raten

Die Darstellung der Harmonischen in der zweiten Schnittebene, MODEω /2, ist in Abbildung5.13 zu
erkennen. Das Materialverhalten wird von dem eines rCROSS-MAXWELL Elements dominiert, für das
nachBoisly et al.(2015; Gl. (80)-(83)) die charakteristischen Punkte

G′m.0 =
Gη2

0ω2

η2
0ω2+G2

(5.74)

G′′m.0 =
G2η0ω

η2
0ω2+G2

(5.75)

G′m.∞ =
Gη2
∞

ω2

η2
∞

ω2+G2
(5.76)

G′′m.∞ =
G2η∞ω

η2
∞ω2+G2

(5.77)

existieren. Für den scherverdünnenden Fall tritt MODEω /2 für ω = 1
α0

auf. Die charakteristischen Punkte
kann man daher in Analogie zuBoisly et al.(2015; Abb. 14, Gl. (80)-(83)) motivieren. Als Konsequenz
ergibt sich der Schnittpunkt zwischen Speicher- und Verlustmodul zu

G′cbh(γ̂)∣ω/2 = G′′cbh(γ̂)∣ω/2 =G′m.0 =G′′m.0 =
G

2
. (5.78)

Im Gegensatz dazu wird in der Literatur13 auch postuliert, dass der SchnittpunktG′(γ̂) =G′′(γ̂) den Fließ-
beginn und die Fließverzerrung definiert. Dies trifft, wie an Gleichung (5.78) zu erkennen ist, für das scher-
verdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element nicht zu. Stattdessen ist die Fließverzerrung identisch

13(Pham et al. 2006; S. 627), (Pham et al. 2008; S. 659, Tab. 2), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 583, 585),
(Carrier und Petekidis 2009; S. 255), (Renou et al. 2010; S. 1227), (Koumakis und Petekidis 2011; S. 2459, 2461), (Laurati et al.
2011; S. 682), (Lim und Ahn 2013; S. 648), (Koos et al. 2014; S. 951)
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der kritischen Schubverzerrung. Die Fließverzerrung fällt folglich mit dem Ansteigen des Verlustmoduls
beziehungsweise mit dem Abfall des Speichermoduls zusammen. (Folgerung 15) Ein weiterer charakteris-
tischer Punkt ist der Plateauwert des Verlustmoduls im Unendlichen

F{ lim
γ̂→∞

G′′cbh}
ω/2
= G′′d = η∞ω , (5.79)

der sich fürγ̂ > γ̇c.3
ω einstellt. Die normierten Intensitäten sind maximal, wennsich das scherverdünnende

rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element analog zum rCROSS-MAXWELL Element verhält. Sie verschwinden
für ausreichend große Verzerrungsamplituden, wenn das scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Element annähernd NEWTONsches Verhalten mitη = η∞ zeigt.
Die harmonischen Materialfunktionen für MODEω /3 sind in Abbildung5.14dargestellt. Er ist durch das
Verhalten eines rCROSS-MAXWELL Elements nachBoisly et al.(2015; Abb. 16) motiviert. Die Definition
für MODE ω /3

G′′cbh(γ̂ ≫ γcr)∣ω/3 = lim
γ̂→∞

G′′cbh∣
ω/3
=G′′m.0 =G′′m.∞ (5.80)

beinhaltet, dass das erste Plateau des VerlustmodulsG′′m.0 mit dem zweiten PlateauG′′m.∞ identisch ist.
Weitere charakteristische Punkte sind das Endplateau des Speichermoduls,G′m.∞, im MAXWELL ähnlichen
Bereich sowie das Maximum des Verlustmoduls

lim
γ̂→∞

G′cbh∣
ω/3
=G′m.∞ (5.81)

MAX {G′′cbh(γ̂)}ω/3 ≈
G

2
(5.82)

nahe dem Schnittpunkt zwischen Speicher- und Verlustmodul. Die normierten Intensitäten sind genau dann
vernachlässigbar, wenn das Verhalten des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements ab-
schnittsweise annähernd durch die linearen Modelle der HOOKEschen Feder oder dem MAXWELL Ele-
ment mitη = η0 oderη = η∞ beschrieben werden kann.
Die Schnittebene MODEω/4 tritt für scherverdünnendes Verhalten beiω = 1

α∞ auf. Die entsprechenden
harmonischen Materialfunktionen sind in Abbildung5.15dargestellt. Es sind die charakteristischen Punkte

lim
γ̂→∞

G′cbh∣
ω/4
= lim

γ̂→∞
G′′cbh∣

ω/4
=G′m.∞ =G′′m.∞ =

G

2
(5.83)

G′cbh(γ̂ < γcr)∣ω/4 = G′cbh(γ̂ < γcr)∣ω/1 =G (5.84)

zu erkennen. Da die normierten Intensitäten geringer als 5 %sind, können sie vernachlässigt werden. Dies
ist damit zu erklären, dass das Verhalten des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements
über den gesamten Amplitudenbereich durch lineare Materialmodelle, der HOOKEschen Feder und dem
MAXWELL Element mitη = η∞, abbildbar ist.
Für ω ≫ 1

α∞ ergibt sich für das scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element MODEω/5. An-
hand der Materialfunktionen, die in Abbildung5.16dargestellt sind, ist zu erkennen, dass es sich in guter
Näherung über den gesamten Amplitudenbereich wie eine HOOKEsche Feder verhält. Demnach gilt

G′cbh(γ̂)∣ω/5 =G (5.85)

und normierte Intensitäten sind nahezu Null.
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Abbildung 5.12: MODEω /1: Materialfunktionen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Elements in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitude für ω = 1 rad
s , G = 5 ⋅ 104Pa, η0 = 500Pas,

η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s, τy = 5 ⋅10−5Pa,κ2 = 0.05 undκ3 = 0.95; in (b) und (c) mitk = 3: —— & —
—, k= 5:⋯⋯ & ⋯⋯, k= 7: −−− & −−−, k= 9: - ⋅ - ⋅ -, abh.9: - ⋅ - ⋅ - undbbh.9: - ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.13: MODEω /2: Materialfunktionen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Elements in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitude für ω = 1
α0
= 100rad

s , G= 5⋅104Pa,η0 = 500Pas,

η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s, τy = 5 ⋅10−5Pa,κ2 = 0.05 undκ3 = 0.95; in (b) und (c) mitk = 3: —— & ——,
k= 5:⋯⋯ & ⋯⋯, k= 7: −−− & −−−, k= 9: - ⋅ - ⋅ -, abh.9: - ⋅ - ⋅ - undbbh.9: - ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.14: MODEω /3: Materialfunktionen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Elements in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitude für ω = 520rad
s , G = 5 ⋅ 104Pa, η0 = 500Pas,

η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s undτy = 5 ⋅10−5Pa; in (b) und (c) mitk = 3: —— & ——, k = 5: ⋯⋯ & ⋯⋯,
k= 7: −−− & −−−, k= 9: - ⋅ - ⋅ -, abh.9: - ⋅ - ⋅ - undbbh.9: - ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.15: MODEω /4: Materialfunktionen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Elements in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitude für ω = 1
α∞ = 2667rad

s , G = 5 ⋅ 104Pa, η0 =
500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s undτy = 5⋅10−5Pa; in (b) und (c) mitk= 3: —— & ——, k= 5:⋯⋯ &
⋯⋯, k= 7: −−− & −−−, k= 9: - ⋅ - ⋅ -, abh.9: - ⋅ - ⋅ - undbbh.9: - ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.16: MODEω /5: Materialfunktionen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Elements in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitude für ω = 2 ⋅104 rad
s , G = 5 ⋅104Pa,η0 = 500Pas,

η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s undτy = 5 ⋅10−5Pa; in (b) und (c) mitk = 3: —— & ——, k = 5: ⋯⋯ & ⋯⋯,
k= 7: −−− & −−−, k= 9: - ⋅ - ⋅ -, abh.9: - ⋅ - ⋅ - undbbh.9: - ⋅ - ⋅ -
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5.4.2 FOURIER Transformierte in Abhängigkeit der Kreisfrequenz für kons tante Schub-
verzerrungsamplitude

Die Auswertung der harmonischen Materialfunktionen in Abhängigkeit der Kreisfrequenz für eine festge-
haltene Schubverzerrungsamplitude erfolgt auf Grundlageder Modellvorhersagen des BINGHAM -HOOKE

Elements (Boisly et al. 2017; Absch. 3.2) und des rCROSS-MAXWELL Elements (Boisly et al. 2015;
Absch. 7.1). In dazu analoger Weise können fünf charakteristische Schnittebenen konstanter Amplitude
des in Abbildung5.10dreidimensional dargestellten Speicher- und Verlustmoduls abgeleitet werden. Die
erste charakteristische Schnittebene ergibt sich für eineVerzerrungsamplitudêγ unwesentlich größer als
die kritische Schubverzerrungγcr. Um die weiteren vier Schnittebenen festzulegen, werden die drei cha-
rakteristischen Schubverzerrungsamplitudenγ̂cbh.1, γ̂cbh.2 und γ̂cbh.3 eingeführt. Die fünf charakteristischen
Schnittebenen, MODÊγ /1 bis MODEγ̂ /5, sind somit wie folgt definiert

MODE γ̂/1 ∶ γ̂ ≳ γcr (5.86)

MODE γ̂/2 ∶ γ̂ = γ̂cbh.1 (5.87)

MODE γ̂/3 ∶ γ̂ = γ̂cbh.2 (5.88)

MODE γ̂/4 ∶ γ̂cbh.2 < γ̂ < γ̂cbh.3 (5.89)

MODE γ̂/5 ∶ γ̂ = γ̂cbh.3 . (5.90)

Die Kriterien, nach denen man konkrete Zahlenwerte fürγ̂cbh.1, γ̂cbh.2 und γ̂cbh.3 findet, sind im Folgenden
erklärt. Die erste charakteristische Schubverzerrungsamplitude, γ̂bh.1, ergibt sich aus der Bedingung, dass
Speicher- und Verlustmodul im Bereich „kleiner“ Kreisfrequenzen identisch sind. Da sich, wie in Abbil-
dung 5.18(a)zu erkennen ist, das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element in diesem Bereich ähnlich dem
eines PRANDTL Elements verhält, folgt

γ̂cbh.1 ∶ lim
ω→0

G′p(γ̂cbh.1) != lim
ω→0

G′′p (γ̂cbh.1) . (5.91)

Die zweite charakteristische Schubverzerrungsamplitude, γ̂bh.2, ist die kleinst mögliche Schubverzerrungs-
amplitude, für die Speicher- und Verlustmodul bei der Kreisfrequenzω = 1

α0
identisch sind

γ̂cbh.2 =MIN
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ γ̂ ∣

G′cbh(ω= 1
α0
) !
≈G′′cbh(ω= 1

α0
)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (5.92)

Da Gleichung (5.92) analytisch nicht näher konkretisiert werden kann, wirdγ̂cbh.2 numerisch bestimmt. Da-
zu werdeni = 1. . .n diskrete Amplitudenγ̂i ausgewertet, analog zum Vorgehen beim BINGHAM -HOOKE

Element (Boisly et al. 2017). Aufgrund der Analogien zum rCROSS-MAXWELL Elements, besitzt das
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element die zweite charakteristische Relaxationszeit1

α∞ . Infolgedessen er-
gibt sich die dritte charakteristische Schubverzerrungsamplitude,γ̂cbh.3. Sie ist die kleinst mögliche Schub-
verzerrungsamplitude, für die Speicher- und Verlustmodulbei der Kreisfrequenzω = 1

α∞ identisch sind

γ̂cbh.3 =MIN { γ̂ ∣
G′cbh(ω= 1

α∞
) !
≈G′′cbh(ω= 1

α∞
)} . (5.93)

Auf Grundlage der eingeführten charakteristischen Schubverzerrungsamplituden werden im Folgenden
die fünf charakteristischen Schnittebenen des Speicher- und Verlustmoduls, MODÊγ /1 bis γ̂ /5, eindeu-
tig abgegrenzt. Unabhängig davon zeigen jedoch alle Modiγ̂/ . . . gleichermaßen, dass sich das rCROSS-
BINGHAM -HOOKE Element für Frequenzen oberhalb der größten Relaxationszeit ähnlich dem einer HOO-
KEschen Feder verhält. Sie besitzen den charakteristischen Punkt

lim
ω→∞

G′cbh∣
γ̂/...
=G′s=G . (5.94)

Die erste Schnittebene, MODÊγ /1, ist für eine Schubverzerrungsamplitude unwesentlich größer der kriti-
schen Schubverzerrung{γ̂/1} ≳ γcr definiert. Somit ist die Schubverzerrungsrate∣γ̇b.cbh∣ vernachlässigbar.
Infolgedessen wird das Materialverhalten nicht von den nichtlinear viskosen Eigenschaften des rCROSS
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Dämpfers beeinflusst. Das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element verhält sich bei „kleineren“ Kreisfrequen-
zen ähnlich dem eines PRANDTL Elements und anschließend wie eine HOOKEsche Feder. Daraus ergeben
sich die charakteristischen Punkte

G′cbh(ω)∣γ̂/1 ≈G′p(γ̂ ≳ γcr) ≈G′s=G (5.95)

F{ lim
ω→0

G′′cbh}
γ̂/1
≈G′′p =

4τy

γ̂π
(1− τy

Gγ̂
) (5.96)

analog zuBoisly et al. (2014b; Gl. (33), (37)). (Folgerung 5) Das Symbol( )∣γ̂/1 ist hierbei so zu ver-
stehen, dass( ) für die Schubverzerrungsamplitude des MODEγ̂ /1 ausgewertet wird. Für das scherver-
dünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element reduzieren sich die normierten Intensitäten aufgrund des
HOOKEschen Verhaltens fürω > 1

α0
auf Null.

MODE γ̂ /2 liegt vor, wenn Speicher- und Verlustmodul für „kleinere“ Frequenzen annähernd identisch
sind

G′p(ω < 1
α0
)∣

γ̂/2
= G′′p (ω < 1

α0
)∣

γ̂/2
. (5.97)

Dieser Fall tritt fürγ̂ = γ̂cbh.1 ein. Der Verlauf der harmonischen Materialfunktionen ist in Abbildung5.18
dargestellt. Das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element verhält sich unterhalb der kleinsten Relaxationszeit
ähnlich dem eines PRANDTL Elements. Dies motiviert die charakteristischen Punkte

F{G′cbh(ω≪ 1
α0
)}

γ̂/2
=G′p = G{1

2
+

1
2π

sin[2arcsin(1− 2τy

Gγ̂
)]

−
1
π
⋅arcsin[1− 2τy

Gγ̂
]+ 4

π

√
τy

Gγ̂
(2τy

Gγ̂
−1)√1−

τy

Gγ̂
} (5.98)

F{G′′cbh(ω≪ 1
α0
)}

γ̂/2
= F{G′′cbh(ω ≪ 1

α0
)}

γ̂/1
(5.96)= G′′p =

4τy

γ̂π
(1− τy

Gγ̂
) (5.99)

analog zuBoisly et al.(2014b; Gl. (32), (37)). Die nichtlinear viskosen Eigenschaften des rCROSSDämp-
fers sind nach wie vor von untergeordneter Bedeutung. Die Schubverzerrungsamplitude ist allerdings aus-
reichend groß, sodass viskose Eigenschaften an Einfluss gewinnen. Im Gegensatz zu MODÊγ /1 verhält
sich das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element unmittelbar vor der kleinsten Relaxationszeit wieein BING-
HAM -HOOKE Element. Im Anschluss dessen geht es in den HOOKEschen Bereich über. Folglich sind die
normierten Intensitäten aufgrund des linearen Verhaltenspraktisch Null (Kirsch et al. 2001; S. 554).
Wird die Schubverzerrungsamplitude aufγ̂ = γ̂cbh.2 erhöht, beeinflussen auch die nichtlinear viskosen Ei-
genschaften des rCROSSDämpfers die harmonischen Materialfunktionen. Diese sindin Abbildung 5.19
für den scherverdünnenden Fall dargestellt und beschreiben MODE γ̂ /3. Wie zu erkennen ist, tritt der
Schnittpunkt zwischen Speicher- und Verlustmodul

G′cbh(ω = 1
α0
) =G′′cbh(ω = 1

α0
) =MAX {G′′cbh(ω)} (5.100)

analog zum scherverdünnenden rCROSS-MAXWELL Element bei der Relaxationszeitω = 1
α0

auf. Er fällt
mit dem Maximum des Verlustmoduls zusammen. Analog zuBoisly et al.(2015; Abb. 10 (a)) gilt folglich

G′cbh=G′′cbh=
G

2
. (5.101)

Des Weiteren ist das Verhalten im Anfangsbereich, das heißtfür Kreisfrequenzen, die viel kleiner als die
geringste Relaxationszeit sind, in guter Näherung mit dem des Reibelements vergleichbar. Daher ist der
Verlustmodul des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements nahezu identisch dem eines Reibelements14. Er
liefert den charakteristischen Punkt

F{G′′cbh(ω ≪ 1
α0
)}

γ̂/3
=G′′f =

4τy

γ̂π
. (5.102)

14(Ewoldt 2009; S. 170), (Ewoldt et al. 2010; S. 199)
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Folglich gilt ebenfalls

lim
ω→0

Icbh.k

Icbh.1
∣
γ̂/3
= If.k

If.1
= 1

k
. (5.103)

Außerdem existiert für das scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element unmittelbar umω ≲ ˙̃γc.1
γ̂

ein NEWTONscher Bereich, sodass die Nullviskositätη0 mittels des Anstiegs des Verlustmoduls zwischen
Plateau und Maximum

d G′′cbh(ω)
dω

∣
γ̂/3
≈ η0 für ω∣

d G′′
cbh
(ω)

dω =0

≪ω≪ 1
α0

(5.104)

bestimmt werden kann. Da normierte Intensitäten für lineare Materialmodelle Null sind (Kirsch et al. 2001;
S. 554), treten sie fürω > ˙̃γc.1

γ̂ praktisch nicht auf.

Innerhalb MODEγ̂/4 verschiebt sich das Maximum des Verlustmoduls vonω = 1
α0

zu ω = 1
α∞ . Dies er-

folgt analog zum rCROSS-MAXWELL Element nachBoisly et al.(2015; Abb. 11). Auch hier ist für das

scherverdünnende rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element in der Umgebung vonω ⪌ ˙̃γc.1
γ̂ ein NEWTONscher

Bereich zu verzeichnen, sodass die Nullviskosität mittels

d G′′cbh(ω ⪌ ˙̃γc.1
γ̂ )

dω

RRRRRRRRRRRRRγ̂/4 ≈ η0 (5.105)

abgeschätzt werden kann. Das Maximum sowie das Anfangsplateau des Verlustmoduls

G′cbh=G′′cbh=
G

2
(5.106)

F{G′′cbh(ω≪ 1
α0
)}

γ̂/4
=G′′f =

4τy

γ̂π
(5.107)

liefern weitere charakteristische Punkte. Entsprechend dem Anfangsverhalten, das dem Verhalten des Rei-
belements ähnlich ist, ergeben sich die Plateauwerte der normierten Intensitäten

lim
ω→0

Icbh.k

Icbh.1
∣
γ̂/4
= If.k

If.1
= 1

k
. (5.108)

Die Minima normierter Intensitäten sind auf NEWTONsches und HOOKEsches Verhalten zurückzuführen.
Die relativen Maxima werden durch nichtlineares Verhaltenanalog zum rCROSS-MAXWELL Element her-
vorgerufen.
MODE γ̂ /5 tritt für die Anregung mit einer Schubverzerrungsamplitude γ̂ = γ̂cbh.3 auf. Die entsprechen-
den Modellvorhersagen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements sind in Abbildung
5.21 gezeigt. Das Maximum des Verlustmoduls, welches mit dem Schnittpunkt zwischen Speicher- und
Verlustmodul

G′cbh(ω = 1
α∞
) =G′′cbh(ω = 1

α∞
) =MAX {G′′cbh(ω)} = G

2
(5.109)

zusammenfällt, befindet sich analog zum rCROSS-MAXWELL Element (Boisly et al. 2015; Abb. 12) bei
ω = 1

α∞ . Da der Verlustmodul bisω < 1
α0

über den Speichermodul dominiert, existieren die charakteristi-

schen Kreisfrequenzen
˙̃γc.1
γ̂ , 1

K1γ̂ ,
˙̃γc.2
γ̂ und γ̇c.3

γ̂ . Demnach können die Viskositäten

η0 =
d G′′cbh(ω = ˙̃γc.1

γ̂ )
dω

RRRRRRRRRRRRRγ̂/5 (5.110)

η∞ =
d G′′cbh(ω = γ̇c.3

γ̂ )
dω

RRRRRRRRRRRRRγ̂/5 (5.111)

in dem Bereich, wo sich das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element annähernd wie ein rCROSSDämpfer
verhält, als Tangente an den Verlustmodul identifiziert werden.
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Abbildung 5.17: MODE γ̂ /1: Materialfunktio-
nen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements in Abhängigkeit der Kreisfre-
quenz für γ̂ = 1.1 ⋅ γcr = 1.1 ⋅ 10−9, G = 5 ⋅ 104Pa,
η0 = 500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104 s undτy =
5 ⋅10−5Pa; in (b) und (c) mitk = 3: —— & ——,
k= 5:⋯⋯ & ⋯⋯, k= 7: −−− & −−−, k= 9: - ⋅ - ⋅ -
und- ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.18: MODE γ̂/2: Materialfunktio-
nen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements in Abhängigkeit der Kreisfre-
quenz fürγ̂ = γ̂cbh.1 = 3.1 ⋅10−9, G = 5 ⋅104Pa,η0 =
18.75Pas,η∞ = 500Pas,K1 = 104s und τy = 5 ⋅
10−5Pa; in (b) und (c) mitk= 3: —— & ——, k= 5:
⋯⋯ & ⋯⋯, k = 7: −−− & −−−, k = 9: - ⋅ - ⋅ - und
- ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.19: MODE γ̂ /3: Materialfunktio-
nen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements in Abhängigkeit der Kreisfre-
quenz fürγ̂ = γ̂cbh.2 = 7 ⋅10−8, G = 5 ⋅ 104Pa, η0 =
500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104 s, τy = 5 ⋅10−5Pa
und κ2 = 0.05; in (b) und (c) mitk = 3: —— & —
—, k = 5: ⋯⋯ & ⋯⋯, k = 7: −−− & −−−, k = 9:
- ⋅ - ⋅ - und- ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.20: MODE γ̂ /4: Materialfunktio-
nen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements in Abhängigkeit der Kreisfre-
quenz fürγ̂ = 2 ⋅10−6, G = 5 ⋅104Pa,η0 = 500Pas,
η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s,τy = 5⋅10−5Pa undκ2 =
0.05; in (b) und (c) mitk = 3: —— & ——, k = 5:
⋯⋯ & ⋯⋯, k = 7: −−− & −−−, k = 9: - ⋅ - ⋅ - und
- ⋅ - ⋅ -
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Abbildung 5.21: MODE γ̂ /5: Materialfunktio-
nen des scherverdünnenden rCROSS-BINGHAM -
HOOKE Elements in Abhängigkeit der Kreisfre-
quenz fürγ̂ = γ̂cbh.3 = 5 ⋅10−4, G = 5 ⋅104Pa,η0 =
500Pas,η∞ = 18.75Pas,K1 = 104s,τy = 5⋅10−5Pa,
κ2 = 0.05 undκ3 = 0.95; in (b) und (c) mitk= 3: —
— & ——, k= 5:⋯⋯ & ⋯⋯, k= 7: −−− & −−−,
k= 9: - ⋅ - ⋅ - und- ⋅ - ⋅ -



6. Charakteristische Punkte von Materialfunktio-
nen des endochronen MAXWELL Elements

In diesem Abschnitt wird ein endochrones Materialmodell zur Beschreibung ratenunabhängiger Hys-
teresen untersucht. Grundlegende Ideen zur endochronen Theorie können den Arbeiten vonIlyushin
(1954; Gl. (3.3)),Pipkin und Rivlin(1965; Gl. (2.6), (2.7)) und VALANIS 1 entnommen werden. Anwen-
dung finden endochrone Materialmodelle zur Modellierung des Materialverhaltens von Metallen2, Beton
(Valanis und Read 1986), geologischen Materialien (Valanis 1988), gefülltem PTFE3, Polypropylen4 und
RTM6 sowie RIM935 (Kästner et al. 2010). Ein dreidimensional verallgemeinertes Materialmodellfür
geometrisch lineare Theorie ist beiKästner(2010; S. 70) undKästner et al.(2012; S. 48) präsentiert. En-
dochrone Materialmodelle für große Deformationen findet man beiKhan und Huang(1995; S. 263),Haupt
(2002; S. 448 ff.),Netzker et al.(2010) undNetzker et al.(2013).
Valanis (1971c; S. 518) sowieValanis und Wu(1975; Gl. (1)) beschreiben ratenabhängige und raten-
unabhängige Effekte basierend auf einem sogenanntenmateriellen Zeitmaßstab du= dx

f (x) und einem so-

genanntenintrinsischen Zeitmaßstab dx=
√

dεi j Pi jkl dεkl +g2dt2. Daher bezeichnetValanis(1981; S. 250)
die Theorie alsendochron5. Die Funktion f (x), der positiv definite symmetrische TensorPi jkl ei⊗ej ⊗ek⊗
el und der Paramterg beschreiben Materialeigenschaften. Im Fall vong = 0 erhält man ratenunabhängi-
ges Materialverhalten6, das zur Modellierung plastischen Fließens genutzt werdenkann. Der endochrone
Modellierungsansatz wird beiValanis(1971c; S. 517) undValanis(1972; S. 113) damit begründet, dass
das Phänomen Fließen gewöhnlich ein kontinuierlicher Prozess ist, bei dem der Fließbeginn schwer zu
identifizieren ist. Im Gegensatz zu klassischen Plastizitätstheorien (Haupt 2002; Absch. 5.6, 5.7), welche
auf einer Fließfunktion und einer Fließbedingung fußen, sind im Rahmen einer endochronen Theorie zur
Beschreibung plastischer Eigenschaften weder Fließfunktion noch Fließbedingung erforderlich.
Ilyushin (1954) sowiePipkin und Rivlin(1965) formulieren mittels der kinematischen Bogenlängedu=√

dεi j dεi j , welche der Verzerrungsgeschichteεi j (t) zugeordnet ist, ratenunabhängiges Materialverhalten.
Diese Beschreibung stellt einen Spezialfall der Theorie nach VALANIS dar7. Er ergibt sich fürPi jkl = δi j δkl ,
f (x) = 1 sowieg= 0 (Valanis 1981; S. 251) und dem KRONECKERSymbol

δi j = { 1 : i = j (6.1a)

0 : i ≠ j . (6.1b)

Der Spezialfall geht im Eindimensionalen in Gleichung (3.56) über. Er wird im Folgenden zur Beschrei-
bung der konstitutiven Beziehungen des endochronen MAXWELL Elements verwendet. Die Umsetzung
erfolgte in Zusammenarbeit mitKammer(2015) im Rahmen einer studentischen Belegarbeit.

1(Valanis 1970), (Valanis 1971c), (Valanis 1971e), (Valanis 1971d), (Valanis 1972), (Valanis 1974), (Valanis und Wu 1975),
(Valanis 1975), (Valanis 1976), (Valanis 1971b), (Valanis 1971a), (Valanis 1980), (Valanis und Lee 1982), (Valanis 1983),
(Valanis und Fan 1983), (Valanis 1984), (Valanis und Fan 1984), (Valanis und Lee 1984), (Valanis und Read 1986), (Valanis
1988), (Valanis 1990)

2(Valanis 1971e), (Valanis 1971d), (Valanis 1974), (Valanis und Wu 1975)
3(Kletschkowski et al. 2002a), (Kletschkowski et al. 2004), (Kletschkowski et al. 2005)
4(Kästner et al. 2008), (Kästner et al. 2009), (Kästner 2010; S. 58 ff.), (Kästner et al. 2010), (Kästner et al. 2012)
5endossteht für innere, undchronosbedeutet Zeit
6(Valanis 1971c; S. 519), (Valanis und Wu 1975; Gl. (21)), (Kammer 2015; S. 5)
7Es sei an dieser Stelle allerdings erwähnt, dass dies nicht im Sinne vonValanis(1981; S. 249 ff.) ist. Nach Auffassung von

VALANIS sind die Arbeiten von ILYUSHIN, RIVLIN und PIPKIN keine endochrone Theorien. Er begründet dies damit, dass die
kinematische Bogenlängeu für alle Materialien gleich definiert wurde und keinerlei Einfluss vom Material unterliegt. Hingegen
bei VALANIS hängt die Bogenlänge von Materialfunktionen ab und wird alsinnerer, dem Material inne wohnender, Zeitmaßstab
interpretiert.
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6.1 Korrespondenzprinzip zum Ableiten endochroner Materialgesetze

Im nächsten Abschnitt werden die konstitutiven Beziehungen des endochronen MAXWELL Elements abge-
leitet. Diese erhält man, indem dasKorrespondenzprinzip8 auf das ratenabhängige viskoelastische MAX -
WELL Element angewendet wird. Das Korrespondenzprinzip besagt, dass jedes ratenabhängige Funktional
der Viskoelastizität in ein ratenunabhängiges Funktionalübergeht, wenn der physikalische Zeitmaßstab
t durch die Bogenlängeu ersetzt wird9. Die generelle Form der konstitutiven Beziehungen bleibt dabei
erhalten (Valanis 1971c; S. 525). Des Weiteren wird die Lastgeschichteγ(t), welche naturgemäß von der
physikalischen Zeit abhängt, mittels derBogenlänge10, 11 u beschrieben. Letztlich erhält man für die Last-
geschichte die nach Gleichung (3.61) eingeführte Darstellungγ(t) = [γ(u); u(t)].
Weil die konstitutiven Beziehungen des endochronen MAXWELL Elements im nächsten Abschnitt mit-
tels der strengen Anwendung des Korrespondenzprinzips abgeleitet werden, ergibt sich im Vergleich zu
HAUPT und KÄSTNER eine modifizierte Beschreibung. Anstelle des in Gleichungen (6.9) und (6.10) wir-
kenden FaktorsGβ , tritt bei Haupt(2002; Gl. (11.39)),Kästner(2010; Gl. (4.32)) undKästner et al.(2012;
Gl. (6)) lediglich der Faktorβ auf. Um jedoch im weiteren Verlauf der Arbeit den Charakter von β als
pseudo Fließspannung motivieren zu können, ist die strengeAnwendung des oben beschriebenen Korre-
spondenzprinzips erforderlich. Somit, und infolge des Analogieprinzipes, kann fürβ die Korrespondenz
zur Fließspannung des PRANDTL Elements aufgezeigt werden. Dieser Sachverhalt wird durchdie Herlei-
tung inKrawietz(1986; Gl. (2.69)) unterstützt, bei der die Evolutionsgleichungfür q direkt auf Basis der
konstitutiven Beziehungen des PRANDTL Elements motiviert ist. (Folgerung 18)

6.2 Konstitutive Gleichungen des endochronen MAXWELL Elements

Das rheologische Schaltbild des endochronen MAXWELL Elements12 ist in Abbildung6.1dargestellt. Die
das endochrone MAXWELL Element betreffenden Größen sind mit dem Literalindex( )ch versehen. Der

τchτch
γs.ch q

γch

G β

Abbildung 6.1: Rheologisches Schaltbild des endochronen MAXWELL Elements

Schubmodul beträgtG. Der Materialparameterβ wird alspseudo Fließspannungbezeichnet, da er für das
endochrone MAXWELL Element einen zur Fließspannungτy des PRANDTL Elements (Boisly et al. 2014b)
analogen Stellenwert besitzt. Die endochronen Materialgleichungen des MAXWELL Elements13 werden
mittels des Korrespondenzprinzips, ausgehend von der Beschreibung mittels einer innerer Variable vom
Verzerrungstypq und der zugeordneten Evolutionsgleichung (6.2b) nachHaupt(2002; Gl. (5.90), (5.91)),
abgeleitet. Somit erhält man14

τch(u) =G[γch(u)−q(u)] (6.2a)

q′(u) = G

β
[γch(u)−q(u)] . (6.2b)

8(Haupt 2002; S. 438, 445, 450), (Kästner 2010; S. 17), (Kästner et al. 2012; S. 46)
9englisches Originalzitat: „For every rate-dependent functional in viscoelasticity there is a rate-independent functional, which

is obtained when time is replaced by the (kinematic or generalised) arclength. Accordingly, there is a material model ofplasticity
to correspond to each material model of viscoelasticity“. (Haupt 2002; S. 438)

10(Haupt 1977; S. 146, 152), (Krawietz 1986; S. 25), (Valanis 1988; S. 6), (Keck 1998; S. 39)
11Die Bogenlänge kann über die parametrisch beschriebene Länge eines Kreisbogens motiviert werden.
12(Valanis 1971a; Abb. 4), (Krawietz 1986; Abb. 4.6, 2.15), (Keck 1998; Abb. 4.5), (Kletschkowski et al. 2002a; Abb. 4) ,

(Kletschkowski et al. 2004; Abb. 4), (Kletschkowski et al. 2004; Abb. 3), (Kästner 2010; Abb. 4.7), (Kästner et al. 2012; Abb. 11)
13(Giesekus 1994; S. 243), (Macosko 1994; S. 116), (Menges et al. 2002; S. 158), (Haupt 2002; S. 203, 322), (Kardelky 2004;

S. 35, 192), (Gross et al. 2004; S. 308), (Silber und Steinwender 2005; S. 156)
14(Valanis 1971a; S. 3-5), (Keck 1998; S. 39), (Haupt 2002; Gl. (11.38), (11.39)), (Kästner et al. 2008; Gl. (1)), (Kästner et al.

2009; Gl. (1), (2)), (Kästner 2010; S. 58), (Kästner et al. 2012; Gl. (4), (6)), (Kammer 2015; Gl. (4.27), (4.28))
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Der Ableitungsoperatorf ′( ) bezieht sich auf die Ableitung vonf nach der unabhängigen Variable( )
f ′( ) = d f

d( ) . (6.3)

In den Abschnitten6.3 und6.4 wird die von der Bogenlänge abhängige verzerrungsgesteuerte Anregung
γch(u) aus der von der physikalischen Zeit abhängigenen Belastungγch(t) und der kinematischen Bogen-
längeu(t) = fu(t) nach Gleichung (3.60) berechnet. Für den Fall, dass die inverse Funktionf −1

u analytisch
bestimmt werden kann, ergibt sich

t = f −1
u (u) ∀ u (6.4)

γch(u) = γch[t = f −1
u (u)] ∀ u . (6.5)

Andernfalls wirdγch(u) als stückweise definierte Funktion oder nach Gleichung (3.61) als parameterab-
hängige Kurve mit der Zeitt als Kurvenparameter

γch(u) = [γch(t); u(t)] (6.6)

interpretiert. Die zeitliche Ableitung der inneren Variable 15

q̇(t) = q′(u) u̇(t) = q′(u)∣γ̇ch(t)∣ (6.7)

ergibt sich über die Kettenregel
˙( ) = ( )′u̇ (6.8)

und Gleichung (3.58). Eliminiert man die innere Variable aus Gleichungen (6.2a) und (6.2b), erhält man
die konstitutive Beziehung indifferentieller Darstellung16

Gγ ′ch(u) = G

β
τch(u)+τ ′ch(u) . (6.9)

Diese kann unter Berücksichtigung von Gleichung (6.8) in

Gγ̇ch =
G

β
τch∣γ̇ch∣+ τ̇ch (6.10)

überführt werden. Indem das Korrespondenzprinzip auf die integrale Darstellung der konstitutiven Bezie-
hungen des MAXWELL Elements17 angewendet wird, erhält man dieintegrale Darstellungder konstituti-
ven Beziehungen des endochronen MAXWELL Elements18

τch(u) = u

∫
0

Ge−
G
β (u−ū) γ ′ch(ū)dū=Gγch(u)− u

∫
0

G2

β
e−

G
β (u−ū) γch(ū)dū (6.11)

=
u

∫
0

Ge−
G
β (u−ū) sign[γ ′ch(ū)] dū=

u

∫
0

Ge−
G
β (u−ū) sign(γ̇ch)∣t= f−1

u (u=ū) dū , (6.12)

bei derγ ′ch als γ ′ch(u = ū) zu interpretieren ist. Alternativ ergibt sich die integrale Darstellung ebenfalls
aus der Lösung von entweder Gleichung (6.2) (Haupt 2002; S. 445) oder aber Gleichung (6.9) (Kammer
2015; S. 445) fürτch(u = 0) = 0 undγch(u = 0) = 0. Somit ist die Spannung ein ratenunabhängiges Funk-
tional der Verzerrungsgeschichte (Haupt 2002; S. 437). Die erste Darstellungsform in Gleichung (6.12) ist
entsprechend Gleichung (3.56) durch

γ ′ch(u) = dγch

du
= 1

sign(dγch) = sign(dγch) = sign(γ ′ch) (6.13)

15(Haupt 2002; S. 445), (Kästner 2010; Gl. (4.33)), (Kammer 2015; S. 10)
16(Valanis 1970; S. 16), (Valanis 1971c; S. 526), (Valanis 1971e; S. 18), (Valanis 1971d; S. 548), (Valanis 1972; S. 129),

(Valanis und Wu 1975; S. 68), (Valanis 1971a; S. 3-5), (Valanis und Lee 1982; Gl. (25)), (Kammer 2015; Gl. (4.31))
17(Ebert 1980; S. 72), (Tschoegl 1989; S. 41), (Gerlach 2003; S. 30, 36), (Gross et al. 2004; S. 320), (Silber und Steinwender

2005; S. 187)
18(Valanis 1970; S. 13), (Valanis 1971c; S. 524), (Valanis 1972; S. 125, 128), (Valanis 1971d; Gl. (1.1), (2.10), (2.11)), (Valanis

1971a; S. 2-2), (Valanis und Lee 1982; Gl. (24)), (Haupt 2002; Gl. (11.14), (11.40)), (Kammer 2015; Gl. (3.17), (4.32))
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mit dγch = 0, ∀du= 0 unddγch ≠ 0, ∀du> 0 motiviert. Dies kann beispielsweise für Relaxationsverhalten
überprüft werden. Den Falldu< 0 kann man ausschließen, dau(t) monoton ist. Die zweite Darstellungs-
form in Gleichung (6.12) ergibt sich unter Berücksichtigung von

γ ′ch(u) = dγch

du
=

dγch(t)
dt dt

du(t)
dt dt

= γ̇ch

u̇

dt

dt
= γ̇ch(t)

u̇(t) ∣t= f−1
u (u)

= γ̇ch(t)∣γ̇ch(t)∣ ∣t= f−1
u (u)

= sign(γ̇ch)∣t= f−1
u (u) (6.14)

sowie Gleichungen (6.6) und (3.58). Somit kannγ ′ch(u)mittels der gegebenen Schubverzerrungγch(t) und
der Bogenlängeu(t), die sich nach Gleichung (3.60) direkt ausγch(t) berechnet, ausgedrückt werden. Die
von der Zeit abhängige Spannungsantwort

τch(t) = τch[u(t)] (6.15)

ist somit über die von der Bogenlänge abhängige Spannungsantwort τch(u) und der Bogenlängeu(t) be-
schrieben.
Das endochrone MAXWELL Element ist im Sinne der Materialklassifizierung von HAUPT ein plastisches
Materialmodell. Dies resultiert aus der Existenz einer Gleichgewichtshysterese und der Ratenunabhän-
gigkeit. Letztere ist dadurch bedingt, dass die Spannungτch lediglich von der Verzerrungsgeschichte in
Abhängigkeit der Bogenlängeγch(u) abhängt, nicht aber davon, mit welcher Geschwindigkeit dieBogen-
längenu(t) durchfahren werden. Weil die Spannung des endochronen MAXWELL Elements nicht relaxiert,
kann nachKästner(2010; S. 62) indirekt auf ratenunabhängige Eigenschaften geschlossen werden. Ent-
sprechend AbschnittA.5 ist die Spannung eine Gleichgewichtsspannung

τch ≡ τeq
ch . (6.16)

Obwohl das endochrone MAXWELL Element ein plastisches Materialmodell ist, werden in dieser Arbeit
wederγs.ch als elastische Schubverzerrung nochq als plastische Schubverzerrung bezeichnet. Diese scharfe
Aufteilung der Gesamtverzerrung in elastische und plastische Verzerrungsanteile ist für klassische Plasti-
zitätsmodelle (Haupt 2002; Absch. 5.6, 5.7) gerechtfertigt, weil diese auf einer Fließfunktion und einer
Fließbedingung fußen, die das Materialverhalten in einen Vor- und Nachfließbereich aufteilen19. Infolge-
dessen entwickelt sich die plastische Verzerrung im Vorfließbereich nicht, sie bleibt konstant. Dieses Ver-
halten kann qualitativ anhand des PRANDTL Elements inBoisly et al.(2014b; Abb. 3(b)) nachvollzogen
werden. Ein derartiges Verhalten kann jedoch nicht für das endochrone MAXWELL Element festgestellt
werden. Es existiert keine Trennung in einen elastischen und plastischen Bereich. Nach Gleichung (6.7) ist
jede Änderung der Gesamtverzerrung auch mit einer Evolution der inneren Variablen verbunden,

wenn γ̇ch ≠ 0 dann ˙q≠ 0 , (6.17)

infolgedessen sich auchγs.ch entwickelt. Der für klassische Plastizitätsmodelle geltende Sachverhalt, dass
sich die plastische Verzerrung bei einer elastischen Entlastung nicht verändert, gilt somit nicht fürq.

6.3 Materialantwort des endochronen MAXWELL Elements für eine kon-
stante Schubverzerrungsrate

Um die Fließkurve des endochronen MAXWELL Elements zu bestimmen, wird im Folgenden dessen
Materialverhalten für eine konstante Schubverzerrungsrate

γch(t) = ˙̃γcht (6.18)

ermittelt. Zunächst ergibt sich die kinematische Bogenlänge

u= fu(t) = ∣ ˙̃γch∣t (6.19)

19Ein Vergleich zwischen endochroner Theorie und der traditionellen Interpretation von plastischen Verzerrungen ist bei Valanis
(1970; S. 16),Valanis(1971c; S. 526) undValanis(1972; S. 129) ausgearbeitet.
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nach Gleichung (3.60). Weil die Inverse dieser Funktion

t = f −1
u (u) = u∣ ˙̃γch∣ ∀ u (6.20)

existiert, kann die verzerrungsgeregelte Anregung mit konstanter Rate unter Verwendung der kinemati-
schen Bogenlänge analytisch beschrieben werden

γch(u) = sign(∣ ˙̃γch∣) u . (6.21)

Die Spannungsantwort als Funktion der kinematischen Bogenlänge

τch(u) = β sign[γ ′ch(u)] (1−e−
G
β u) = β sign(∣ ˙̃γch∣) (1−e−

G
β u) (6.22)

wird mit der ersten Darstellungsform von Gleichung (6.11) unter Beachtung von Gleichung (6.21) berech-
net. Mit Gleichung (6.19) ergibt sich die Beschreibung unter Verwendung der physikalischen Zeitt

τch(t) = β sign(∣ ˙̃γch∣) (1−e−
G
β ∣ ˙̃γch∣t) . (6.23)

Diese ist in Abbildung6.2(a)für drei verschiedene Raten dargestellt. Die Spannungen inAbhängigkeit der
Schubverzerrung sind in Abbildung6.2(b)gezeigt.

τ c
h
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G ˙̃γch
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0
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2β
G ˙̃γch

3β
G ˙̃γch

5β
G ˙̃γch

0

0.632τch.∞

τch.∞ = β sign( ˙̃γch)

(a) Spannungsantwort als Funktion der Zeit

τ c
h

/ P
a

γch / 1

G
1

0 β
G 2β
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G 5β
G

0

0.632τch.∞

τch.∞ = β sign( ˙̃γch)

(b) Spannung in Abhängigkeit der Schubverzerrung

Abbildung 6.2: Spannungsantwort eines endochronen MAXWELL Elements für konstante Schubverzer-

rungsrateṅγch = ˙̃γch: ——, γ̇ch =
˙̃γch
2 : −−− und γ̇ch =

˙̃γch
3 : ⋯⋯

Die jeweiligen Anstiege im Koordinatenursprung ergeben sich zu

d (τch∣γch= ˙̃γcht)
dt

RRRRRRRRRRRRRRt=0
=G ˙̃γch (6.24)

d (τch∣γch= ˙̃γcht)
dγch

RRRRRRRRRRRRRRγch=0

=G . (6.25)

Der letzte Ausdruck ist unter Berücksichtigung von

dτch

dγch
∣
γch=0

=
dτch(u)

du du
dγch(u)

du du

RRRRRRRRRRRRu=0 =
τ ′ch(u)
γ ′ch(u)

du

du
∣
u=0

=
τ ′ch(u)
γ ′ch(u) ∣u=0 (6.26)

berechnet. Vergleicht man Abbildungen6.2(a) und 6.2(b) mit denen des MAXWELL Elements und
PRANDTL Elements, so werden Analogien deutlich. Diese beruhen auf den Tatsachen, dass das endochro-
ne MAXWELL Element zum einen wie das PRANDTL Element ein zweiparametriges ratenunabhängiges
Modell ist, und zum anderen auf Basis des MAXWELL Elements in die endochrone Materialformulierung
überführt wurde. Daher hat die Spannungsantwort als Funktion der Zeit nach Abbildung6.2(a)die zum
PRANDTL Element analoge Eigenschaft

τch∣γ̇ch= ˙̃γcht (t) = τch∣γ̇ch=
˙̃γch
2 t
(2t) = τch∣γ̇ch=

˙̃γch
3 t
(3t) . (6.27)
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Analog zum MAXWELL Element besitzt die Spannungsantwort die Eigenschaften

τch∣γch= ˙̃γcht (t = β
G ˙̃γch

) = τch∣γch= ˙̃γcht (γch =
β
G
) ≈ 0.632τch.∞ (6.28a)

τch∣γch= ˙̃γcht (t = 2
β

G ˙̃γch
) = τch∣γch= ˙̃γcht (γch = 2

β
G
) ≈ 0.865τch.∞ (6.28b)

τch∣γch= ˙̃γcht (t = 3
β

G ˙̃γch
) = τch∣γch= ˙̃γcht (γch = 3

β
G
) ≈ 0.950τch.∞ (6.28c)

τch∣γch= ˙̃γcht (t = 4
β

G ˙̃γch
) = τch∣γch= ˙̃γcht (γch = 4

β
G
) ≈ 0.982τch.∞ (6.28d)

τch∣γch= ˙̃γcht (t = 5
β

G ˙̃γch
) = τch∣γch= ˙̃γcht (γch = 5

β
G
) ≈ 0.993τch.∞ . (6.28e)

Weil die Spannungsantwort als Funktion der Schubverzerrung in Abbildung6.2(b) unabhängig von den
Verzerrungsraten ist, wird die ratenunabhängige Eigenschaft des endochronen MAXWELL Elements of-
fensichtich. Analog zur kritischen Schubverzerrung des PRANDTL Elements nachBoisly et al. (2014b;
Gl. (24)) kann

γcr =
β
G

(6.29)

als charakteristische Schubverzerrung des endochronen MAXWELL Elements eingeführt werden. Sie ist
ebenfalls qualitativ vergleichbar mit der Relaxationszeit eines MAXWELL Elements. Aufgrund des expo-
nentiellen Verhaltens ist außerdem zu erkennen, dass sich die stationäre Spannungsantwort nicht instantan
einstellt

τch.∞ ≠ τch∣γch= ˙̃γbht . (6.30)

Da sich aber ein stationärer Wert in guter Näherung nacht = 3 β
G ˙̃γch

beziehungsweiseγch = 3β
G ergibt, exis-

tieren die Fließkurve (Abbildung6.3)

τch.∞ ( ˙̃γch) = β sign( ˙̃γch) (6.31)

und folglich auch die differentielle Viskosität (Abbildung 6.4)

ηch.diff ( ˙̃γch) = 2βδ( ˙̃γch) . (6.32)

Die Fließkurve kann alternativ über die Bedingungτ̇ch = 0 mit Gleichung (6.10), deren letzter Summand
somit entfälltGγ̇ch= G

β τch ∣γ̇ch∣+��τ̇ch, direkt berechnet werden und man erhältτch= β γ̇ch∣γ̇ch∣ = β sign(γ̇ch). Das

τ c
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∞

/ P
a

˙̃γch / s−1

−β

0

β

0

Abbildung 6.3: Fließkurve des endochronen
MAXWELL Elements
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Abbildung 6.4: Differentielle und dynamische
Viskosität des endochronen MAXWELL Elements

Defizit der dynamischen Viskosität, für Flüssigkeiten mit Fließspannung gegen±∞ zu streben, wenn die
Verzerrungsrate gegen Null tendiert20, ist auch für Flüssigkeiten mit pseudo Fließspannung gegenwärtig.
Würde man die Viskosität nach Gleichung (3.70) als dynamische Viskosität definieren, so würden dem
endochronen MAXWELL Element viskose Eigenschaften zugeordnet werden, obwohl es ratenunabhängige

20(Boisly et al. 2014a; Abb. 5), (Boisly et al. 2014b; S. 4)
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Eigenschaften besitzt (Folgerung 12). Die Interpretation vonβ als pseudo Fließspannung analog zur Fließ-
spannungτy von Flüssigkeiten mit Fließspannung, wie beispielsweise dem Reibelement und PRANDTL

Element, resultiert aus der Übereinstimmung der Fließkurven

τch.∞ ( ˙̃γch) = τf.∞ ( ˙̃γf) = τp.∞ ( ˙̃γp) . (6.33)

Somit stimmen ebenfalls die differentiellen Viskositäten

ηch.diff ( ˙̃γch) = ηf.diff ( ˙̃γf) = ηp.diff ( ˙̃γp) (6.34)

unter Berücksichtigung von21 sign( ˙̃γ)= s̃ign(γ̇)∣γ̇= ˙̃γ t
überein. Durch Messen ausschließlich der Fließkurve

können das Reib-, PRANDTL und endochrone MAXWELL Element folglich nicht voneinander unterschie-
den werden.
Weil das endochrone MAXWELL Element nach Gleichung (6.31) eine Fließkurve sowie nach Gleichung
(6.16) eine von Null verschiedene Gleichgewichtsspannung besitzt, erfüllt es die Kriterien der Klasse von
Materialien mit fest-flüssig Übergang. Daher besteht die Stoffklasse der Materialien mit fest-flüssig Über-
gang aus Flüssigkeiten mit Fließspannung undFlüssigkeiten mit pseudo Fließspannung.

6.4 Verhalten des endochronen MAXWELL Elements unter verzerrungsge-
regelter sinusförmiger Anregung mit physikalisch großer Amplitude

Im Folgenden wird das Materialverhalten des endochronen MAXWELL Elements unter verzerrungsgesteu-
erter sinusförmiger Anregung

γch = γ̂ sin(ωt) (6.35)

untersucht. Um die Materialantwort ausgehend aus einem unbelasteten Zustand heraus zu berechnen, wer-
den die Anfangsbedingungen

τch(t = 0) != 0 (6.36)

γs.ch(t = 0) != 0 (6.37)

q(t = 0) != 0 (6.38)

gewählt. Da auch eine von Null verschiedene innere Variableq die Gleichung (6.36) erfüllen kann, ist
ebenso die Bedingung aus Gleichung (6.38) erforderlich, um die pseudo kritische Schubverzerrungγcr = β

G
entsprechend Gleichung (6.29) sinnvoll definieren zu können. Zur Berechnung der Spannungsantwort wird
zunächst die kinematische Bogenlänge für

n≥ 0 ∶ u= fu(t) = γ̂ [2n+(−1)n sin(ω t)] (2n−1)π
2ω

≤ t ≤ (2n+1)π
2ω

(6.39)

ermittelt. Dies ist ausführlich in AnhangA.6.1 dokumentiert. Aufgrund des alternierenden Vorzeichens
von γ̇ch ist die kinematische Bogenlänge eine abschnittsweise definierte Funktion, die ausn Abschnitten
mit jeweils konstantem Vorzeichen der Schubverzerrungsrate besteht. Die Bogenlänge ist in Abbildungen
6.5 und A.1 dargestellt. Folglich ist die Inversef −1

u (u) ebenfalls lediglich stückweise definiert. Daher
existiert Gleichung (6.5) nicht für alle u als geschlossene Funktion, sodass die Spannungsantwort auch
abschnittsweise definiert ist. Die Berechnung der Spannung

n= 0 ∶ τch[u(t)] = β [(−1)e− u(t)
γcr +1] 0≤ t ≤ π

2ω
(6.40a)

n≥ 1 ∶ τch[u(t)] = β
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎝2
(−1)n+1 e(2n+1) γ̂

γcr +e
γ̂

γcr

e
2γ̂
γcr +1

−1
⎞⎟⎠ e−

u(t)
γcr +(−1)n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2n−1)π

2ω
≤ t ≤ (2n+1)π

2ω

(6.40b)

erfolgt über die zweite Darstellungsform von Gleichung (6.12) ausführlich in AbschnittA.6.1. Spannungs-
antworten sind für verschiedene Schubverzerrungsamplituden in Abbildung6.6(a) dargestellt. Die ent-
sprechenden Graphen der inneren Variableq, deren Verhalten über Gleichung (6.2a) berechnet ist, sind in
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(a) Kinematische Bogenlängeu(t) für eine verzerrungs-
geregelte sinusförmige Anregung
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(b) Verlauf der Schubverzerrungγch(t) —— im Ver-
gleich zuγch(u) —— zur Validierung von Gleichung
(6.14)

Abbildung 6.5: Aufteilung des Verlaufs der Schubverzerrung γch(t) in γch(u) und die kinematische Bogen-
längeu(t) nach Gleichung (3.61)

Abbildung 6.6(b) gegeben. Es ist zu erkennen, dass die Maximalspannung in guter Näherung der pseu-
do Fließspannungβ entspricht, sobald die Schubverzerrungsamplitude circa das Doppelte der kritischen
Schubverzerrung beträgt

MAX {τch∣γch=γ̂ sin(ω t)} ≈ β γ̂ ≥ 2γcr . (6.41)

Dieser Sachverhalt liegt nachBoisly et al.(2014b; Abb. 3(a)) analog zum PRANTL Element vor, bei dem
das Maximum der Spannungsantwort gleich der Fließspannungτy ist, sobald die Schubverzerrungsampli-
tude den Wert der kritischen Schubverzerrung annimmt. Wenndie Schubverzerrungsamplitude geringer
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t / s

γ c
h

/ s

−β

0

β

0 T
2 T 3T

2 2T 5T
2 3T

−γ̂

0
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(a) Spannungsantwort als Funktion der Zeit zu verzerrungs-
geregelter sinusförmiger Anregung

q
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h

/γ̂

−1
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1

0 T
2 T 3T

2 2T 5T
2 3T

−1

0

1

(b) Innere Variable als Funktion der Zeit zu verzerrungsge-
regelter sinusförmiger Anregung

Abbildung 6.6: Materialantwort des endochronen MAXWELL Elements zu verzerrungsgeregelter sinus-
förmiger Anregung fürG = 5 ⋅104 Pa undβ = 5Pa; γ̂ = 10−5: ——, γ̂ = 3 ⋅10−5: ⋯⋯, γ̂ = 5 ⋅10−5: −−−,
γ̂ = 7⋅10−5: - ⋅ - ⋅ -, γ̂ = γcr = 10−4: ——, γ̂ = 2⋅10−4: ⋯⋯ , γ̂ = 3⋅10−4: −−−, γ̂ = 5⋅10−4: - ⋅ - ⋅ -, γ̂ = 10−3: —
—, γ̂ = 5⋅10−3: ⋯⋯, γ̂ = 7⋅10−2: −−−

als 3/10 der kritschen Schubverzerrung ist, so besitzt das endochrone MAXWELL Element

HOOKEsches Verhalten∶ γ̂ ≤ 3
10

γcr . (6.42)

Dies ist ebenfalls in den PIPKIN Diagrammen der Abbildungen6.10 und 6.11zu erkennen. Daher kann
der Maximalwert der Spannungsantwort in diesem Bereich über die elastische Näherung

MAX {τch∣γch=γ̂ sin(ω t)} ≈Gγ̂ γ̂ ≲
3
10

γcr (6.43)

21(Boisly et al. 2014a; Gl. (10)), (Boisly et al. 2014b; Gl. (15))
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abgeschätzt werden. Analog zum PRANDTL Element kann die Charakteristik der Spannungsantwort je
nach Lage des Zeitpunktest3 in einen MODE 1 und 2 aufgeteilt werden (Boisly et al. 2014b; S. 6)

MODE 1:
π

2ω
< t3 <

π
ω

(6.44)

MODE 2:
π
ω
< t3 <

3π
2ω

. (6.45)

Die von der Zeit abhängigen Spannungsantworten für MODE 1 und 2 sind in Abbildung6.7 dargestellt.
Da der Zeitpunktt3 nicht analytisch bestimmt werden kann, wie es für das PRANDTL Element möglich ist,

replacements

τ c
h

/ P
a

t / s

γ c
h

/ 1
−β

0

β

0 t3 t3 T 5T
4

−γ̂

0

γ̂

Abbildung 6.7: Transiente Spannungsantwort
zu verzerrungsgeregelter sinusförmiger Anregung
für γ̂ = 10γcr = 10−3 (MODE 1: —— ) und γ̂ =
3γcr = 3 ⋅10−4 (MODE 2:⋯⋯ ) mit G = 5 ⋅104 Pa
undβ = 5Pa analog zum PRANDTL Element nach
Boisly et al.(2014b; Abb. 3(a))

τ c
h

,
τ c
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h
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−β

0

β

0 T
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2 2T 5T
2 3T

−γ̂
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Abbildung 6.8: Transiente Spannungsantwort
zu verzerrungsgeregelter sinusförmiger Anregung
τch∣γch=γ̂ sin(ω t): —— im Vergleich zum asym-
ptotischen Verlaufτch.∞̃: −−− (Kammer 2015;
Abb. 28(b)) für G = 5 ⋅ 104Pa, β = 5Pa undγ̂ =
2γcr = 2⋅10−4

wird die numerisch evaluierte Abschätzung

MODE 1: 4γcr ≲ γ̂ (6.46)

MODE 2: 2γcr ≲ γ̂ ≲ 4γcr (6.47)

in Analogie zuBoisly et al.(2014b; Gl. (29), (30)) gewählt. Weiterhin ist in Abbildung6.7 zu erkennen,
dass sich die Spannungsantwort nicht instantan einstellt

τch.∞̃ ≠ τch∣γch=γ̂ sin(ωt) . (6.48)

Die LISSAJOUSDiagramme für MODE 1 und 2 sind in Abbildung6.9dargestellt. Sie sind ebenfalls qua-
litativ vergleichbar mit denen des PRANDTL Elements ausBoisly et al.(2014b; Abb. 7). Die Übersicht des

τ c
h.
∞̃

/ β

γch / γ̂
−1 0 1

−1

0

1

(a)

τ c
h.
∞̃

/ β

γ̇ch / γ̂ω
−1 0 1

−1

0

1

(b)

Abbildung 6.9:(a)Erstes LISSAJOUSDiagramm und(b) zweites LISSAJOUSDiagramm des endochronen
MAXWELL Elements zu verzerrungsgeregelter sinusförmiger Anregung mit G = 5 ⋅104Pa undβ = 5Pa;
MODE 1: —— für γ̂ = 10γcr = 10−3; MODE 2:⋯⋯ für γ̂ = 3γcr = 3⋅10−4

gesamten Spektrums von LISSAJOUSDiagrammen ist durch die ersten und zweiten PIPKIN Diagramme
in Abbildungen6.10und6.11gegeben. Für physikalisch „kleine“ Verzerrungsamplituden verhält sich das
endochrone MAXWELL Element wie eine HOOKEsche Feder. Daher ist das erste LISSAJOUSDiagramm
in guter Näherung eine Gerade und das Zweite ein Kreis. Für physikalisch „große“ Verzerrungsamplitu-
den gleicht das Verhalten des endochronen MAXWELL Elements im Grenzfall dem eines Reibelements.
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Abbildung 6.10: Erstes PIPKIN Diagramm,
τch.∞̃/MAX {τch.∞̃} überγch/γ̂, für das endochrone
MAXWELL Element mitG = 5 ⋅104Pa undβ = 5Pa
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Abbildung 6.11: Zweites PIPKIN Diagramm,
τch.∞̃/MAX {τch.∞̃} über γ̇ch/γ̂ω , für das endo-
chrone MAXWELL Element mitG = 5 ⋅104Pa und
β = 5Pa
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Infolgedessen ist das erste LISSAJOUSDiagramm ein Quadrat (Maxey et al. 2008; Abb. 1), und das Zweite
eine Treppenfunktion. Ratenunabhängige Eigenschaften des endochronen MAXWELL Elements sind auch
daran erkennbar, dass die LISSAJOUSDiagramme nicht von der Kreisfrequenz abhängen (Folgerung 10).
Um Speicher- und Verlustmodul sowie Höherharmonische berechnen zu können, wird zunächst ein für
den eingeschwungenen Zustand repräsentativer Bereich identifiziert. Anstelle den Zeitpunkt̃t0 des in Glei-
chung (3.87) eingeführten STEADYSTATE Operators zu ermitteln, wird die abklingende Exponential-
funktion aus Gleichung (6.40) direkt durch Bestimmen der asymptotischen Spannungsantwort

τch.∞̃(t)= lim
u(t)→∞τch(t)= β

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(−1)n+1

cosh( γ̂
γcr
) e(−1)n+1 γ̂

γcr
sin(ω t)

+(−1)n
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2n−1)π
2ω

≤ t ≤ (2n+1)π
2ω

(6.49)

gefiltert. Dies ist anhand Gleichung (A.142) in AnhangA.6.1dargelegt. Die asymptotische Spannungsant-
wort ist in Abbildung6.8im Vergleich zur transienten Spannungsantwort dargestellt. Weil das endochrone
MAXWELL Element ein nichtlineares Materialmodell ist, werden die harmonischen Materialfunktionen
entsprechend den Definitionen für LAOS berechnet. Der Speichermodul

G′ch(γ̂) ≈ 1

cosh(Gγ̂
β )
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G+β

n

∑
i=0

⎛⎜⎜⎝
1

22i+2(i+2)[(i+1) !]2 γ̂ 2i+2

( β
G)2i+3

⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

i ∈N (6.50)

ist auf Basis von Gleichung (A.167) in AnhangA.6.2abgeleitet. Da Gleichung (A.167) jedoch eine unend-
liche Potenzreihe enthält und somit für numerische Berechnungen ungeeignet ist, wurde die Potenzreihe in
Gleichung (6.50) nachn Gliedern abgebrochen. Eine Untersuchung der Modellvorhersage in Abhängigkeit
der Anzahln berücksichtigter Reihenglieder ist in AnhangA.6.4 vorgenommen. Anhand von Abbildung
A.2 ist verdeutlicht, dass fürG= 5⋅104 Pa undβ = 5Pa die mit MATLAB ® maximal mögliche Zahln= 37
nicht genügt, um die Güte der Referenzlösung zu erzielen. Die Referenzlösung

ach.k(γ̂ i) = ω
γ̂ i π

n

∑
l=1
{[τch.∞̃(tl+1) sin(kω tl+1)+τch.∞̃(tl) sin(kω tl)] ⋅ [tl+1− tl ]} (6.51)

bch.k(γ̂ i) = ω
γ̂ i π

n

∑
l=1

{[τch.∞̃(tl+1) cos(kω tl+1)+τch.∞̃(tl) cos(kω tl)] ⋅ [tl+1− tl ]} (6.52)

i = 1. . .MAX {γ̂} ; tl = t1 . . .tn mit tn = t1+
T
2

wird semi-analytischberechnet. Dazu wird die analytisch bestimmte Spannungsantwort aus Gleichung
(6.40) entsprechend den Gleichungen (3.119) bis (3.122) mit derTrapezregel22 numerisch integriert. Die
Vorgehensweise ist in AnhangA.6.4 ausführlich erläutert. Der auf Grundlage der semi-analytischen Lö-
sung bestimmte Speichermodul ist in Abbildung6.12dargestellt. Der charakteristische Punkt

lim
γ̂→0

G′ch= lim
γ̂→0

G′p =G (6.53)

ist durch die Analogie zum PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b; Gl. (31)) motiviert. Er ist aus Glei-
chung (A.167) abgeleitet (Folgerung 5). Zur Berechnung des Verlustmoduls

G′′ch(γ̂) = 4β
γ̂ π
[1− β

Gγ̂
tanh(Gγ̂

β
)] (6.54)

ist Gleichung (3.120) gelöst (Kammer 2015; S. 42). Die Struktur der Gleichung ist völlig identisch mitder
Struktur des für den Nachfließbereich gültigen Verlustmoduls des PRANDTL Elements ausBoisly et al.
(2014b; Gl. (37)). Das Verhalten im Unendlichen

lim
γ̂→∞

G′′ch(γ̂) = lim
γ̂→∞

G′′p(γ̂) = 0 (6.55)

22(Oelschlägel und Matthäus 1988; S. 48), (Schwetlick und Roos 1999; S. 18, 123), (Plato 2006; S. 117), (Freund und Hoppe
2007; S. 166), (Dahmen und Reusken 2008; S. 348), ; numerische Umsetzung mit der von MATLAB ® bereit gestellten Funktion
trapz
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Abbildung 6.12: Speichermodul des endochronen
MAXWELL Elements in Abhängigkeit von der
Schubverzerrungsamplitude auf Grundlage der
semi-analytischen Lösung nach Gleichung (6.51)
mit k= 1; Verlustmodul nach Gleichung (6.54) für
γcr = β

G, G= 5⋅104Pa undβ = 5Pa
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Abbildung 6.13: Speichermodul des endochro-
nen MAXWELL Elements in Abhängigkeit von
der Kreisfrequenz auf Grundlage der semi-
analytischen Lösung nach Gleichung (6.51) mit
k= 1; Verlustmodul nach Gleichung (6.54) im Be-
reichG′′ch(γ̂) >G′ch(γ̂)

gleicht ebenfalls dem des PRANDTL Elements (Boisly et al. 2014b; Gl. (40)). Das Verhalten des Verlust-
moduls ist in Abbildung6.12grafisch dargestellt. Aufgrund des endochronen Verhaltenssteigt der Verlust-
modul nicht sprunghaft, sondern kontinuierlich an. Daher ergibt sich

lim
γ̂→0

G′′ch(γ̂) = 0 (6.56)

im Unterschied zum PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b; Gl. (36)) (Folgerung 19). Das Maximum des
Verlustmoduls konnte vom Autor dieser Arbeit nicht analytisch bestimmt werden. Stattdessen wird

MAX {G′′ch(γ̂)} ≈MAX {G′′p(γ̂)} ≈G′′ch(γ̂ ≈ 1.5γcr) ≈ G

π
(6.57)

in Analogie zum PRANDTL Element nachBoisly et al.(2014b; Gl. (39)) motiviert. Lediglich die Verzer-
rungsamplitude des Maximums in Höhe vonγ̂ = 1.5γcr weicht marginal von der des PRANDTL Elements
γ̂ = 2γcr ausBoisly et al.(2014b; Abb. 4) ab. Weil das endochrone MAXWELL Element ratenunabhängig
ist, sind Speicher- und Verlustmodul, wie man in Abbildung6.13 erkennen kann, unabhängig von der
Kreisfrequenz. (Folgerung 10) Die Höherharmonischen

ach.k(γ̂) = 2β

π cosh( γ̂
γcr
) γ̂

3π
2

∫
π
2

e
γ̂

γcr
sin(θ) sin(kθ)dθ k= ungerade (6.58)

bch.k(γ̂) = 4β
π γ̂
(−1) k−1

2

k
+

2β

π cosh( γ̂
γcr
) γ̂

3π
2

∫
π
2

e
γ̂

γcr
sin(θ) cos(kθ)dθ k= ungerade (6.59)

sind in AnhangA.6.3hergeleitet. Drückt man die Exponentialfunktion durch eine unendliche Potenzreihe

ex =
∞

∑
i=0

xi

i !
(6.60)

aus, und bricht diese wie in AnhangA.6.3beschrieben nachn Gliedern ab, so erhält man

ach.k(γ̂) ≈ 2β

π cosh( γ̂
γcr
)

n

∑
i=2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(G

β
)i γ̂ i−1

i !

3π
2

∫
π
2

sini(θ) sin(kθ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
k= ungerade (6.61)

bch.k(γ̂) ≈ 4β
π kγ̂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(−1) k+1

2

cosh( γ̂
γcr
) +(−1) k−1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

2β

π cosh( γ̂
γcr
)

n

∑
i=2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(G

β
)i γ̂ i−1

i !

3π
2

∫
π
2

sini(θ) cos(kθ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
k= ungerade. (6.62)
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Wie in AnhangA.6.3 beschrieben ist, rechtfertigt der Nutzen nicht den Aufwandzur analytischen Be-
rechnung der Integrale aus Gleichungen (6.61) und (6.62). Außerdem besteht dazu an dieser Stelle kein
zwingender Grund, da wesentliche charakteristische Punkte mittels des Analogieprinzips zur analytischen
Lösung des PRANDTL Elements postuliert und numerisch verifiziert werden können. Deswegen und auf-
grund der Tatsache, dass weder die grafische Darstellung deranalytischen Lösung basierend auf Expo-
nentialfunktion (Gleichungen (6.58) und (6.59)) noch die Graphen der analytischen Lösung auf Basis der
abgebrochenen Potenzreihe (Gleichungen (6.61) und (6.62)) die Qualität der semi-analytischen Lösung be-
sitzen, ist letztere vorzuziehen. Dies ist ausführlich in AnhangA.6.4beschrieben. Die Höherharmonischen
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Abbildung 6.14: Höherharmonische des endochronen MAXWELL Elements in Abhängigkeit der Schubver-
zerrungsamplitude auf Basis der semi-analytischen Lösungnach Gleichungen (6.51) und (6.52) für γcr = β

G,
G= 5⋅104Pa undβ = 5Pa

sind in Abbildung6.14dargestellt. Dass die Höherharmonischenach.k undbch.k für γ̂ ≤ 3
10 γcr verschwinden,

lim
γ̂→0

ach.k(γ̂) = 0 (6.63)

lim
γ̂→0

bch.k(γ̂) = 0 , (A.186)

ist verständlich, da sich das endochrone MAXWELL Element in diesem Bereich nach Gleichung (6.42)
in guter Näherung wie eine HOOKEsche Feder verhält. Die normierten Intensitäten sind in Abhängigkeit
der Schubverzerrungsamplitude in Abbildung6.15 gezeigt. Entsprechend den bisherigen Erkenntnissen
nehmen die normierten Intensitäten die Werte des Reibelements an, sobald die Schubverzerrungsamplitude
viel größer als die kritische Schubverzerrung ist

Ich.k

Ich.1
(γ̂ ≈ 500γcr) ≈ Ip.k

Ip.1
≈ If.k

If.1
= 1

k
. (6.64)

Da die Höherharmonischen und folglich auch die normierten Intensitäten, ebenso wie Speicher- und Ver-
lustmodul aufgrund der ratenunabhängigen Eigenschaften des endochronen MAXWELL Elements nicht
von der Kreisfrequenz abhängen, wird auf die grafische Darstellung verzichtet.

I c
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Abbildung 6.15: Normalisierte Intensitäten des endochronen MAXWELL Elements als Funktion der Schub-
verzerrungsamplitude basierend auf den semi-analytischen Lösungen nach Gleichungen (6.51) und (6.52)
für γcr = β

G, G= 5⋅104Pa undβ = 5Pa;k= 3: —— , k= 5:⋯⋯ , k= 7: −−−, k= 9: - ⋅ - ⋅ -
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7. Konzept und Identifikation der Fließspannung

7.1 Fließspannung als phänomenologischer Materialparameter

Die Fließspannung wird in dieser Arbeit als ein phänomenologischer Materialparameter behandelt, der das
Materialverhalten des Reibelements (Boisly et al. 2014a) beschreibt (Folgerung 20). Er ist eine konstan-
te Größe ähnlich wie der Elastizitätsmodul der HOOKEschen Feder ein konstanter Materialparameter ist
(Barnes 1999; S. 136). Jedoch sticht die Fließspannung aus der Vielzahl an Materialparametern eines visko-
plastischen Materialmodells als ein besonderer Parameterheraus. Die Fließspannung ist derjenige Mate-
rialparameter, der den phänomenologischen fest-flüssig Übergang maßgeblich beeinflusst. Aufgrund des
besonderen Stellenwerts der Fließspannung, hat sie in der Vergangenheit zu Diskussionen veranlasst. Dabei
wurden verschiedenste Auffassungen hinsichtlich der Existenz und Messung der Fließspannung diskutiert.
Beispielsweise gibt es die Meinungen, dass die Fließspannung kein Materialparameter ist oder aber von
der Lastgeschichte abhängt1. Andere Autoren sind wiederum der Ansicht, dass die Fließspannung nicht
existiere2. Beispielsweise unterteiltHouwink (1957; S. 14) die Fließspannung in diesem Zusammenhang
in eine scharfe und eine unscharfe Fließspannung. Dieser Tatbestand sowie die Vielfalt an vorgeschla-
genen Identifizierungsmethoden3 verdeutlicht die teils kontroversen Meinungen zur Fließspannung und
deren messtechnischen Bestimmung4. Dass die experimentell bestimmte Fließspannung maßgeblich von
der Messmethode abhängt5, liegt nach Auffassung vonNguyen und Boger(1992; S. 65),Tiu et al.(2006;
S. 654) undOswald(2009; S. 13) unter anderem an

• zu stark vereinfachten Materialmodellen, (S5)

• einer unzureichenden Genauigkeit der Messsysteme in Relation zur Messmethode, (S6)

• der Tatsache, dass theoretische Annahmen bei der praktischen Umsetzung nicht erfüllt sind, und (S7)

• dass die Messmethoden phänomenologisch gleichwertig behandelt werden, sich jedoch auf mikro-
skopischer Ebene des Prüfkörpers unterschiedlich auswirken (Coussot et al. 2009) und diese Unter-
schiede vom Materialmodell nicht abgebildet werden. (S8)

Neben diesen Gründen ist die Aussage vonUhlherr et al.(2005; S. 102), dass die Fließspannung eine be-
deutende Größe und ein wichtiges rheologisches Konzept ist, deren Definition dringend einer Erklärung
bedarf6, Anlass, um die Auffassung des Autors kurz darzulegen: Das Konzept der Fließspannung wird in

1(Nguyen und Boger 1992; S. 65), (Coussot et al. 2002a; S. 1), (Moller et al. 2006; S. 274), (Ewoldt 2006; S. 125),
(Ewoldt et al. 2007a; S. 640), (Ewoldt 2009; S. 209), (Mezger 2010; S. 57), (Fall et al. 2010; S. 1, 4)

2(Houwink 1957; S. 14, 31), (Keentok 1982; S. 325), (Valanis und Fan 1983; S. 790), (Barnes und Walters 1985),
(Doraiswamy et al. 1991; S. 655), (Nguyen und Boger 1992; S. 62), (Husband et al. 1993; S. 216), (Coussot und Boyer 1995;
S. 535), (Steffe 1996; S. 35), (Barnes 1999; S. 133, 146, 169, 173), (Stokes und Telford 2004; S. 138), (Uhlherr et al. 2005;
S. 101, 107), (Tiu et al. 2006; S. 653), (Hess, Kröger und Fischer 2006; S. 385), (Mitsoulis 2007; S. 136), (Andrade 2008; S. 13,
33), (Bonn und Denn 2009), (Oswald 2009; S. 13)

3(Keentok 1982; S. 326), (Yoshimura et al. 1987), (Nguyen und Boger 1992), (Coussot und Boyer 1995; S. 535), (Steffe
1996), (Barnes 1999), (Zhu et al. 2001; 1112), (Coussot et al. 2002b; S. 574), (Uhlherr et al. 2005; S. 293), (Tiu et al. 2006;
S. 653), (Maxey et al. 2008; S. 1), (Pham et al. 2008; Tab. 2), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 580), (Paredes et al. 2011; S. 1),
(Segovia-Gutierrez et al. 2012; ch. IV, V), (Willenbacher und Georgieva 2013; S. 9)

4(Houwink 1957; S. 14), (James et al. 1987; S. 438), (Nguyen und Boger 1992; S. 62, 65), (Barnes 1999; S. 136, 140),
(Zhu et al. 2001; S. 1105), (Stokes und Telford 2004; S. 138), (Uhlherr et al. 2005; S. 293), (Rouyer et al. 2005; S. 111),
(Moller et al. 2006; S. 274, 275), (Tiu et al. 2006; S. 655), (Maxey und Hughes 2007; S. 2), (Mitsoulis 2007; S. 136), (Fall et al.
2010; S. 1), (Bhavsar et al. 2013), (Willenbacher und Georgieva 2013; S. 9)

5(Steffe 1996; S. 37), (Barnes 1999; S. 169), (Stokes und Telford 2004; S. 137, 138), (Uhlherr et al. 2005; S. 106)
6englisches Originalzitat: „Yield stress is an important and much used rheological concept, but its definition is in urgent need

of clarification.“
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dieser Arbeit im Rahmen der phänomenologischen Materialmodellierung angewendet. Der Autor dieser
Arbeit erachtet das Konzept der Fließspannung zur Modellierung praktischer Anwendungen als zweckmä-
ßig7 und gerechtgertigt, sofern die den Identifikationsexperimenten zugrunde gelegten Restriktionen des
experimentellen Fensters ebenfalls in Simulationsrechnungen berücksichtigt werden8. Dazu sei auf die
Modellbeispiele zur Bestimmung der Gleichgewichtsrelation in Abschnitt3.4 verwiesen, da die Existenz
einer Fließspannung mit der Existenz einer Gleichgewichtshysterese verknüpft ist.
Eine zentrale Fragestellung hinsichtlich der Identifikation der Fließspannung ist die Abhängigkeit des
Fließbeginns von der Fließspannung. Unter anderem wird davon ausgegangen, dass die Fließspannung
den Beginn des Fließens beschreibt9. Dies muss jedoch nicht immer zutreffen (Kreißig 1992; S. 5). Für
phänomenologische Plastizitäts- und Viskoplastizitätsmodelle definiert die Fließbedingung in Bezug auf
eine Fließfunktion den Fließbeginn. Sind während einer experimentellen Messvorschrift Spannungswerte,
bei denen sich der Status der Fließbedingung von „nicht erfüllt“ auf „erfüllt“ ändert, abhängig von der
Lastgeschichte oder dem experimentellen Fenster10, so müssen neben der Fließspannung weitere Größen
einen Einfluss auf den Fließbeginn haben (Folgerung 20). Die Fließspannung definiert den Fließbeginn
dann ausschließlich für den jungfräulichen Zustand des Materials. Der Einfluss der Lastgeschichte auf
den Fließbeginn wird durch innere Variablen mit zugehörigen Entwicklungsgleichungen beschrieben. Dies
kann beispielsweise mittels des linear kinematisch verfestigenden Teilmodells aus Abbildung4.4(a)
nachvollzogen werden, dessen Fließfunktion neben der Fließspannung auch vom Backstress und somit
vom plastischen Schubverzerrungsanteil abhängt. Die zugehörige Fließfunktion ist als Teil der konstituti-
ven Beziehungen inBoisly et al.(2014a; Anhang B.1) aufgeführt. Weitere Beispiele sind die konstitutiven
thixotropen Gleichungen vonToorman(1997; S. 57) undMoller et al.(2006; S. 281), bei denen neben der
Fließspannung auch thixotrope Eigenschaften den Fließbeginn beeinflussen. Lediglich für den Sonderfall,
dass die Fließfunktion eines eindimensionalen rheologischen Modells keine innere Variable beinhaltet,
definiert einzig und allein die Fließspannung den Fließbeginn bei ∣τ ∣ = τy. Ein Beispiel dafür ist weder
verfestigendes noch entfestigendes plastisches Materialverhalten. Dass dies für die magnetorheologische
Flüssigkeit aus Abschnitt8 zutrifft, ist mit der Reversibilität des magnetorheologischen Effekts im Bereich
„moderater“ Lastwechselzahlen zu begründen. Somit kann ausschließlich die Fließspannung mit der Stär-
ke der mikroskopischen Struktur11 in Verbindung gebracht werden.
Im Allgemeinen ist zuallerest davon auszugehen, dass die Bestimmung der Fließspannung in den Identifi-
kationsprozess aller Materialparameter eingebettet ist.Die Fließspannung wird als gleichwertiger Materi-
alparameter zu den Übrigen angesehen. Es ist nicht zwangsläufig möglich die Fließspannung als einen ex-
klusiven Materialparameter zu betrachten, der ohne die Kenntnis der restlichen Modellparameter bestimmt
werden kann. Die Komplexität des Identifikationsalgorithmus hängt dabei maßgeblich von der Komplexi-
tät des zugrunde liegenden Materialmodells ab. Je nachdem sind mehrere Iterationsschritte notwendig, um
einen annähernd optimalen Parametersatz, der die Fließspannung beinhaltet, zu bestimmen. (Folgerung
20) Solch ein iterativer Identifikationsprozess wird in Abschnitt 8 für magnetorheologische Flüssigkeiten
angewendet.
„Fließgrenzen haben in der Anwendungspraxis eine große Bedeutung, und so wurden – durchaus mit viel
Kreativität – im Laufe der Zeit zur Erfassung von entsprechenden Messwerten viele mehr oder weniger
sinnvolle oder brauchbare Methoden entwickelt“ schreibtMezger(2010; S. 53). Um eine fundierte Iden-
tifikationsstrategie sicherstellen zu können, werden daher im Folgenden bereits in der Literatur angewen-

7(Houwink 1957; S. 14, 33), (Keentok 1982; S. 325), (Doraiswamy et al. 1991; S. 655), (Nguyen und Boger 1992; S. 62),
(Steffe 1996; S. 21, 35, 36), (Barnes 1999; S. 133, 137, 147, 150, 153, 168), (Moller et al. 2006; S. 275), (Tiu et al. 2006; S. 653),
(Rao 2007; S. 8), (Oswald 2009; S. 13)

8(Houwink 1957; S. 14, 33), (Barnes 1999; S. 134, 169)
9(Keentok 1982; S. 325), (Dzuy und Boger 1983; S. 321), (Barnes und Walters 1985; S. 324), (Dealy und Wissbrun 1990;

S. 18), (Nguyen und Boger 1992; S. 62), (Weiss et al. 1994; S. 772), (Barnes 1999; S. 136, 144, 147, 150), (Carreau et al. 1999;
S. 1304), (Betten 2001; S. 20), (Varnik et al. 2004; S. 2788), (Stokes und Telford 2004; S. 137), (Moller et al. 2006; S. 275),
(Tiu et al. 2006; S. 653), (Mitsoulis 2007; S. 135), (Yang et al. 2009; S. 458), (Fall et al. 2010; S. 1), (Vicente et al. 2011; S. 3704),
(Paredes et al. 2011; S. 1)

10(Cheng 1986; S. 543, 544), (Nguyen und Boger 1992; S. 67, 68), (Götz et al. 2002), (Uhlherr et al. 2005; S. 106), (Ewoldt
2006; S. 125), (Ewoldt et al. 2007a; S. 640)

11(Dzuy und Boger 1983; S. 322), (James et al. 1987; S. 437), (Coussot und Boyer 1995; S. 535), (Steffe 1996; S. 38),
(Carreau et al. 1999; S. 1299), (Zhu et al. 2001; S. 1105), (Coussot et al. 2002b; S. 574, 583), (Coussot et al. 2002a; S. 1),
(Stokes und Telford 2004; S. 137, 138), (Uhlherr et al. 2005; S. 101, 102), (Tiu et al. 2006; S. 653), (Maxey und Hughes 2007;
S. 1), (Mahaut et al. 2008; S. 287), (Mezger 2010; S. 57), (dos Santos et al. 2011; S. 667)
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dete Methoden vom theoretischen Standpunkt aus untersucht. Zur Evaluierung gebräuchlicher Identifika-
tionsmethoden dienen dazu eindimensionale rheologische Materialgleichungen als Modellbeispiele. Für
weiterführende Beiträge zur Bestimmung der Fließspannungin Abhängigkeit der Messmethode sei auf
die Arbeiten vonPham et al.(2006), Pham et al.(2008; Tab. 2),Le Grand und Petekidis(2008; S. 580),
Rogers et al.(2011a), Rogers et al.(2011b) undLaurati et al.(2011; III.D.3.) verwiesen.
Methoden zur Bestimmung der Fließspannung von Materialienmit fest-flüssig Übergang können grob in
statische und dynamische Verfahren unterteilt werden. In Abhängigkeit von der Wahl der Identifikations-
methode wird demnach zwischen einerstatischen Fließspannung12 τys und einerdynamischen Fließspan-
nung13 τyd unterschieden. Die statische Fließspannung ist diejenigeFließspannung, welche beim Übergang
vom Vor- in den Nachfließbereich identifiziert wird. Somit wird für eine Flüssigkeit mit Fließspannung
während eines Belastungsprozesses bis zum erstmaligen Erfüllen der Fließbedingung angenommen, dass
keine mikroskopischen Prozesse stattfinden, die auf phänomenologischer Ebene als plastisches Fließen zu
interpretieren sind (Steffe 1996; S. 37, 203). Dies gilt nicht für die dynamische Fließspannung, welche
durch Extrapolation aus dem Nachfließbereich ermittelt wird.

7.2 Fließkurve zur Extrapolation auf die dynamische Fließspannung

Die dynamische Fließspannung13 τyd beschreibt diejenige Spannung, welche notwendig ist, die Präsenz
des Nachfließbereichs für eine weder ver- noch entfestigende Flüssigkeit mit Fließspannung aufrechtzu-
erhalten (Steffe 1996; S. 37, 203). Sie kann durch die Extrapolation der Fließkurve zu ˙̃γ → 0 bestimmt
werden14. Der Extrapolationsschritt wird im Folgenden durch EXT{ } dargestellt. Es gilt

τy ≈ τyd =EXT{τ
∞.meas( ˙̃γ)} . (7.1)

Da die Fließkurve für Festkörper entsprechend Tabelle4.2 nicht existiert, ist auch die dynamische Fließ-
spannung für Festkörper nicht definiert. Die dynamische Fließspannung ist somit für Materialien mit fest-
flüssig Übergang relevant. Allerdings ist es nicht ausgeschlossen, dass auch für stark scherverdünnende
Flüssigkeiten eine zũ̇γ → 0 extrapolierte Größe identifiziert wird (Macosko 1994; S. 92). Da diese Größe
aufgrund der Extrapolationsvorschrift lediglich mathematisch begründet ist, wird sie auch als scheinbare
Fließspannung15 bezeichnet. Daher eignet sich die dynamische Fließspannung genau dann zur Bestim-
mung der Fließspannung, wenn deren Existenz bereits nachgewiesen oder physikalisch motiviert ist.
In Abhängigkeit davon, bis zu welchem Grad eine Messvorrichtung die Vorgabė̃γ = 0 umsetzen kann, sind
die Messergebnisse zu bewerten. Die Auflösung des Messsystems beeinflusst somit maßgeblich die dyna-
mische Fließspannung16. Außerdem hängt die Güte der Modellvorhersage auch von dem zur Modellierung
der Fließkurve unterstellten Materialmodell ab17. Deshalb wird die dynamische Fließspannung zur Mo-
dellierung des Materialverhaltens magnetorheologischerFluide in Abschnitt8 lediglich als erste Näherung
zur Abschätzung der Fließspannung genutzt.

12(Cheng 1986; S. 549), (James et al. 1987), (Nguyen und Boger 1992; S. 63), (Husband et al. 1993; S. 216), (Weiss et al. 1994;
S. 772, 774), (Steffe 1996; S. 37, 206, 207), (Parthasarathy und Klingenberg 1996; S. 85), (Zhu et al. 2001), (Kordonski et al.
2001; S. 1078, 1080), (Coussot et al. 2002b; S. 574), (Varnik et al. 2004; S. 2788, 2798), (Zhu et al. 2005; S. 180), (Uhlherr et al.
2005; S. 293), (Tiu et al. 2006; S. 654), (Fall et al. 2010; S. 1), (Rich et al. 2011; S. 9935), (Rogers et al. 2011b; S. 445),
(Rich et al. 2012; S. 580, 583)

13(Cheng 1986; S. 549), (Nguyen und Boger 1992; S. 63), (Husband et al. 1993; S. 216), (Weiss et al. 1994; S. 772),
(Steffe 1996; S. 37, 207), (Parthasarathy und Klingenberg 1996; S. 82), (Felt et al. 1996; S. 590), (Rankin et al. 1999; S. 473),
(Kordonski et al. 2001; S. 1078, 1080), (Kordonski et al. 2001; S. 1080), (Coussot et al. 2002b; S. 574), (Varnik et al. 2004;
S. 2798), (Zhu et al. 2005; S. 180), (Uhlherr et al. 2005; S. 293), (Höhler und Cohen-Addad 2005; S. 1057), (Maxey et al. 2008;
S. 2 @ flow curve analysis), (Lopez-Lopez et al. 2009; S. 120), (Fall et al. 2010; S. 1), (Tadros 2010; S. 42), (Rich et al. 2011;
S. 9935), (Rogers et al. 2011b; S. 445), (Rich et al. 2012; S. 580, 583), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 439)

14(Tadros 2010; S. 42), (Keentok 1982; S. 326), (Barnes und Walters 1985; Abb. 1), (Cheng 1986; Abb. 5), (Nguyen und Boger
1992; Abb. 1, S. 62 f.), (Macosko 1994; Abb. 2.5.2, 2.5.4), (Steffe 1996; S. 36, 38), (Barnes 1999; S. 143), (Tanner 2002; S. 146,
Abb. 4.2(a-c)), (Oswald 2009; S. 13), (Mezger 2010; S. 53), (Tikmani et al. 2013; S. 5)

15(Nguyen und Boger 1992; S. 63), (Pahl et al. 1995; S. 387), (Barnes 1999), (Niedzwiedz et al. 2010; S. 1108),
(Willenbacher und Georgieva 2013; S. 8), (Martinie et al. 2013; S. 627)

16(Nguyen und Boger 1992; S. 63), (Zhu et al. 2001; S. 1105), (Oswald 2009; S. 13), (Mezger 2010; S. 54),
(DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 439)

17(Nguyen und Boger 1992; S. 65), (Steffe 1996; S. 81), (Carreau et al. 1999; S. 1304), (Stokes und Telford 2004; S. 138)
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7.3 Verzerrungsrampe zur Identifizierung der statischen Fließspannung

Zur Bestimmung der statischen Fließspannung wird in der Literatur eine rampenförmig aufgebrachte Ver-
zerrung vorgeschlagen18. Die Schubverzerrung

γ = ˙̃γ t {γ̇ = konst} =∶ ˙̃γ (7.2)

besitzt demnach eine konstante Rate˙̃γ . Die Spannungsantwort in Abhängigkeit der Zeitτ(t) beziehungs-
weise die Spannungs-Schubverzerrungs Antwort,τ(γ), wird gemessen (Nguyen und Boger 1992; S. 68).
Auf Grundlage der gemessenen Spannungsantwort existiereneinige Vorschläge, eine statische Fließspan-
nung zu bestimmen: Die statische Fließspannung ist

1. diejenige Spannung, ab der die Spannungsantwort nicht mehr einer linearen Funktion folgt19,

2. das Maximum20 von τ(t) bzw.τ(γ),
3. die Plateauspannung21, falls die Spannungsantwort anstelle eines Maximums ein Plateau besitzt.

Weil die Spannungsantwort im Vorfließbereich viskoplastischer Materialien aufgrund viskoelastischer
Eigenschaften maßgeblich mit der Schubverzerrungsrate variieren kann (Zhu et al. 2001; S. 1119), hängt
bei dieser Methode folgerichtig auch der Wert, welcher der statischen Fließspannung zugeordnet wird,
von der Verzerrungsrate ab. Daher eignet sich diese Methodeim besten Fall nur bei ausreichend kleiner
Verzerrungsrate22 zur Bestimmung der statischen Fließspannung. Da jedoch Ratenabhängigkeit selbst bei
der messtechnisch kleinst möglich realisierbaren Verzerrungsrate nicht ausgeschlossen werden kann23, ist
die Zulässigkeit dieser Methode für jedes Zusammenspiel zwischen Materialprobe und Messeinrichtung
zu überprüfen.

Hinsichtlich des ersten Definitionsvorschlags ist zu berücksichtigen, dass die Fließspannung nur ge-
nau dann der Spannung beim Abweichen von linearem Verhaltenentspricht, wenn der Vorfließbereich
entweder

• linear elastisch ist oder (S9)

• viskoelastische Eigenschaften mit linear elastischer Gleichgewichtsrelation derart besitzt, dass ra-
tenabhängige Effekte beim Aufbringen der messtechnisch geringst möglichen Verzerrungsrate ver-
nächlässigbar sind. (S10)

Selbst wenn Bedingung (S10) erfüllt sein sollte, ist die Definitionsvorschrift zur Bestimmung der
Fließspannung nicht allgemeingültig, da sie für nichtlinear elastische Eigenschaften versagt (Folgerung
21).

Bezüglich des zweiten Definitionsvorschlags ist zu beachten, dass ein Spannungsmaximum einer
τ(t) oderτ(γ) Kurve auch aufgrund thixotroper Eigenschaften24 hervorgerufen werden kann, ohne dass
das Material eine Fließspannung besitzt. Die Gültigkeit dieses Kriteriums ist daher für eine Materialprobe

18(Dzuy und Boger 1983; S. 324), (James et al. 1987; S. 443), (Nguyen und Boger 1992; S. 68), (Zhu et al. 2001; S. 1107),
(Stokes und Telford 2004; S. 141), (Baker et al. 2006), (Yang et al. 2009; S. 458)

19(James et al. 1987; S. 444), (Nguyen und Boger 1992; S. 68), (Zhu et al. 2005; S. 180), (Moller et al. 2006; S. 276),
(Vicente et al. 2011; S. 3705)

20(Denny und Gosline 1980; S. 386, Abb. 9), (James et al. 1987; S. 444), (Nguyen und Boger 1992; S. 68), (Weiss et al.
1994; Abb. 4), (Steffe 1996; S. 203), (Larson 1999; S. 36), (Stokes und Telford 2004; S. 141), (Uhlherr et al. 2005; S. 293),
(Höhler und Cohen-Addad 2005; S. 1056), (Moller et al. 2006; S. 276), (Ewoldt 2006; S. 25), (Ewoldt et al. 2007a; S. 641), (Rao
2007; S. 77), (Chhabra und Richardson 2008; S. 93), (Stokes und Frith 2008; S. 1135), (Yang et al. 2009; S. 458), (Laurati et al.
2011; S. 689 ff.), (Vicente et al. 2011; S. 3705), (Koumakis et al. 2012; S. 1, 3), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 443),
(Bhavsar et al. 2013; S. 854)

21(Ashour et al. 1996; S. 126), (Uhlherr et al. 2005; S. 293), (Baker et al. 2006)
22(James et al. 1987; S. 443), (Nguyen und Boger 1992; S. 69), (Steffe 1996; S. 203), (Stokes und Telford 2004; S. 141, 142),

(Ewoldt 2006; S. 27)
23(Lion 1994; S. 16), (Haupt und Lion 1995; S. 75), (Haupt 2002; S. 255, 257), (Kästner et al. 2012; S. 44)
24(Zhu et al. 2001; S. 1107), (Stokes und Telford 2004; S. 142), (Uhlherr et al. 2005; S. 293)



7.3. Verzerrungsrampe zur Identifizierung der statischen Fließspannung 121

stets nachzuweisen. InNguyen und Boger(1992; S. 68) wird das Maximum Kriterium generell infrage
gestellt.

Die Handhabung einer Verzerrungsrampe zur Identifizierungder Fließspannung wird nun für das
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element, dessen Spannungsantwort in Abbildung5.3(a) dargestellt ist,
bewertet. Das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element besitzt einen linear elastischen Vorfließbereich und
erfüllt somit Bedingung (S9). Das Abweichen von linearem Verhalten kann somit aus theoretischer Sicht
als Kriterium zur Fließspannungsbestimmung genutzt werden. In Abbildung5.3(a)ist jedoch zu erkennen,
dass das Abweichen vom linearen Verlauf generell schwer festgestellt werden kann und subjektiven
Empfindungen unterliegt. Je nachdem wie sich das Zusammenspiel zwischen der messtechnisch kleinst
möglichen Verzerrungsrate und den ratenabhängigen Effekten des Nachfließbereichs auswirkt, wird die
Fließspannung mehr oder weniger überschätzt. Es ist weiterhin ersichtlich, dass das Spannungsplateau in
keinster Weise ausschließlich mit der Fleißspannung korreliert, sondern ebenfalls von den ratenabhängigen
Eigenschaften abhängt.

Am Beispiel des rCROSS-MAXWELL Elements (Boisly et al. 2015) kann nachvollzogen werden,
dass das Abweichen der Spannungsantwort von einer linearenFunktion nicht in jedem Fall mit der
Existenz einer Fließspannung in Verbindung gebracht werden kann. Die Spannungsantwort des rCROSS-
MAXWELL Elements,τcm(t) und τcm(γcm), ist in Abbildung 7.1 dargestellt. Dazu sind zunächst die
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Abbildung 7.1: Spannungsantworten eines scherverdünnenden rCROSS-MAXWELL Elements (Boisly et al.

2015) für konstante Schubverzerrungsratenγ̇cm = ˙̃γcm: ——, γ̇cm =
˙̃γcm
2 : −−− und γ̇cm =

˙̃γcm
3 : ⋯⋯ für G =

10Pa,η0 = 8Pas,η∞ = 0.3Pas,K1 = 105s und ˙̃γcm = 10−4 1
s

konstitutiven Beziehungen ausBoisly et al. (2015; Gl. (62)) beziehungsweise Gleichungen (8.1a) bis
(8.1c) unter Verwendung des EULER-Rückwärts Verfahrens25 diskretisiert und anschließend für die
Anfangsbedinungτcm(t = 0) = 0 mit dem NEWTON-Verfahren26 numerisch gelöst. Wie in Abbildung7.1
zu erkennen ist, weicht die Spannungsantwort nach einer bestimmten Belastungsdauer von einer linearen
Funktion ab, obwohl das rCROSS-MAXWELL Element keine Fließspannung als Modellparameter besitzt.
Grund dafür ist, dass sich der elastische Schubverzerrungsanteil nach der bestimmten Belastungsdauer
nicht mehr entwickelt, sondern konstant bleibt. Somit besitzt die Spannungsantwort im stationären
Zustand einen Plateauwert

τcm.∞ = τc( ˙̃γcm) = (η∞+ η0−η∞
1+K1 ⋅ ∣ ˙̃γcm∣) ˙̃γcm , (7.3)

welcher identisch der Spannung des rCROSSDämpfers nachBoisly et al.(2015; Gl. (24)) ist. Im Zuge des
zweiten Vorschlags würde aufgrund des existierenden Plateauwertes fälschlicherweise eine Fließspannung
interpretiert werden, obwohl dem Material beziehungsweise Modell keine Fließspannung zugrunde liegt.

Letztlich kann festgehalten werden, dass sich die Verzerrungsrampe ohne weitergehende Untersu-
chungen nicht zur Bestimmung der Fließspannung eignet. DieExistenz einer Fließspannung sollte vor
dem Anwenden dieser Methode bereits bewiesen, mindestens jedoch physikalisch motiviert sein.

25(Zienkiewicz 1984; S. 518), (Oelschlägel und Matthäus 1988; S. 55 ff.), (Oertel Jr. und Laurien 1995; S. 102),
(Schwetlick und Roos 1999; S. 150), (Schäfer 1999; S. 139), (Schanz 2000; S. 61), (Simo und Hughes 2000; S. 33), (Betten
2004; S. 274), (Ostermann 2005; S. 3.10), (Dahmen und Reusken 2008; S. 439, 445)

26(Plato 2006; S. 99), (Dahmen und Reusken 2008; S. 181)



122 7. Konzept und Identifikation der Fließspannung

7.4 Spannungsrampe zur Bestimmung der statischen Fließspannung

Analog zur Verzerrungsrampe wird in der Literatur auch die Verwendung einer Spannungsrampe27

τ = ˙̃τ t {τ̇ = konst} =∶ ˙̃τ (7.4)

zur Identifizierung der stischen Fließspannung in Betrachtgezogen. Dabei wird eine konstante Spannungs-
rate vorgegeben und die Schubverzerrungγ sowie die Schubverzerrungsrateγ̇ werden ermittelt. Hierfür
existieren mehrere Vorschläge, die statische Fließspannung zu definieren: Die statische Fließspannung ist

1. diejenige Spannung, bei der die linear skalierteγ(τ) Kurve von der Gestalt einer linearen Funktion
abweicht28,

2. entsprechend derTangentenmethodeder Schnittpunkt zwischen der Tangente im Unendlichen und
der Tangente im Koordinatenursprung der doppelt logarithmisch skaliertenγ(τ) Kurve29,

3. die Stelle des abrupten Anstiegs der doppelt logartihmisch aufgetrageneṅγ(τ) Kurve30.

Weil die Verzerrungsantworten viskoplastischer Materialien mit viskoelastischem Vorfließbereich von der
aufgebrachten Spannungsrate abhängen, variieren auch diejenigen Spannungswerte, welche der statischen
Fließspannung zugeordnet werden. Berücksichtigt man die Aufteilung der Gesamtspannung nach Glei-
chung (3.43) in eine Gleichgewichts- und Überspannung, wobei lediglich die Gleichgewichtsspannung mit
der Fließspannung verknüpft ist, so resultiert analog zu Abschnitt 7.3 die Forderung einer Versuchsfüh-
rung mit verschwindend geringer Spannungsrate (Rich et al. 2012; S. 583). Somit wird deutlich, dass die
Bestimmung der Fließspannung in einem Rotationsrheometermittels Spannungsrampe von dem messtech-
nisch kleinst möglich realisierbaren Drehmoment abhängt.Da lediglich der Grenzfallτ

ov

τ = 0 mit τy = τys

einhergeht, gilt in guter Näherungτy ≈ τys wenn∣ ˙̃τ ∣ ≳ 0.
Ebenfalls ist zu erwähnen, dass die Bedingungen (S9) und (S10) gleichermaßen gelten. Wenn das elasti-
sche Vorfließverhalten eines plastischen Materials nichtlinear ist, kann die statische Fließspannung weder
mit der Tangentenmethode noch mit dem Kriterium des Abweichens von der Geradlinigkeit zuverlässig
bestimmt werden. Gleiches gilt für den Fall, dass der Vorfließbereich eines viskoplastischen Materials vis-
koelastisch ist und ratenabhängige Effekte bei gegebener Versuchsführung nicht vernächlässigbar sind.
Wenn die oben genannten Bedingungen erfüllt sind, liefert die Methode der Spannungsrampe gute Ergeb-
nisse. Um dies zu zeigen, werden zunächst das PRANDTL Element und das BINGHAM Element untersucht.
Die Schubverzerrung des PRANDTL Elements (Boisly et al. 2014b; Abschn. 3.1) ergibt sich zu

γp(τp,t) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τp

G
: F < 0 , τp = ˙̃τpt (7.5a)

τy

G
+ ˙̃γp(t − τy

˙̃τp
) : F = 0 , γ̇p = ˙̃γp = konst. (7.5b)

Um das Verhalten des PRANDTL Elements im Nachfließbereich beschreiben zu können, ist es erfordlich
die Schubverzerrungsrate zu kennen mit derτp = τy aufgebracht wird. Hierfür ist der Einfachheit wegen
eine Versuchsführung mit konstanter Schubverzerrungsrate γ̇p = ˙̃γp = konst unterstellt. Die Schubverzer-
rungsantwort des BINGHAM Elements31 beträgt

γb(τb)∣τb= ˙̃τbt =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 : F ≤ 0 (7.6a)
1

2η ˙̃τb
[τb−τysign( ˙̃τb)]2 : F > 0 . (7.6b)

Die Kurvenverläufe sind in den Abbildungen7.2 und7.3 dargestellt. Wie zu erkennen ist, liefern sowohl
die Tangentenmethode als auch das Kriterium des Abweichensvom linearen Verhalten gute Ergebnisse.

27(Steffe 1996; S. 205), (Zhu et al. 2001; S. 1113), (Zhu et al. 2005; S. 180), (Baker et al. 2006), (Maxey et al. 2008; S. 2),
(Yang et al. 2009; S. 458), (Mezger 2010; S. 53, Abb. 3.2), (Koos und Willenbacher 2011; Supporting Online Material S. 6),
(Lexis und Willenbacher 2014; Abb. 1), (Xu et al. 2017; Abb. 1)

28(Li et al. 1999; S. 464), (Zhu et al. 2001; S. 1113)
29(Rao 2007; S. 78), (Yang et al. 2009; S. 458), (Mezger 2010; S. 55, Abb. 3.23, 3.24), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 441),

(Lexis und Willenbacher 2013; S. 3), (Brummer 2013; S. 60), (Lexis und Willenbacher 2014; S. 180, Abb. 1)
30(Houwink 1957; S. 10, 34), (Brummer 2006; S. 66), (Rich et al. 2012; S. 583, 584), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 443)
31(Giesekus 1994; S. 213), (Boisly et al. 2014a; Gl. (14))
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Im Folgenden wird analog zu Abschnitt7.3 überprüft, ob die Kriterien hinreichend für die Existenz ei-
ner Fließspannung sind, oder ob die Spannungsrampe ebenfalls fälschliche Ergebnisse liefern kann. Dazu

γ p
/ 1

τp / Pa
0 τy

0

τy

G

Abbildung 7.2: Schubverzerrung des PRANDTL

Elements für eine Spannungsrampe

γ b
/ 1

τb / Pa

0

0.1

0 τy

Abbildung 7.3: Schubverzerrung des BINGHAM

Elements für eine Spannungsrampe mit˙̃τbh = 1Pa
s ,

η = 5Pas undτy = 2Pa

werden die Schubverzerrungsantworten des rCROSSDämpfers und des rCROSS-MAXWELL Elements für
verschiedene Parametersätze untersucht. Da beide Materialmodelle keine Fließspannung besitzen, ist zu
zeigen, dass die Methode der Spannungsrampe ebenfalls keine Fließspannung identifiziert. Die konstitu-
tiven Beziehungen des rCROSSDämpfers könnenBoisly et al.(2015; Gl. (23)) und Gleichung (7.3) ent-
nommen werden. Die Materialbeziehungen des rCROSS-MAXWELL Elements sind inBoisly et al.(2015;
Gl. (62)) beziehungsweise Gleichung (8.1) hinterlegt. Aufgrund der nichtlinearen Eigenschaften konnten
sie vom Autor dieser Arbeit nicht analytisch gelöst werden.Daher erfolgt die Berechnung der Schub-
verzerrung numerisch. Für den rCROSSDämpfer werden(τ i

c, γ̇ i
c) zu den Zeitschrittent i für vorgegebene

Spannungswerte mittels dem NEWTON Verfahren32 ermittelt. Daraus wirdγ i+1
c unter Berücksichtigung

desRückwärtsdifferenzenquotienten33

γ̇ i+1
c = γ i+1

c −γ i
c

∆t
i ∈N+ (7.7)

bestimmt. Das Ergebnis für den ersten Parametersatz ist in Abbildung7.4sowohl in linearer als auch dop-
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Abbildung 7.4: Schubverzerrung des rCROSSDämpfers für eine Spannungsrampe mit˙̃τc = 1Pa
s , η0 = 8Pas,

η∞ = 0.3Pas undK1 = 100s

pelt logarithmischer Skalierung dargestellt. Die Schubverzerrung des rCROSS-MAXWELL Elements setzt
sich nachBoisly et al.(2015; Gl. (62c)) aus zwei Anteilen zusammen, der soeben berechneten Schubver-
zerrung des rCROSSDämpfers und dem Anteil der HOOKEschen Feder. Die Schubverzerrungsantwort ist
in Abbildung 7.5 für den ersten Parametersatz sowohl in linearer als auch doppelt logarithmischer Ska-
lierung aufgetragen. Entsprechend dem Kriterium vom Abweichen von einer linearen Funktion, ist es für
die linear skalierten Graphen aus Abbildungen7.4und7.5denkbar, fälschlicherweise eine Fließspannung
zu identifizieren. Wertet man hingegen die doppelt logarithmische Darstellung mit der Tangenentenmetho-
de aus, so würde man davon absehen. Es sind allerdings auch Parametersätze denkbar, bei denen selbst
die Tangentenmethode der doppelt logarithmischen Darstellung versagt und eine Fließspannung identi-
fiziert, obwohl keine vorhanden ist. Dies trifft für stark scherverdünnendes Verhalten zu, wie es in den

32(Schäfer 1999; S. 165), (Plato 2006; S. 99), (Freund und Hoppe 2007; S. 292, 335), (Dahmen und Reusken 2008; S. 181)
33(Schäfer 1999; S. 139), (Plato 2006; S. 229), (Dahmen und Reusken 2008; S. 445)
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Abbildung 7.5: Schubverzerrung des rCROSS-MAXWELL Elements für eine Spannungsrampe mit˙̃τcm =
1Pa

s , G= 50Pa,η0 = 8Pas,η∞ = 0.3Pas undK1 = 1000s

Abbildungen7.6 und 7.7 gezeigt ist. Je größer das Verhältnisη0
η∞ , desto größer ist auch die Tendenz,

dass die Tangentenmethode für eine doppelt logarithmisch aufgetragene Schubverzerrungsantwort fälsch-
licherweise eine Fließspannung identifiziert. Gleiches gilt für die Auswertung der doppelt logarithmisch
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Abbildung 7.6: Schubverzerrung des rCROSSDämpfers für eine Spannungsrampe mit˙̃τc=1Pa
s , η0 =50Pas,

η∞ = 0.1Pas,K1 = 1000s undκ2 = 0.05

aufgetragenen Antwort der Schubverzerrungsrate. NachWillenbacher und Georgieva(2013; S. 8) ist dieser
Sachverhalt so zu interpretieren, dass es sich vielmehr um eine scheinbare Fließspannung handelt, die auf
einen starken Viskositätsabfall innerhalb eines kleinen Spannungsbereiches zurückzuführen ist34. (Folge-
rung 21) Diese sogenanntescheinbareFließspannung steht jedoch in keinem Zusammenhang mit der in
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Abbildung 7.7: Schubverzerrung des rCROSS-MAXWELL Elements für eine Spannungsrampe mit˙̃τcm =
1Pa

s , G= 50Pa,η0 = 100Pas,η∞ = 0.1Pas,K1 = 1000s undκ2 = 0.05

dieser Arbeit als Materialparameter des Reibelements eingeführten Fließspannung (Folgerung 20). Es ist
also zu konstatieren, dass eine Spannungsrampe ohne weitere Prüfung nicht hinreichend zur Bestimmung
der statischen Fließspannung ist.

34englisches Originalzitat: „Soft matter, such as, for example, dispersions or emulsions, does not exhibit a yield stress in this
strict sense. Instead, these materials often show a drasticchange of viscosity by orders of magnitude within a narrow shear stress
range and this is usually termed an apparent yield stress (Figure 1.2a,b).“ (Willenbacher und Georgieva 2013; S. 8)
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7.5 Amplitudensweep zur Identifizierung der statischen Fließspannung

Neben den monotonen Versuchsführungen kann ebenfalls einesinusförmige Versuchsführung zur Bestim-
mung der statischen Fließspannung genutzt werden. In der Literatur wird die auf diesem Weg ermittelte
Fließspannung daher auch alsoszillatorische Fließspannung35 bezeichnet. Dazu wird ein Amplituden-
sweep36 aufgebracht, bei der die Kreisfrequenzω konstant gehalten wird. Die Amplituden ˆxi der Steuer-
größexi = x̂i sin(ω t) werden aufsteigend füri = 1. . .n Werte variiert. Im Falle dessen, dass die Steuergrö-
ße die Schubverzerrung ist, ˆx = γ̂ , und nichtlineares Materialverhalten vorliegt, handelt es sich um einen
LAOStrain Amplitudensweep. Als Ergebnis erhält mani = 1. . .n Messpunkte für Speicher-G′i und Ver-
lustmodulG′′i in Abhängigkeit der Schubverzerrungsamplitudeγ̂i . Ist die Steuergröße die Spannung, ˆx= τ̂ ,
liegt ein LAOStress Amplitudensweep vor. Mittels FOURIER Transformation der Verzerrungsantwort er-
hält man dynamische Nachgiebigkeiten als Funktion der Spannungsamplituden̂τi (Ewoldt 2013; S. 183).
Nach Auffassung vonRouyer et al.(2005; S. 113) gibt es kein eindeutiges Kriterium, nach dem die sta-
tische Fließspannung mittels oszillatorischer Versuchsführung bestimmt werden kann37. Stattdessen exis-
tieren zahlreiche Vorschläge:

1. Nach einem Vorschlag vonRouyer et al.(2005; S. 113) können die Fließspannungτy und die Fließ-
verzerrungγy mittels des Speichermoduls empirisch definiert werden. DieFließspannung ergibt sich
aus dem Schnittpunkt der Anfangs- und Endtangenten an den von der Spannungsamplitude abhän-
gigen Speichermodul38.

2. Analog dazu wird vorgeschlagen, die Fließverzerrung39 aus dem Schnittpunkt der Anfangs- und
Endtangenten des von der Schubverzerrungsamplitude abhängigen Speichermoduls zu bestimmen.

3. Nach einem anderen Vorschlag ergibt sich die Fließspannung als Schnittpunkt der von der Span-
nungsamplitude abhängigen Speicher- und Verlustmoduli38, 40.

4. In analoger Weise wird die Fließverzerrung auch aus dem Schnittpunkt bestimmt, der sich für
Speicher- und Verlustmoduls als Funktion der Schubverzerrungsamplitude ergibt41.

5. Auch wird die Schubverzerrung am Maximum des Verlustmoduls als Fließverzerrung definiert42.

6. Entsprechend demDIN–Taschenbuch 398(2012; S. 445) ist die Fließspannung diejenige Spannung,
ab welcher die von der Spannungsamplitude abhängigen Speicher- und Verlusmoduli38 nicht länger
amplitudenunabhängig sind.

7. Saint-Jalmes und Durian(1999; S. 1411, S. 1415 ff.),Christopoulou et al.(2009; S. 5057 ff.),
Koumakis und Petekidis(2011; S. 2459 ff.) undLaurati et al.(2011; Abb. 6) tragen zunächst die
für LAOStrain gemessenen Maximalspannungen doppelt logarithmisch über der Schubverzerrungs-
amplitude auf. Der Schnittpunkt der Anfangs- und Endtangente definiert den Fließpunkt43 (γy, τy).

35(Li et al. 1999; S. 465), (Höhler und Cohen-Addad 2005; S. 1057), (Rouyer et al. 2005; S. 111), (Rogers et al. 2011a; S. 747)
36(Pahl et al. 1995; S. 144), (Li et al. 2003; S. 282), (Celli et al. 2007; S. 1583), (Mezger 2010; S. 149), (DIN 51810-2;S. 8)
37englisches Originalzitat: „There is no unique and rigorously motivated criterion allowing a yield stress to be determined from

oscillatory data.“ (Rouyer et al. 2005; S. 113)
38Die zugrunde gelegte Berechnungsvorschrift des Speicher-beziehungsweise Verlustmoduls bei spannungsgeregelter Ver-

suchsführung konnte der Autor dieser Arbeit nicht im Detailentnehmen.
39(Yoshimura und Prud’homme 1987), (Weiss et al. 1994; S. 773), (Yziquel et al. 1999b), (Larson 1999; S. 36),

(Saint-Jalmes und Durian 1999; S. 1411, 1415), (Saint-Jalmes und Durian 1999; S. 1412), (Rouyer et al. 2005; S. 111),
(Höhler und Cohen-Addad 2005; S. 1056), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 582), (Renou et al. 2010; S. 1227), (Rogers et al.
2011b; S. 443), (Koumakis und Petekidis 2011), (Laurati et al. 2011; S. 684), (Lim und Ahn 2013; S. 648)

40(Celli et al. 2007; S. 1583 ff.), (Pham et al. 2008; Tab. 2), (Mezger 2010; S. 155), (Koumakis und Petekidis 2011; S. 2462),
(DIN 51810-2;S. 8, 9), (Segovia-Gutierrez et al. 2012; S. 1430, 1440), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 259, 445), (Martinie et al.
2013; S. 632), (Lexis und Willenbacher 2013; S. 4)

41(Pham et al. 2006; S. 627), (Pham et al. 2008; S. 659, Tab. 2), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 583, 585),
(Carrier und Petekidis 2009; S. 255), (Renou et al. 2010; S. 1227), (Koumakis und Petekidis 2011; S. 2459, 2461), (Laurati et al.
2011; S. 682), (Lim und Ahn 2013; S. 648), (Koos et al. 2014; S. 951)

42(Pham et al. 2006; S. 627), (Helgeson et al. 2007; S. 305), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 583), (Christopoulou et al. 2009;
S. 5057 ff.), (Renou et al. 2010; S. 1227)

43(Weiss et al. 1994; S. 774),Saint-Jalmes und Durian(1999; S. 1416), (Pham et al. 2008; S. 659, Tab. 2), (Christopoulou et al.
2009; S. 5058), (Koumakis und Petekidis 2011; S. 2462), (Laurati et al. 2011; S. 684)
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Die folgenden Untersuchungen zielen darauf ab, festzustellen, welche der oben vorgestellten Methoden zur
Bestimmung der statischen Fließspannung geeignet sind. Umdie Überlegungen nachvollziehen zu können,
sei zunächst auf die verzerrungsgesteuerten Amplitudensweeps des PRANDTL Elements aus (Boisly et al.
2014b), des rCROSS-MAXWELL Elements ausBoisly et al.(2015) und des BINGHAM -HOOKE Elements
ausBoisly et al.(2017) verwiesen. Zusätzlich dazu können die Ergebnisse des in dieser Arbeit analysierten
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements (Abbildungen5.12(a)bis5.16(a)) und des endochronen MAXWELL

Elements (Abbildung6.12) verwendet werden. Daran ist zu erkennen, dass ein ausgeprägtes Maximum
des Verlustmoduls entsprechend des Typ III Verhaltens vonHyun et al.(2002; Abb. 7b, 8c, 9c) keines-
falls hinreichend aber dennoch notwendig für die Existenz einer Fließspannung ist (Folgerung 15). Dass
ein Maximum des Verlustmoduls notwendig für die Existenz einer Fließspannung ist, liegt daran, dass die
Verlustmoduli aller Flüssigkeiten mit Fließspannung ein Maximum besitzen. Es ist jedoch ein Trugschluss
anzunehmen, dass ein Maximum des Verlustmoduls hinreichend für die Existenz einer Fließspannung ist.
Beispielsweise kann ein Maximum im amplitudenabhängigen Verlustmodul auch für das scherverdün-
nende viskoelastische Verhalten des rCROSS-MAXWELL Elements (Boisly et al. 2015) oder thixotrope
Viskoelastizität44 festgestellt werden (Folgerung 15). Ein Amplitudensweep kann zur Bestimmung der
Fließspannung ohne zusätzliche Informationen keine verbindliche Aussagen liefern. Die Existenz einer
Fließspannung sollte vor dem Anwenden dieser Methode bereits bewiesen, mindestens jedoch motiviert
sein.
Ebenso besitzt der Schnittpunkt zwischen den von der Verzerrungsamplitude abhängigen Speicher- und
Verlustmoduli keinen Bezug zur Existenz einer Fließspannung. Diese Feststellungen decken sich in ana-
loger Weise mit den Erkenntnissen vonWinter und Mours(1997; S. 220), welche die oben genannten
Ansätze im Zusammenhang mit Polymeren nahe dem fest-flüssigÜbergang kommentieren und als „weit
hergeholt“ bezeichnen45. Die Aussagen vonWinter und Mours(1997; S. 220) sind ebenso für die Bestim-
mung der Fließspannung gültig, da der fest-flüssig Übergangfür Flüssigkeiten mit Fließspannung genau
beim Erfüllen der Fließbedingung (Fließbeginn) einsetzt.
Infolge eines phänomenologischen fest-flüssig Übergangs steigt der Verlustmodul abrupt an und der Spei-
chermodul beginnt abzufallen. Die bei der Erfüllung der Fließbedingung auftretende Schubverzerrung wird
im Folgenden als Fließverzerrungγy bezeichnet. Sie ist kein Materialparameter. Die Fließverzerrung muss
daher nicht zwingenderweise konstant sein. Im Allgemeinenhängt sie von den Lastparametern der sinus-
förmigen Anregung ab. Für eine verzerrungsgeregelte Versuchsführung sind das die Schubverzerrungsam-
plitude und die Kreisfrequenz. In den folgenden Überlegungen wird darauf näher eingegangen. Außerdem
wird die Bestimmung der Fließspannung auf der Grundlage vonLAOStrain untersucht. Dafür werden fol-
gende Fälle diskutiert:
(1) Der Vorfließbereich einer Flüssigkeit mit Fließspannung sei annähernd linear viskoelastisch. Folglich
ergibt sich die Fließverzerrung entsprechendWeiss et al.(1994; Abb. 1, 2) als diejenige Amplitude, ab
der Speicher- und Verlusmodul nicht länger unabhängig von der Schubverzerrungsamplitude sind. Die
Fließverzerrung und die kritische Schubverzerrung stimmen überein

γcr = γy . (7.8)

Für Flüssigkeiten mit Fließspannung und linear viskoelastischem Vorfließbereich geht dies mit einem
abrupten Ansteigen des Verlustmoduls und der normierten Intensitäten einher. Daher kann die Fließver-
zerrung aus verzerrungsgeregelten sinusförmigen Versuchen bequem bestimmt werden. Dies ist für das
PRANDTL Element inBoisly et al.(2014b), das BINGHAM -HOOKE Element inBoisly et al.(2017) und
für das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element in Abschnitt5.4.1gezeigt. Weil die Vorfließbereiche dieser
drei Modelle lediglich linear elastisch sind, hängen der ElastizitätsmodulG und die Fließverzerrungγy mit
der Fließspannung über

τy =Gγy mit γy = γ̂y (7.9)

44(Yziquel et al. 1999a; Abb. 5), (de Souza Mendes 2009; Abb. 10), (Carrier und Petekidis 2009; Abb. 4), (de Souza Mendes
2011; Abb. 13), (Derec et al. 2003; Abb. 10)

45englisches Originalzitat: „There are also some far-fetched proposals for the LST: a maximum in tanδ [151] or a maximum
in G′′ [152] at LST. [. . . ] It also has been proposed that the gel point may be reached when the storage modulus equals the loss
modulus,G′ =G′′ [153, 154], but this is contradicted by the observation thattheG′ =G′′ crossover depends on the specific choice
of frequency [154].“ (Winter und Mours 1997; S. 220) LST steht für liquid-solid transition.
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zusammen. Die Fließverzerrung hängt ausschließlich von der Schubverzerrungsamplitude aber nicht von
der Kreisfrequenz ab. Somit gibt es genau einen Fließpunkt(γy = γ̂y, τy). Dieser Zusammenhang wird
in Abschnitt8 zur Parameteridentifikation genutzt. Es sei allerdings darauf hingewiesen, dass die Fließ-
verzerrung keinen Materialparameter darstellt. Sie ist ein, speziell für verzerrungsgeregelte sinusförmige
Versuche, eingeführter Parameter und hängt im Allgemeinenvon der Schubverzerrungsamplitudeγ̂ und
der Kreisfrequenzω ab. (Folgerung 22)
(2) Um zu zeigen, dass sich die Fließverzerrung nicht ausschließlich aus der Schubverzerrungsampli-
tude γ̂ ergibt, sondern zusätzlich ebenfalls von der Kreisfrequenz ω abgängen kann, wird das LAOS-
train Verhalten des SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Elements46 diskutiert. Dessen rheologisches Schaltbild

τyη1G1

G2
η2

γssb

τssbτssb

Abbildung 7.8: SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element

ist in Abbildung 7.8 dargestellt. Dreidimensional verallgemeinerte konstitutive Beziehungen sind bei
Pouriayevali et al.(2013) vorgestellt. Die das SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element betreffenden Größen
sind mit dem Literalindex( )ssb versehen. Zur Beschreibung der Fließverzerrung genügt es nicht, aus-
schließlich die Schubverzerrungsamplitude anzugeben. Gleichung (7.9) ist nicht mehr gültig. Aufgrund des
viskoelastischen Vorfließbereichs hängt die Gesamtspannung im Vorfließbereich sowohl von der Schubver-
zerrung als auch von der Schubverzerrungsrate ab. Diese ergeben sich wiederum aus der Schubverzerrungs-
amplitude und der Kreisfrequenz. Die Fließverzerrung stellt sich in Abhängigkeit der beiden Lastparameter
ein. Es giltγy = γy(γ , γ̇) = γy(γ̂ ,ω). Daher existiert eine Menge aller Fließpunkte(γy = γy(γ̂ ,ω), τy). Die
Fließspannung kann mit Kenntnis der MaterialparameterG1, G2 undη2 sowie der Lastparameter bei Fließ-
beginn,(γ̂ ,ω)↔ γy, berechnet werden. Sie ergibt sich folglich als Maximum derSpannungsantwort zu
derjenigen verzerrungsgesteuerten Anregungγssb(t) = γy(γ̂ ,ω) sin(ω t), bei der Fließen erstmalig eintritt,

τy =MAX (τssb(t)∣γssb(t)=γy(γ̂ ,ω) sin(ω t)) . (7.10)

(3) Die Identifikation der Fließspannung mithilfe verzerrungsgeregelter Amplitudensweeps setzt im Allge-
meinen die Kenntnis aller den Vorfließbereich beschreibenden Materialparameter voraus. Dies kann man
sich mithilfe einer Parallelschaltung aus SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element und MAXWELL Element
erklären. In diesem Fall kann die Fließspannung nicht über das Maximum derjenigen Spannungsantwort
bestimmt werden, bei der Fließen erstmalig einsetzt. Gleichung (7.10) verliert an Gültigkeit, da sich die
Gesamtspannung additiv auf das SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element und das MAXWELL Element auf-
teilt. Somit ist die Identifikation der Fließspannung in dengesamten Prozess der Parameteridentifikation
eingebunden und erfolgt iterativ.
(4) Ist der Vorfließbereich des Materials mit fest-flüssig Übergang nicht annähernd linear viskoelastisch, so
kann die Fließverzerrung nicht ohne Weiteres mit dem Ansteigen des Verlustmoduls beziehungsweise dem
Ansteigen normierter Intensitäten in Verbindung gebrachtwerden. Das kann man sich mithilfe einer Par-
allelschaltung aus rCROSS-MAXWELL Element (Boisly et al. 2015) und PRANDTL Element (Boisly et al.
2014b) erklären. Befindet sich das rCROSS-MAXWELL Element entsprechendBoisly et al.(2015; Abb. 15
bis 17) in MODEω/3, ω/4 oderω/5, und tritt außerdem das Maximum im Verlustmodul bei Schubverzer-
rungsamplituden kleiner der kritischen Verzerrung des PRANDTL Elements auf, korreliert das Ansteigen
des Verlustmoduls nicht mit der Fließverzerrung.
Die bisher abgeleiteten Erkenntnisse gelten gleichermaßen für endochrone viskoplastische Materialien.
Somit ist es in völlig analoger Weise möglich, die pseudo Fließspannung des endochronen MAXWELL

Elements zu bestimmen.
46(Reiner 1968; S. 167), (Du und Tscheuschner 1986; S. 48), (Gamota und Filisko 1991; S. 422), (Weipert et al. 1993; S. 147),

(Spencer Jr. und Dyke 1997; Abb. 6), (Butz und von Stryk 2002; Abb. 4) (Wang und Liao 2011; Abb. 14); Ursprünglich ist das

SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element als der rheologische Körper eingeführt worden. Es kann jedoch nach DIN
13343 (Abb. 4, Absch. 5.3),Gross et al.(2004; S. 311),Silber und Steinwender(2005; S. 178) undDIN–Taschenbuch 398(2012;
S. 41) in Abbildung7.8überführt werden, sodass die Gesamtspannung eine Summe ausÜber- und Gleichgewichtsspannung ist.
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7.6 LISSAJOUS Diagramme im PIPKIN -Raum zur Bestimmung der stati-
schen Fließspannung

Eine weitere Möglichkeit zur Bestimmung der statischen Fließspannung, ist die Auswertung von LISSA-
JOUS Diagrammen im PIPKIN-Raum. Diese Methode wird inMaxey et al.(2008; S. 2, 8) angewendet.
Nach MAXEY ergibt sich die statische Fließspannung für eine verzerrungsgesteuerte sinusförmige An-
regung analog zu Gleichung (7.10) als diejenige Maximalspannung, bei der die LISSAJOUSDiagramme
gerade noch eine elliptische Gestalt haben.
Wie schon in den Methoden zuvor herausgearbeitet ist, setztauch diese Methode voraus, dass die Exis-
tenz einer Fließspannung bereits nachgewiesen oder mindestens physikalisch begründet ist. Das ist da-
durch begründet, dass auch LISSAJOUS Diagramme nichtlinear viskoelastischer, nichtlinear elastischer
sowie nichtlinear viskoser Materialmodelle von der elliptischen Gestalt abweichen können, obwohl letz-
tere keine Fließspannung besitzen. Diese Tatsache ist beispielsweise für den rCROSS Dämpfer und das
rCROSS-MAXWELL Element inBoisly et al.(2015; Abb. 7, 20, 21) gezeigt. Das Abweichen der LISSA-
JOUSDiagramme von der elliptischen Gestalt ist also zur Bestimmung der statischen Fließspannung nicht
geeignet, wenn die Existenz der Fließspannung noch nicht motiviert ist.
Außerdem ist zu fordern, dass das Verlassen der elliptischen Gestalt eine Folge von plastischem Fließen
ist. Wie bereits in Abschnitt7.5 beschrieben wurde, ist es auch denkbar, dass nichtlinear viskoelastische
Effekte eher einsetzen, als die Fließbedingung eines viskoplastischen Materialmodells erfüllt ist. Je nach-
dem wieviel eher nichtlinear viskoelastische Effekte einsetzen, wird die statische Fließspannung mehr oder
weniger unterschätzt.

7.7 Relaxationsversuche zum Ermitteln der statischen Fließspannung

Ein weiteres in der Literatur verbreitetes Verfahren zur Bestimmung der statischen Fließspannung fußt auf
der Auswertung von Relaxationsversuchen47

γ (t) = { ˙̃γ t : 0< t < t̃ (7.11a)

γ̃ : t̃ ≤ t ≤ t̃ +∆t . (7.11b)

Dazu wird das Material solange mit konstanter Rate˙̃γ belastet, bis das gewünschte Relaxationsniveauγ̃
erreicht ist. Das Relaxationsniveau wird anschließend füreine Haltezeit von∆t aufrecht erhalten. Die Span-
nung, welche nach dem Ende des Relaxationsversuch beit̃+∆t verbleibt, wird als statische Fließspannung
definiert.
Der Ansatz dieser Methode ist vergleichbar mit der Bestimmung der Gleichgewichtsspannung nach Ab-
schnitt3.3. Daher ist zu beachten, dass die Gleichgewichtsspannung nur in Sonderfällen mit der statischen
Fließspannung gleichgesetzt werden kann. Treten beispielsweise Verfestigungseffekte48 auf, so setzt sich
die Gleichgewichtsspannung aus der statischen Fließspannung und einem Verfestigungsanteil zusammen.
Würde die Gleichgewichtsspannung mit der Fließspannung gleichgesetzt werden, so würde man die Fließ-
spannung überschätzen. Dabei hängt der Umfang der Überschätzung davon ab, in welchem Maß das Rela-
xationsniveaũγ über demjenigen Relaxationsniveau liegt, welches notwendig ist, um plastisches Fließen zu
iniziieren. Liegt das Relaxationsniveau unter demjenigenRelaxationsniveau, bei dem plastisches Fließen
gerade einsetzt, so wird der statischen Fließspannung eineVorfließbereichsspannung zugeordnet. Infolge-
dessen wird die statische Fließspannung unterschätzt. (Folgerung 23) Erschwerend kommt hinzu, dass man
allein aus Relaxationsversuchen nicht feststellen kann, ob beziehungsweise in welchem Maße die Fließ-
bedingung erfüllt ist. Deswegen wird diese Methode für verfestigendes Material nicht als Mittel der Wahl
erachtet.
Unterstellt man dem Material jedoch, dass keine Ver- und Entfestigungseffekte auftreten, wie es für viele
Flüssigkeiten mit Fließspannung der Fall ist, so muss lediglich das Erfüllen der Fließbedingung für das
korrekte Messen der Fließspannung sichergestellt sein. Das bedeutet, dass sich für verschiedene Relaxa-
tionsniveaus nach dem Ende der Haltezeit ein und dieselbe Relaxationsabbruchspannung einstellt. Diese
entspricht folglich der statischen Fließspannung. Mittels eines rheologischen Modells, bestehend aus der

47(Keentok 1982; S. 327), (Dzuy und Boger 1983; S. 324, 331), (James et al. 1987; S. 444), (Nguyen und Boger 1992; S. 66)
48(Houwink 1957; S. 3), (Maugin 1992; S. 4), (Puzrin 2012; S. 110)
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Parallelschaltung eines MAXWELL und PRANDTL Elements, kann man diese Tatsache nachvollziehen. Um
festzustellen, ob das Material Ver- oder Entfestigungseffekten unterliegt, ist die Versuchsführung für ein
und dasselbe Material nach Entlastung und „ausreichend langer“ Haltezeit mehrere Male durchzuführen.
Die zwischen den Relaxationsversuchen „ausreichend lang“gehaltene Entlastungszeit ist sicherzustellen,
damit ratenabhängige Materialeffekte während dessen abklingen können. Liegt nach wiederholt durchge-
führter Versuchsführung in guter Näherung ein identischesMessergebnis vor, so können Ver- und Entfes-
tigungseffekte für moderate Lastwechselzahlen vernachlässigt werden.
Die Schwierigkeiten, die bei der praktischen Bestimmung der Gleichgewichtsspannung in Abschnitt3.4
existieren, bleiben im Generellen für diese Methode bestehen. Daher kann es unter Umständen der Fall
sein, dass der Relaxationsabbruchpunkt, welcher der statischen Fließspannung zugeordnet wird, von der
Dauer der Haltezeit abhängt. Es ist folglich ratsam, die Abhängigkeit des Relaxationsabbruchpunktes von
der Haltezeit zu überprüfen.

7.8 Kriechversuche zur Identifizierung der statischen Fließspannung

Die Identifizierung der statischen Fließspannung von wederver- noch entfestigenden Materialien mit fest-
flüssig Übergang kann mittels Kriechversuchen49 erfolgen. Dazu werden in aufsteigender beziehungs-
weise abfallender Reihenfolge mehrere Spannungsniveausτ 1 . . .τ n für eine Haltezeit∆t aufgebracht. Die
Versuchsführung ist in Abbildung7.9 dargestellt. Die Evolution der Verzerrung in Abhängigkeitvon der

0 ∆t i ∆t n∆t
t

τ
τ n

τ i+1

τ i

τ 1

(a) Aufsteigende Reihenfolge

0 ∆t i ∆t n∆t
t

τ

τ n

τ i+1
τ i
τ 1

(b) Abfallende Reihenfolge

Abbildung 7.9: Versuchsführung zur Bestimmung der statischen Fließspannung auf Basis von Kriechver-
suchen

Zeit wird als Materialantwort für jedes Spannungsniveau bestimmt50.
Die statische Fließspannung wird als das größtmögliche Spannungsniveau identifiziert, für das die Ver-
zerrung gerade noch asymptotisch gegen einen Grenzwert konvergiert. Dies unterstellt die Abfolge
von Kriechversuchen, ausgehend von einem minimalen Spannungsniveaus mit betragsmäßig steigenden
Kriechniveaus entsprechend Abbildung7.9(a). Sobald die Verzerrungsantwort einen stationären Zustand
mit konstanter Verzerrungsrate erreicht, ist die Fließspannung überschritten.
Alternativ kann die statische Fließspannung auch als das kleinstmögliche Spannungsniveau identifiziert
werden, für das die Verzerrung nicht asymptotisch gegen einen Grenzwert konvergiert. Zur Bestimmung
dessen wird die Abfolge von Kriechversuchen, ausgehend voneinem maximalen hinzu geringeren Span-
nungsniveaus entsprechend Abbildung7.9(b), aufgebracht. Sobald die Verzerrungsantwort einen statio-
nären Zustand mit konstanter Verzerrung erreicht, ist die Fließspannung unterschritten.
Die Schwierigkeit bei dieser Methode liegt darin, zu entscheiden, ob die Verzerrungsantwort mit endli-
cher aber von Null verschiedener Verzerrungsrate erfolgt,oder ob die Verzerrung infolge einer verschwin-
denden Verzerrungsrate einen konstanten Wert angenommen hat. Cheng(1986; S. 543) beschreibt dieses
Phänomen damit, dass sich der Wert, welcher der statischen Fließspannung zugeordnet wird, umso mehr
verkleinert, je größer die Beobachtungszeit ist. Die Haltezeit ∆t hat somit einen entscheidenden Einfluss

49(Cheng 1986; S. 543), (James et al. 1987; S. 442), (Nguyen und Boger 1992; S. 66), (Husband et al. 1993; S. 224), (Steffe
1996; S. 204), (Zhu et al. 2001; S. 1112), (Coussot et al. 2002b; S. 577), (Uhlherr et al. 2005; S. 105), (Tiu et al. 2006; S. 656),
(Maxey et al. 2008; S. 2), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 581), (Chhabra und Richardson 2008; S. 93), (Stokes und Frith 2008;
S. 1135),Christopoulou et al.(2009; S. 5058 ff.), (Mezger 2010; S. 53, Abb. 3.1), (Paredes et al. 2011; S. 3), (Vicente et al. 2011;
S. 3705), (DIN–Taschenbuch 398 2012; S. 444), (Martinie et al. 2013; S. 632), (Koos et al. 2014; S. 951)

50(Husband et al. 1993; S. 225), (Christopoulou et al. 2009; Abb. 5, 7), (Le Grand und Petekidis 2008; S. 581)
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auf das Messergebnis51. Für eine zu klein gewählte Haltezeit ist die Überspannung am Kriechabbruch-
punkt noch nicht vollständig abgebaut. Infolgedessen wirddie statische Fließspannung überschätzt. Die
Haltezeit muss folglich „ausreichend groß“ sein, sodass die Überspannung vernachlässigbar klein gegen-
über der Gleichgewichtsspannung ist. Die experimentellenErgebnisse vonCoussot et al.(2002b; Abb. 2)
undFall et al.(2010; Abb. 5) unterstreichen diesen Sachverhalt. Dieser kann auch theoretisch mittels einer
Parallelschaltung aus MAXWELL und PRANDTL Element nachvollzogen werden.
Weiterhin ist zu berücksichtigen, dass die Methode für Materialien mit Verfestigungseffekten keine verläß-
lichen Ergebnisse liefern kann. Infolge der Verfestigung konvergiert die Verzerrung auch nach Erfüllen der
Fließbedingung asymptotisch gegen einen konstanten Wert.Erst wenn der Verfestigungseffekt gesättigt
ist, stellt sich zu einem konstanten Spannungsniveau ein stationärer Zustand mit konstanter Verzerrungs-
rate ein. Da jedoch viele Flüssigkeiten mit Fließspannung keine plastischen Verfestigungseffekte besitzen,
sind gestaffelte Kriechversuche ein geeignetes Mittel, umdie Existenz einer Fließspannung festzustellen.
(Folgerung 24)

7.9 Identifikation der Fließspannung einer magnetorheologischen Flüssig-
keit

Eine für diese Arbeit wesentliche Teilaufgabe, ist die Modellierung der Messergebnisse der magnetorheo-
logischen Flüssigkeit aus Abbildung2.5. Dass magnetorheologische Fluide eine Fließspannung besitzen,
gilt als allgemein akzeptierter Stand der Technik52. Dies ist in Abschnitt2.5anschaulich motiviert. Infol-
gedessen kann zum einen auf die direkte Bestimmung der Fließspannung mittels Kriechversuchen entspre-
chend Abschnitt7.8verzichtet werden. Zum anderen besteht die Möglichkeit, die Fließspannung in erster
Instanz mittels der dynamischen Fließspannung abzuschätzen. Ausgehend davon ist es legitim, den Wert
der Fließspannung unter Berücksichtigung verzerrungsgesteuerter Amplitudensweeps zu modifizieren, so-
dass er im Mittel für alle Materialfunktionen das beste Modellierungsergebnis liefert.

51(Nguyen und Boger 1992; S. 66), (Mezger 2010; S. 56)
52(Lemaire et al. 1995; S. 1012), (Tang und Conrad 1996; S. 1167), (Hagenbüchle und Liu 1997; S. 7664), (Claracq et al. 2004;

S. 38), (Peng et al. 2008; S. 28)



8. Modellierung des Materialverhaltens magne-
torheologischer Fluide unter einfachem Schub

In diesem Kapitel erfolgt die Modellierung des Scherverhaltens magnetorheologischer Fluide im Bereich
geometrisch linearer Theorie. Grundlage hierfür sind die Messungen zur Fließkurve sowie Speicher- und
Verlustmodul entsprechend Abbildung2.5. Zunächst wird in Abschnitt8.1 das Materialverhalten ohne
dem Einfluss eines äußeren Magnetfeldes modelliert. Unter dieser Bedingung verhält sich das MRF wie
eine normale Suspension. Anschließend werden die Messergebnisse unter dem Einfluss eines äußeren Ma-
gnetfeldes ausgewertet. Der Betrag der magnetischen Induktion übernimmt dabei die Rolle eines Steuer-
parameters. Dies ist zulässig, da das Magnetfeld im Messspalt der magneto-rheologischen Messzelle des
Anton Paar Rheometers MCR 501 ausreichend homogen ist. Die Messergebnisse werden mittels verschie-
dener rheologischer Modelle abgebildet. Ziel des Modellvergleichs ist, das im phänomenologischen Sinne
bestmögliche Modellierungsergebnis zu erzielen. In Abschnitt 8.2 wird dazu eine Parallelschaltung aus
rCROSS-BINGHAM -HOOKE und rCROSS-MAXWELL Element zugrunde gelegt. Dazu werden die Modell-
vorhersagen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements aus Abschnitt5 berücksichtigt, deren Interpretati-
on im Wesentlichen auf dem Verhalten des BINGHAM -HOOKE Elements (Boisly et al. 2017) fußt. Da die
Vorhersagen des rCROSS-MAXWELL Elements bereits inBoisly et al.(2015) veröffentlicht sind, erübrigt
sich die theoretische Vorbetrachtung im Rahmen dieser Arbeit. Die Parallelschaltung aus PRANDTL Ele-
ment und rCROSS-MAXWELL Element kommt in Abschnitt8.3zur Anwendung. Die Modellvorhersagen
des PRANDTL Elements wurden bereits inBoisly et al.(2014b) publiziert, sodass sie im Rahmen dieser
Arbeit nicht mehr gesondert untersucht werden müssen. In Abschnitt8.4 erfolgt die Modellierung unter
Verwendung eines, zu einem rCROSS-MAXWELL Element parallel geschalteten endochronen MAXWELL

Elements. Abschließend werden die Modellierungsergebnisse in Abschnitt8.5ausgewertet.

8.1 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorheologischen
Fluids ohne dem Einfluss eines äußeren Magnetfelds

Ziel dieses Abschnittes ist die Modellierung der in Abbildung 2.5(a)für ∣B∣ = 0mT dargestellten Fließkur-
ve τ

∞.meas( ˙̃γ) sowie des in Abbildung2.5(b) für ∣B∣ = 0mT aufgetragenen Speicher- und Verlustmoduls,
G′measund G′′meas. Die Messungen( )measwurden von ADAM und BORIN 1 aus der Gruppe von ODEN-
BACH aufgenommen. Die Rohdaten der Messungen sind in AbschnittA.7 hinterlegt. Da der Anstieg der

τcmτcm
γs.cm γd.cm

γcm

G η0, η∞, K1

Abbildung 8.1: Rheologisches Schaltbild des rCROSS-MAXWELL Elements

Fließkurve mit zunehmender Scherrate sinkt, handelt es sich um scherverdünnendes Verhalten. Eine si-
gnifikante dynamische Fließspannung ist nicht zu erkennen.Bei dem Speicher- und Verlustmodul handelt
es sich nachHyun et al.(2002) und Hyun et al.(2011; Abb. 5) um „Typ I“ Verhalten. Beide sind in der

1Frank Adam, Dmitry Borin; Technische Universität Dresden,Fakultät für Maschinenwesen, Institut für Strömungsmechanik,
Professur für Magnetofluiddynamik (Professor Odenbach)
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selben Größenordnung. Speicher- und Verlustmodul weisen für „kleinere“ Verzerrungsamplituden ein Pla-
teau auf, bevor die Messwerte abfallen. Diese Eigenschaften unter Berücksichtigung des in Abschnitt2
beschriebenen Materialverhaltens deutet auf einen viskoelastischen flüssigkeitsähnlichen Charakter hin,
der mit einem rCROSS-MAXWELL Element im MODEω /3a entsprechendBoisly et al.(2015; Abb. 15)
abgebildet werden kann. Das rheologische Schaltbild ist inAbbildung 8.1 dargestellt (Boisly et al. 2015;
Abb. 8). Die eindimensionalen konstitutiven Beziehungen

τcm =Gγs.cm (8.1a)

τcm = (η∞+ η0−η∞
1+K1 ⋅ ∣γ̇d.cm∣) γ̇d.cm (8.1b)

γcm = γs.cm+γd.cm (8.1c)

ergeben sich somit unter Berücksichtigung der kinematischen und kinetischen Bedingungen für eine Rei-
henschaltung entsprechend den Gleichungen (2.1) und (2.2). Analog zum MAXWELL Element können die
Relaxationszeiten

α0 =
η0

G
(8.2)

α∞ =
η∞
G

(8.3)

eingeführt werden. Bei der Modellierung der Fließkurve sowie Speicher- und Verlustmodul hat sich her-
ausgestellt, dass sie für ein und denselben Parametersatz nicht gleichermaßen gut modelliert werden kön-
nen. Daher sind im Folgenden für zwei Grenzfälle, (1) der bestmöglichen Modellierung von Speicher-
und Verlustmodul sowie (2) der bestmöglichen Modellierungder Fließkurve, die entsprechende Identifi-
zierungsstrategie sowie die zugehörigen Modellvorhersagen dargelegt. Die Parameteridentifikation unter
der Maßgabe, Speicher- und Verlustmodul bestmöglich zu modellieren, erfolgt in Abschnitt8.1.1. Die
bestmögliche Modellierung der Fließkurve ist die Zielstellung von Abschnitt8.1.2.

8.1.1 Identifikationsstrategie zur bestmöglichen Modellierung von Speicher- und Verlust-
modul

Die Materialparameter werden im Folgenden derart bestimmt, dass sie die bestmögiche Modellierung des
Speicher- und Verlustmoduls garantieren. Dies erfolgt unter Verwendung charakteristischer Punkte des
MODE ω /3a des rCROSS-MAXWELL Elements. Zur Bestimmung des Schubmoduls und der Nullviskosität
werden Gleichungen (80) und (81) ausBoisly et al. (2015) nach diesen Materialparametern,G und η0,
aufgelöst. Man erhält

G=
(G′m.0)2+(G′′m.0)2

G′m.0

(8.4)

η0 =
(G′m.0)2+(G′′m.0)2

ω G′′m.0

. (8.5)

Somit könnenG undη0 über die arithmetische Mittelung entsprechender Messwerte aus TabelleA.2 und
A.3

G′m.0 =
G
′i=2
meas+G

′i=5
meas

2
= 559.9Pa+573.6Pa

2
= 566.75Pa (8.6)

G′′m.0 =
G
′′i=2
meas+G

′′i=9
meas

2
= 445.07Pa+419.07Pa

2
= 432.07Pa (8.7)

berechnet werden. Hierbei wird ein MesspunktG
′i=( )
meas beziehungsweiseG

′′i=( )
meas mittels der rechts oben

stehenden Nummer( ) gekennzeichnet. Es ergibt sich

G= 896.17Pa (8.8)

η0 = 187.08Pa (8.9)
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unter Beachtung von

ω = 2π
rad
s

. (8.10)

Ziel des nächsten Schrittes ist die Identifizierung der ParameterK1 und η∞. Dies erfolgt iterativ, solange
der bestmögliche Fit des Speicher- und Verlustmoduls erreicht ist. Weil für den Speicher- und Verlustmo-
dul weder der Beginn des Plateaus im Unendlichen,γ̇c.3

ω , noch die PlateauwerteG′m.∞ und G′′m.∞ selbst
abgeschätzt werden können, wird in erster Näherung

K1 ≈ 79.58s (8.11)

nachBoisly et al.(2015; Abb. 14) über den Zusammenhang

1
K1ω

≈ 2⋅10−3 (8.12)

aus MODEω /2 abgeschätzt. Anschließend ergibt sichη∞. In weiteren Iterationsschritten werdenK1 und
η∞ solange variiert, bis die ModellvorhersagenG′modelundG′′modelmöglichst nahe an den Messergebnissen
G′measundG′′measliegen. Letztlich erhält man

K1 = 90s (8.13)

η∞ = 12Pas. (8.14)

Die Modellvorhersagen( )modelsind im Vergleich zu den Messergebnissen( )measin Abbildung8.2darge-
stellt. Die Abweichungen zwischen Modellvorhersagen und Messergebnissen sind mittels den Verhältnis-
senτ∞.meas/τ∞.model für die Fließkurve sowieG′meas/G′model undG′′meas/G′′model für Speicher- und Verlust-
modul quantifiziert.
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Abbildung 8.2: Modellvorhersagen im Vergleich zu Messergebnissen für die Suspension aus Abschnitt8.1
mit Φ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V; Modellvorhersagen
für η0 = 187.08Pas,η∞ = 12Pas,K1 = 90s undG= 896.14Pa

8.1.2 Identifikationsstrategie zur bestmöglichen Modellierung der Fließkurve

Im Folgenden wird der Schwerpunkt auf die bestmögliche Modellierung der Fließkurve gelegt. Aus die-
sem Grund ändert sich die Strategie zur Parameteridentifikation. Die Materialparameter des viskosen Teil-
modells,η0, η∞ und K1, werden zunächst mittels charakteristischer Punkte der Fließkurve bestimmt.
Schätzt man die Nullviskosität als dynamische Viskosität

η0 ≈
τ i=1
∞.meas
˙̃γi=1

= 0.5879Pa

0.001s−1 = 587.9Pas (8.15)
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ab, hat sich gezeigt, dass die Fließkurve überschätzt wird.Deswegen wird die Nullviskosität als differenti-
elle Viskosität

η0 ≈ ηdiff .i=1 (8.16)

berechnet. Diese wird mittels deszentralen Differenzenquotienten2 approximiert und man erhält

η0 ≈
τ i=2
∞.meas−τ∞( ˙̃γ = 0)

˙̃γi=2−0
= 1.749Pa

0.00513s−1
= 340.9Pas (8.17)

unter der Annahme von

τ∞( ˙̃γ = 0) = 0 . (8.18)

Die letzte Annahme ist dadurch begründet, dass das rCROSS-MAXWELL Element keine Flüssigkeit mit
Fließspannung ist. Die Viskosität im Unendlichenη∞ wird über den Differenzenquotienten

η∞ ≈
τ i=25
∞.meas−τ i=24

∞.meas
˙̃γi=25− ˙̃γi=24

= 11.78Pa−11.68Pa
0.1s−1−0.0959s−1

= 24.4Pas (8.19)

bestimmt. Die Messwerteτ i=2
∞.meas, τ i=24

∞.meas, τ i=25
∞.meas, ˙̃γi=2, ˙̃γi=24 und ˙̃γi=25 sind aus TabelleA.1 entnommen.

Im nächsten Schritt wird aus Abbildung8.3(a)die charakteristische Schubverzerrungsrate

1
K1
= 0.05

1
s

(8.20)

abgeschätzt, woraus sich zunächstK1 = 20s ergibt. Ausgehend davon, wirdK1 solange variiert, bis sich der
beste Kurvenfit für die Fließkurve einstellt. Letztendlicherhält man

K1 = 23s (8.21)

G= 896.14Pa. (8.22)

Der Elastizitätsmodul ist über Gleichung (8.4) ermittelt. Die Modellierungsergebnisse sind in Abbildung
8.3 im Verhältnis zu den Messungen dargestellt. Die Abweichungen zwischen Modell und Messung sind
als Verhältnisse angegeben.
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Abbildung 8.3: Modellvorhersagen im Vergleich zu Messergebnissen für die Suspension aus Abschnitt8.1
mit Φ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V; Modellvorhersagen
für η0 = 340.9Pas,η∞ = 24.4Pas,K1 = 23s undG= 896.14Pa

2(Plato 2006; S. 229), (Schwetlick und Roos 1999; S. 18, 120)
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8.2 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorheologischen
Fluids unter dem Einfluss eines äußeren Magnetfeldes auf Basis des
rC ROSS-BINGHAM -HOOKE Elements

8.2.1 Qualitativer Modellierungsschritt – Entwicklung einer Modellstruktur

Um das Materialverhalten eines MRF unter dem Einfluss eines äußeren Magnetfeldes modellieren zu kön-
nen, muss zunächst ein Materialmodell entwickelt werden, das in der Lage ist die qualitativen Eigenschaf-
ten sowohl der Fließkurven aus Abbildung2.5(a)als auch der Speicher- und Verlustmoduli aus Abbildung
2.5(b)abbilden zu können. Im Gegensatz zu den ohne Einfluss eines äußeren Magnetfeldes gemessenen
Verlustmoduli, besitzen die Verlustmoduli unter dem Einfluss eines äußeren Magnetfeldes ein ausgepräg-
tes Maximum. Nach einem Vorschlag vonLaun et al.(2009) ist ein BINGHAM -HOOKE Element in der
Lage dieses Maximum zu modellieren. Ein BINGHAM -HOOKE Element ist eine Reihenschaltung einer
HOOKEschen Feder und einem BINGHAM Element (Boisly et al. 2017). Es ist allerdings nicht in der Lage

τ

τcm

τcbh

γs.cm γd.cm

γs.cbh γb.cbh

γ

τy(B)
η0.2(B)
η∞.2(B)
K1.2(B)

G2(B)

η0.1(B)
η∞.1(B)
K1.1(B)G1(B)

Abbildung 8.4: Rheologisches Modell auf Grundlage des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements zur Mo-
dellierung des Materialverhaltens eines magnetorheologischen Fluids

das scherverdünnende Verhalten der Fließkurven aus Abbildung2.5(a)zu modellieren. Deswegen wird der
NEWTONsche Dämpfer des BINGHAM Elements durch einen rCROSSDämpfer nachBoisly et al.(2015)
ersetzt. Somit erhält man das in Abschnitt5 eingeführte rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element. Diesem
wird das rCROSS-MAXWELL Element aus Abschnitt8.1 parallel geschalten, sodass der viskoelastische
Grenzfall für verschwindendes äußeres Magnetfeld im Gesamtmodell ebenfalls enthalten ist. Außerdem
ist das Parallelschalten eines Teilmodells mit viskosen Eigenschaften zur Modellierung der viskoelasti-
schen Eigenschaften des Vorfließbereichs notwendig. Das sich ergebende Gesamtmodell ist in Abbildung
8.4 dargestellt. Die qualitative Modellstruktur wird außerdem von Puzrin(2012; Abb. 21.13) untersucht.
Infolge der rheologischen Schaltung aus Abbildung8.4ergeben sich die Gesamtspannung und Gesamtver-
zerrung zu

τ = τcm+τcbh (8.23)

γ = γs.cm+γd.cm = γs.cbh+γb.cbh . (8.24)

Entsprechend des magnetorheologischen Effektes wird der Einfluss des Magnetfeldes über die von der
magnetischen Induktion des äußeren Magnetfelds

B= ∣B∣ =√BkBk (8.25)

abhängigen Materialparameter eingearbeitet.
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8.2.2 Quantitative Modellierung – Identifikation der Mater ialparameter

Im Folgenden werden die Materialparameter in einer definierten Reihenfolge auf Basis charakteristischer
Punkte iterativ identifiziert. Auf die Anwendung eines reinmathematisch arbeitenden nichtlinearen Opti-
mierungsalgorithmus kann daher vorerst verzichtet werden. Der Identifikationsprozess ist in zwei Blöcke
unterteilt. Die Arbeitsschritte dieser beiden Blöcke werden solange wiederholt, bis ein zufriedenstellendes
Modellierungsergebnis erzielt ist.

Identifizierung charakteristischer Punkte

Der in dieser Arbeit entwickelte Algorithmus zur Parameteridentifikation fußt auf der Auswertung
charakteristischer Punkte sowohl der Fließkurve als auch Speicher- und Verlustmodul. Dazu werden die
charakteristischen Punkte

• der Fließkurve des rCROSS-MAXWELL Elements, die identisch der Fließkurve des rCROSSDämp-
fers ausBoisly et al.(2015; Absch. 4) ist,

• des MODE ω/2 von Speicher- und Verlustmodul des rCROSS-MAXWELL Elements nach
Boisly et al.(2015; Abb. 14),

• der Fließkurve des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements aus Abbildung5.4und

• des MODEω/1 von Speicher- und Verlustmodul des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements entspre-
chend Abbildung5.12(a)

ausgewertet und den Messergebnissen aus Abbildung2.5zugeordnet. Somit kann beispielsweise die obere
Grenze der Fließspannung nach Gleichung (7.1) mittels der dynamischen Fließspannung

τy ≤ τyd (8.26)

abgeschätzt werden. Der Extrapolationsoperator wird mithilfe des ersten und zweiten Messpunktes der
Fließkurve,( ˙̃γi=1,τ i=1

∞.meas) und( ˙̃γi=2,τ i=2
∞.meas), definiert und man erhält

τyd =EXT{τ
∞.meas( ˙̃γ)} = τ i=1

∞.meas−
τ i=2
∞.meas−τ i=1

∞.meas
˙̃γi=2− ˙̃γi=1

˙̃γi=1 . (8.27)

Die Nullviskosität wird als differentielle Viskosität bestimmt und ergibt sich aus dem Differenzenquotien-
ten

η0.meas=
τ i=2
∞.meas−τ i=1

∞.meas
˙̃γi=2− ˙̃γi=1

. (8.28)

Die Viskosität im Unendlichen wird ebenfalls als differentielle Viskosität mittels des Differenzenquotien-
ten

η∞.meas=
τ i=24
∞.meas−τ i=15

∞.meas
˙̃γi=24− ˙̃γi=15

(8.29)

abgeschätzt. Weitere charakteristische Punkte sind das Anfangsplateau des Speichermoduls

G′pre=G′model(γ̂ ≤ γcr) (8.30)

und das Anfangsplateau des Verlustmoduls

G′′pre=G′′model(γ̂ ≤ γcr) . (8.31)

Aufgrund der Tatsachse, dass die Messergebnisse im Vorfließbereich nicht exakt von der Schubverzer-
rungsamplitude unabhängig sind, ergibt sich für beide Parameter jeweils ein Gültigkeitsbereich

MIN{G′pre} < G′pre<MAX {G′pre} (8.32)

MIN{G′′pre} < G′′pre<MAX {G′′pre} . (8.33)
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Entsprechend den Ausführungen zum Amplitudensweep in Abschnitt 7.5und Abbildung5.12(a)kann die
kritische Schubverzerrungγcr mittels des Abfalls des Speichermoduls (γG′

cr ) oder über den Anstieg des
Verlustmoduls (γG′′

cr ) abgeschätzt werden. Das Zweifache der kritischen Schubverzerrung kann nach Glei-
chung (5.64) ebenfalls über das Maximum des Verlustmoduls bestimmt werden. Auf diese Weise wird die
charakteristische SchubverzerrungγG′′

max identifiziert. Somit ergibt sich für die kritische Schubverzerrung
ein Gültigkeitsbereich

γmin
cr ≤ γcr ≤ γmax

cr . (8.34)

Die obere und untere Grenze resultieren aus

γmin
cr =MIN {γG′

cr , γG′′
cr ,

γG′′
max

2
} (8.35)

γmax
cr =MAX {γG′

cr , γG′′
cr ,

γG′′
max

2
} . (8.36)

Zum besseren Verständnis sind die charakteristischen Punkte für die Messergebnisse beiB = 300mT in
Abbildung 8.5 visualisiert. Die Identifizierung der charakteristischenPunkte erfolgt auf Grundlage der
Messwerte in AbschnittA.7. Daraus resultieren die in Tabelle8.1aufgeführten numerischen Werte.
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cr γG′′
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Abbildung 8.5: Charakteristische Punkte eines MRF mitΦ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der
Trägerflüssigkeit MOTUL 300V; Messergebnisse aus Abbildung 2.5bei B= 300mT

Tabelle 8.1: Charakteristische Punkte eines MRF mitΦ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trä-
gerflüssigkeit MOTUL 300V zu den Messergebnissen aus Abbildung2.5bei von Null verschiedenen Ma-
gnetfeldern

B= 50mT B= 150mT B= 300mT

τyd / Pa 8.44⋅101 1.82⋅103 3.77⋅103

MIN{G′pre} / Pa 4.51⋅105 1.70⋅106 2.16⋅106

MAX {G′pre} / Pa 4.70⋅105 1.82⋅106 3.71⋅106

MIN{G′′pre} / Pa 7.83⋅104 8.61⋅104 3.71⋅104

MAX {G′′pre} / Pa 8.08⋅104 1.18⋅105 4.44⋅104

G′′max / Pa 1.02⋅105 3.85⋅105 6.54⋅105

γG′
cr / 1 5.78⋅10−5 1.39⋅10−4 8.03⋅10−4

γG′′
cr / 1 3.73⋅10−5 8.96⋅10−5 2.15⋅10−4

γG′′
max / 1 2.15⋅10−4 8.03⋅10−4 4.64⋅10−3

η0.meas/ Pas 1.07⋅104 1.01⋅105 5.79⋅105

1
K1.meas

/ 1
s 0.015 0.003 0.004

η∞.meas/ Pas 8.51⋅102 2.62⋅103 1.89⋅103
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Erster Block zur Parameteridentifikation

Die Identifizierung der Materialparameter beginnt mit der Abschätzung des elastischen Moduls des
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements. Dazu wird der charakteristische Punkt nach Gleichung (5.63)
ausgewertet. Man erhält die Beziehung

G2 =
τy

γcr
, (8.37)

die in der ersten Iteration mitτy = τyd aus Abbildung8.5(a)und Tabelle8.1abgeschätzt wird. Da die kriti-
sche Schubverzerrung nach Gleichung (8.34) nicht eindeutig festgelegt ist, ergibt sich für den elastischen
Modul der Gültigkeitsbereich

G
min.τyd

2 ≤G2 ≤G
max.τyd

2 (8.38)

mit

G
min.τyd

2 =
τyd

γmax
cr

(8.39)

G
max.τyd

2 =
τyd

γmin
cr

. (8.40)

Weil die Hauptstruktur des Gesamtmodells nach Abbildung8.4 eine Parallelschaltung ist, ergibt sich
G′′model= G′′cbh+G′′cm entsprechend Gleichung (2.8). Für den Grenzfall[G′′cm = 0] → [G′′model= G′′cbh] und
unter Berücksichtigung der Gleichungen (5.64) und (5.65) kann das Maximum des VerlustmodulsG′′max
zur Bestimmung der oberen Grenze des elastischen Moduls

G2 ≲ (Gmax.G′′
2 =G′′maxπ) (8.41)

genutzt werden. Analog gilt nach Gleichung (2.7) für den Speichermodul

G′pre=G′cbh.0+G′cm.0 . (8.42)

Hierbei kann man unter Berücksichtigung von Gleichung (5.62)

G′cbh.0 =G2 (8.43)

gleichsetzen. Somit ist für den GrenzfallG′cm.0 = 0 die Ungleichung

G2 ≲ (Gmax.G′
2 =MAX {G′pre}) (8.44)

gegeben. Sobald ein Wert fürG2 festgelegt wurde, können der elastische Modul und die Nullviskosität des
rCROSS-MAXWELL Elements berechnet werden. Dazu werden Gleichungen (80) und (81) ausBoisly et al.
(2015) nach den Materialparametern umgestellt. Analog zu Gleichungen (8.4) und (8.5) und mit

G′cm.0 =G′pre−G2 (8.45)

G′′cm.0 =G′′pre (8.46)

erhält man

G1 =
(G′′cm.0)2+(G′cm.0)2

G′cm.0

=
(G′′pre)2+(G′pre−G2)2

G′pre−G2
(8.47)

η0.1 =
(G′′cm.0)2+(G′cm.0)2

ω G′′cm.0

=
(G′′pre)2+(G′pre−G2)2

ω G′′pre
. (8.48)

Aus letzterer Gleichung kann unter Berücksichtigung vonη0.1ω G′′pre−(G′′pre)2 = (G′pre−G2)2 > 0 abgeleitet
werden. Es gilt

η0.1 >
G′′pre

ω
. (8.49)
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Zweiter Block zur Parameteridentifikation

In den folgenden Arbeitsschritten werden die viskosen Materialparameter identifiziert. Während der
ersten Iteration wird die gesamte Nullviskosität

η0.model= η0.1+η0.2 (8.50)

mittels der differentiellen Viskosität nach Gleichung (8.28), Abbildung 8.5(a)und Tabelle8.1 approxi-
miert, sodassη0.model= η0.meas. Somit kann die Nullviskosität des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements
unter Berücksichtigung von Gleichung (8.48) direkt berechnet werden,η0.2 = η0.meas−η0.1. Um η0.2 > 0
sicherzustellen, muss die Bedingungη0.1 < η0 erfüllt sein. Um diese Forderung sicherzustellen, kann aus
den Gleichungen (8.48) bis (8.46) für den Grenzfallη0.2 = 0 → η0.1 = η0.model die Abschätzung

G2 ≥ (Gmin.η0
2 =G′pre−

√
η0.modelω G′′pre−(G′′pre)2) (8.51)

abgeleitet werden. Während der ersten Iteration wird dieseUngleichung fürη0.model= η0.measausgewertet.
Ungleichung (8.51) ist im Vergleich zu Gleichungen (8.38), (8.41) und (8.44) eine verbindliche Forde-
rung, die stets zu erfüllen ist, andernfalls ergeben sich physikalisch unzulässige Werte fürη0.2. Sollten im
Gegensatz dazu die Gleichungen (8.38), (8.41) und (8.44) zur Abschätzung vonG2 nicht erfüllt sein, so
würden sich die Modellvorhersagen allenfalls verschlechtern, aber die Minimalforderung nach physikali-
scher Sinnhaftigkeit wäre weiterhin gegeben. Im nächsten Schritt werden

K1.1 =K1.2 =
1
1

K1.model

(8.52)

bestimmt. In der ersten Iteration kann dies über die charakteristische Rate 1
K1.model

≈ 1
K1.meas

aus Abbildung
8.5(a)und Tabelle8.1erfolgen. Die gesamte Viskosität im Unendlichen

η∞.model= η∞.1+η∞.2 (8.53)

wird auf beide Anteile gleichmäßig aufgeteilt, sodass

η∞.1 = η∞.2 =
η∞.model

2
. (8.54)

Diese Wahl erfolgt willkürlich, da der Autor dieser Arbeit keine klaren Kriterien identifizieren konnte,
welche die Art der additiven Aufteilung konkretisieren würden. Die gesamte Viskosität wird in der ersten
Iteration mittels des Differenzenquotienten nach Gleichung (8.29), Abbildung8.5(a)und Tabelle8.1 als
differentielle Viskosität bestimmt, sodassη∞.model = η∞.meas. Hinsichtlich der Parameteridentifikation
besitzt die dynamische Viskosität keine praktische Relevanz. Daran erkennt man, dass die differentielle
Viskosität ein sowohl vernünftiges als auch praktisch nützliches Maß darstellt (Folgerung 12).

Maßnahmen ab der zweiten Iteration des Identifikationsprozesses aufgrund von Abweichun-
gen zwischen Modellvorhersagen und Messungen

Die Schritte der ersten beiden Blöcke des Identifikationsalgorithmus liefern nach der ersten Iterati-
on nicht das „beste“ Modellierungsergebnis. Das ist daraufzurückzuführen, dass die Modellvorhersagen
des zur Modellierung unterstellten Materialmodells nichtexakt mit den Messergebnissen übereinstim-
men. Ziel der Parameteridentifikation ist es daher, denjenigen Parametersatz zu extrahieren für den die
Abweichungen zwischen Messung und Modellvorhersage im Mittel minimal sind. Weil die Identifikati-
onsstrategie auf Grundlage charakteristischer Punkte vorerst nicht zwingend auf die Anwendung einer rein
mathematisch nichtlinearen Optimierungsstrategie angewiesen ist, kann die Einschätzung vom Erreichen
des „bestmöglichen“ Modellierungsergebnisses nach eigenem Ermessen mittels „Augenmaß“ erfolgen.
Diese Handhabe erspart die Implementierung eines objektiven Abbruchkriteriums. Jedoch unterliegt das
Modellierungsergebnis infolgedessen subjektiven Einflüssen. (Folgerung 5)
Die Steuergrößen des iterativen Identifikationsprozessessind die Fließspannungτy und die kritische
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Tabelle 8.2: Obere und untere Grenzwerte des elastischen Moduls des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Ele-
mentsG2 für die in Tabelle8.1aufgeführten Werte. Berechnungen auf Basis der dynamischen Fließspan-
nung (Gleichungen (8.35), (8.36), (8.39) und (8.40)), des maximalen Verlustmoduls (Gleichung (8.41)),
des maximalen Speichermoduls (Gleichung (8.44)) und der Nullviskosität (Gleichung (8.51))

B= 50mT B= 150mT B= 300mT

G
min.τyd

2 / Pa 7.84⋅105 4.53⋅106 1.62⋅106

Gmin.η0
2 / Pa ∈C 1.53⋅106 2.62⋅106

G
max.τyd

2 / Pa 2.26⋅106 2.03⋅107 1.75⋅107

Gmax.G′′
2 / Pa 3.19⋅105 1.21⋅106 2.05⋅106

Gmax.G′
2 / Pa 4.70⋅105 1.82⋅106 3.71⋅106

Tabelle 8.3: Werte fürG′pre undG′′pre zur Berechnung der in Tabelle8.2angegebenen Werte vonGmin.η0
2

B= 50mT B= 150mT B= 300mT

G′pre / Pa 4.6⋅105 1.75⋅106 3.0⋅106

G′′pre / Pa 7.9⋅104 8.9⋅104 4.0⋅104

Schubverzerrungγcr. Da die beiden Parameter direkt mit dem elastischen Modul des rCROSS-
BINGHAM -HOOKE ElementsG2 zusammenhängen, kann nach Gleichungen (8.38), (8.41), (8.44) und
(8.51) eine Abschätzung für dessen oberen und unteren Grenzwert,Gmax

2 und Gmin
2 , auf Grundlage der

in Tabelle8.1 aufgeführten Werte erfolgen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.2 hinterlegt. Die Werte für
Gmin.η0

2 sind für die Nullviskositätη0.measaus Tabelle8.1sowie fürG′pre undG′′pre aus Tabelle8.3berechnet.

Die AbschätzungGmin.η0
2 ∣B=50mT liegt für den ersten Iterationsschritt in der Menge der komplexen

ZahlenC, da hierfürη0.model durchη0.measentsprechend Tabelle8.1 ersetzt wurde. Da jedochη0.measso

klein ist, dassη0.measω G′′pre < (G′′pre)2, ergibt sich für den ersten Iterationsschritt, d.h.η0.model= η0.meas,
nach Gleichung (8.51) eine komplexe Zahl. Folglich istη0.meas∣B=50mT zu klein, um η0.model∣B=50mT

zu parametrisieren. Das ist ebenfalls daran zu erkennen, dass Gleichung (8.49) für den Grenzfall
η0.1∣B=50mT= η0.meas∣B=50mT nicht erfüllt ist. Um physikalische Zulässigkeit zu gewährleisten, muss dieses
Problem behoben werden. Dazu wird die Summeη0.1+η0.2 = η0.model in Gleichung (8.51) größer gewählt
alsη0.measaus Tabelle8.1. Infolge von

η0.model> η0.meas (8.55)

sinkt die Abschätzung fürGmin.η0
2 . Die Abhängigkeit Gmin.η0

2 = f (η0.1 + η0.2) ist exemplarisch für
B= 300mT in Abbildung8.6dargestellt. Dafür sindG′pre undG′′pre aus Tabelle8.3sowie die Kreisfrequenz

G
m

in
.η

0
2

/ P
a

(η0.1+η0.2) / Pa s

τm
in
.η

0
y

/ P
a

105 106 1071.4⋅106

1.8⋅106

2.2⋅106

2.6⋅106

3.0⋅106

350
450

550

650

750

Abbildung 8.6:Gmin.η0
2 in Abhängigkeit von(η0.1+η0.2) nach Gleichung (8.51) unter Verwendung von

G′pre und G′′pre aus Tabelle8.3 sowie ω = 2rad⋅ s−1; Die kritische Schubverzerrungγcr = 2 ⋅10−4 wurde

angenommen, umτmin.η0
y zu berechnen.

ω = 2rad⋅s−1 entsprechend den Messergebnissen aus Abbildung2.5(b)zugrunde gelegt. Dass die Summen
der Nullviskositätenη0.model ebenfalls fürB = 150mT undB = 300mT über die entsprechenden Werte
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η0.measaus Tabelle8.1erhöht werden müssen, sieht man daran, dass für diese beidenMagnetfelder in der
ersten IterationGmax.G′′

2 < Gmin.η0
2 gilt. Auch dies wird durch die Erhöhung vonη0.model korrigiert, da es

nach Gleichung (8.51) ebenso ein Absenken vonGmin.η0
2 bewirkt.

Um bei angehobener Nullviskosität die Modellvorhersage der Fließkurve nicht wesentlich zu ver-
schlechtern, muss die Fließspannung gesenkt werden. Dies ist in Abbildung8.7 schematisch dargestellt.
Würde man lediglich die Nullviskositätη0.model über den Wertη0.measanheben, ohne die Fließspannung

1

1

η0.model

τyd τy

η0.meas

τ
∞.meas

˙̃γ

τ∞

˙̃γ

erste Iteration letzte Iteration

Abbildung 8.7: Modifikation der Nullviskosität und Fließspannung während des iterativen Identifikations-
algorithmus um physikalische Zulässigkeit zu gewährleisten: Anheben der Nullviskosität vonη0.measauf
η0.model; Absenken der Fließspannung vonτyd auf τy.

zu verringern, so läge die Modellvorhersage der Fließkurveüber der Messung. Die Verringerung der
Fließspannung motiviert sich außerdem aus Gleichung (8.37) unter Berücksichtigung einer konstant
gehaltenen kritischen Schubverzerrungγcr. Infolge des Absenkens des elastischen ModulsG2, verringert
sich die untere Grenze der Fließspannung auf

τmin.η0
y =Gmin.η0

2 γcr . (8.56)

Das Konstanthalten der kritischen Schubverzerrung ist notwendig, um die Lage des Maximums des Ver-
lustmoduls entsprechend Gleichung (5.64) nicht zu verändern. Die Abhängigkeitτmin.η0

y = f (η0.1+η0.2) ist
in Abbildung8.6an der rechten Achse aufgetragen. Dass fürB= 50mT undB= 150mT eine Verringerung

der Fließspannung notwendig ist, deuten ebenfalls die RelationenG
min.τyd

2 >Gmax.G′′
2 undG

min.τyd

2 >Gmax.G′
2

aus Tabelle8.2 an. Das Absenken der Fließspannung stellt somit auch sicher, dass die untere Grenze
G

min.τyd

2 unterhalb der beiden oberen GrenzenGmax.G′′
2 undGmax.G′

2 liegen kann.
Abschließend kann man festhalten, dass sich die Notwendigkeit der Verringerung der Fließspannung direkt
als Folge der Modellierung der Fließkurven unter Berücksichtigung vonη0.model= η0.1+η0.2 > η0.meas,
aber auch als Folge des abgesenktenGmin.η0

2 ergibt, welches wiederum nach Gleichung (8.51) ebenfalls
auf die Erhöhung der Nullviskosität zurückzuführen ist.

Eine weitere Konsequenz der Anhebung der Nullviskosität und Absenkung der Fließspannung ist
das Anheben der MaterialparameterK1.1 =K1.2 =K1.model, ausgehend von dem in Tabelle8.1identifizierten
WertK1.meas, auf

K1.model> K1.meas. (8.57)

Abschließend ergibt sich die Nullviskositätη0.2 = η0.model−η0.1 aus Gleichung (8.50), sodass

η0.2 ↔ τ∞( ˙̃γ < 1
K1
) ≈ τ

∞.meas( ˙̃γ < 1
K1
) . (8.58)

Dieser Iterationsalgorithmus wird solange durchgeführt bis zufriedenstellende Modellvorhersagen erreicht
sind. Ab der zweiten Iteration werdenτyd, η0.meas,

1
K1.meas

und η∞.measaus Abbildung8.5(a)und Tabelle

8.1 durch τy, η0.model,
1

K1.model
und η∞.model ersetzt, welche bis zur letzten Iteration variiert werden.Der

Iterationsablauf ist in übersichtlicher Darstellung in Abbildung8.8aufgeführt.
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Abbildung 8.8: Iterativer Identifikationsalgorithmus zurBestimmung der Materialparameter des Mate-
rialmodells nach Abbildung8.4
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Modellierungsergebnis und abschließende Bemerkungen

Abschließend sind die identifizierten Parameter des Gesamtmodells nach Abbildung8.8 in Tabelle
8.4 zusammengefasst. Um physikalisch plausible Materialparameter sicherzustellen, ist zum einen der
identifizierte Wert der Fließspannung kleiner als derjenige in Tabelle8.1. Zum anderen ist die Nullvisko-
sität größer als der in Tabelle8.1 identifizierte Wert. Deshalb sind, wenngleich nicht signifikant, ebenfalls
K1.1 = K1.2 größer als der Wert vonK1 aus Tabelle8.1. Die Summe der Viskositäten im Unendlichen ist
ebenfalls in der selben Größenordnung wie der identifizierte Wert fürη∞. Die Werte der charakteristischen
Punkte aus Tabelle8.1konnten also im Wesentlichen in guter Näherung eingehaltenwerden.
Da der iterative Prozess zur Parameteridentifikation manuell mittels „Augenmaß“ beendet wurde, unter-
liegt das Modellierungsergebnis subjektiven Einflüssen. Der identifizierte Parametersatz stellt somit ein
„subjektiv optimales“ Modellierungsergebnis dar. Ist dasZiel, „objektiv optimale“ Modellierungsergeb-
nisse nachzuweisen, muss in folgenden Arbeiten ein quantifizierbares Abbruchkriterium, z.B. auf Basis
der Minimierung der Fehlerquadrate, implementiert werden.

Tabelle 8.4: Identifizierte Materialparameter des Materialmodells aus Parallelschaltung eines rCROSS-
BINGHAM -HOOKE und rCROSS-MAXWELL Elements nach Abbildung8.8

B= 50 mT B= 150 mT B= 300 mT

G1 / Pa 3.0⋅105 1.97⋅105 1.13⋅105

η0.1 / Pa s 1.38⋅104 2.03⋅104 8.02⋅103

η∞.1 / Pa s 230 500 940
K1.1 / s 72 340 305
τy / Pa 40 450 600
G2 / Pa 4.94⋅105 2.31⋅106 3.06⋅106

η0.2 / Pa s 9.0⋅103 8.68⋅105 3.36⋅106

η∞.2 / Pa s 230 500 940
K1.2 / s 72 340 305
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8.2.3 Vergleich der Messungen mit Modellvorhersagen

Folgend werden die Messergebnisse für das MagnetfeldB = 50mT in Abbildung8.9 mit den Modell-
vorhersagen verglichen. In Abbildung8.9(a) ist zu erkennen, dass die Fließkurve sehr gut modelliert
wird. Lediglich die Messpunkte der „kleineren“ Verzerrungsraten sind unwesentlich unterbestimmt. Dieser
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Abbildung 8.9: Modellvorhersage des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells
aus Abbildung8.4 mit G1 = 3.0 ⋅ 105Pa, η0.1 = 1.38 ⋅ 104Pas,η∞.1 = 230Pas,K1.1 = 72s, τy = 40Pa,
G2 = 4.94⋅105 Pa,η0.2 = 9.0 ⋅103 Pas,η∞.2 = 230Pas undK1.2 = 72s nach Tabelle8.4, im Vergleich zu
Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssig-
keit MOTUL 300V (Abschnitt8.1) beiB= 50mT.

Sachverhalt ist darauf zurückzuführen, dass die Fließspannungτy kleiner ist als die aus den Messwerten
ermittelte dynamische Fließspannungτyd. Die Modellvorhersagen für Speicher- und Verlustmodul sind in
Abbildung8.9(b)dargestellt. Dass der Vorfließbereich sehr gut modelliert wird, ist darauf zurückzuführen,
dass er ein von der Schubverzerrung unabhängiges Plateau ist und dessen Messwerte für Speicher- und
Verlustmodul direkt in die Parameteridentifikation einfließen.
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Abbildung 8.10: Modellvorhersage des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells
aus Abbildung8.4 mit G1 = 1.97⋅105 Pa,η0.1 = 2.03⋅104 Pas,η∞.1 = 500Pas,K1.1 = 340s,τy = 450Pa,
G2 = 2.31⋅106Pa,η0.2 = 8.68⋅105Pas,η∞.2 = 500Pas undK1.2 = 340s nach Tabelle8.4, im Vergleich zu
Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ=40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1) bei B= 150mT.
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Im Gegensatz dazu ist der Nachfließbereich von der Schubverzerrungsamplitude abhängig und der Kur-
venverlauf geht nicht in die Parameteridentifikation ein. Unter Berücksichtigung dieser Umstände sind
die Modellvorhersagen im Nachfließbereich akzeptabel. DieAbsolutwerte der Modellvorhersage des Ver-
lustmoduls sind circa das Zweifache der Messergebnisse. Das qualitative Verhalten wird hingegen sehr gut
erfasst. Diejenigen Messpunkte des Speichermoduls, derenVerhältnisG′meas/G′modelgrößer als Vier ist, sind
in Abbildung8.9(b)nicht dargestellt. Um das Maximum des Verlustmoduls den gemessenen Werten wei-
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Abbildung 8.11: Modellvorhersage des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells
aus Abbildung8.4 mit G1 = 1.13⋅105 Pa,η0.1 = 8.02⋅103 Pas,η∞.1 = 940Pas,K1.1 = 305s,τy = 600Pa,
G2 = 3.06⋅106 Pa,η0.2 = 3.36⋅106 Pas,η∞.2 = 940Pas undK1.2 = 305s nach Tabelle8.4, im Vergleich zu
Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ=40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1) bei B= 300mT.

ter anzunähern, ist es erforderlich den Einfluss des rCROSS-MAXWELL Elements gegenüber dem Einfluss
des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements zu stärken. Dafür müssen die Beträge der Materialparameter des
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements verringert werden, was sich wiederum negativ auf die Modellierung
der Fließkurve auswirkt. An dieser Stelle wird jedoch der Fokus auf eine bestmögliche Modellierung der
Fließkurve gelegt. Die entsprechenden Graphen fürB = 150mT sind in Abbildung8.10aufgetragen. Die
Fließkurve wird sehr gut modelliert. Die Werte des Qualitätskriteriumsτ∞.meas/τ∞.model sind ähnlich gut
wie die aus Abbildung8.9(a). Es ist nahezu für jeden Messpunkt gleich Eins. Die Modellvorhersagen für
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Abbildung 8.12: Modellvorhersage des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells aus
Abbildung8.4, im Vergleich zu Messergebnissen beiB= 0mT——, B= 50mT ——,B= 150mT—— und
B= 300mT—— eines MRF bestehend ausΦ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1). Materialparameter entsprechend Tabelle8.4.
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Speicher- und Verlustmodul sind in Abbildung8.10(b)dargestellt. Das Qualitätskriterium des Verlustmo-
dulsG′′meas/G′′model ist vergleichbar mit dem fürB= 50mT aus Abbildung8.9(b): Im Vorfließbereich ist es
nahe Eins und im Nachfließbereich im Bereich von 0.5. Da das Qualitätskriterium für den Speichermodul,
G′meas/G′model, jedoch für alle Messpunkte kleiner als Drei ist, liegen dieModellvorhersagen näher an den
Messergebnissen als es fürB= 50mT der Fall ist.
In Abbildung 8.11 sind die Modellierungsergebnisse fürB = 300mT präsentiert. Die Modellvorhersagen
für Fließkurve und Verlustmodul sind ähnlich gut wie die fürB = 50mT undB = 150mT. Für den Spei-
chermodul kann eine Verbesserung der Modellierungsgüte, im Vergleich zu den Modellvorhersagen für
B = 150mT, festgestellt werden, daG′meas/G′model unterhalb von 1.5 liegt. Abschließend sind die Mo-
dellvorhersagen aller Magnetfelder, einschließlich fürB = 0mT, in Abbildung8.1.2 in Relation zu den
Messergebnissen dargestellt.

8.3 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorheologischen
Fluids unter dem Einfluss eines äußeren Magnetfelds auf Basis des
PRANDTL Elements

8.3.1 Qualitativer Modellierungsschritt – Entwicklung einer Modellstruktur

Anhand der inBoisly et al.(2014b; Abb. 4) vorgestellten Modellvorhersagen des PRANDTL Elements kann
geschlussfolgert werden, dass es in der Lage ist, das ausgeprägte Maximum des Verlustmoduls abzubilden.
Dies motiviert ein Gesamtmodell auf Basis des PRANDTL Elements, mit dem Ziel die Messergebnisse von
Abbildung 2.5 mithilfe eines alternativen phänomenologischen Ansatzeszu modellieren. In diesem Sinn
wird das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element aus Abbildung8.4 durch das PRANDTL Element ersetzt.

τ

τov = τcm

τeq= τp

γs.cm γd.cm

γs.p γf.p

γ

τy(B)G2(B)

η0(B)
η∞(B)
K1(B)G1(B)

Abbildung 8.13: Rheologisches Modell auf Grundlage des PRANDTL Elements zur Modellierung des Ma-
terialverhaltens eines magnetorheologischen Fluids

Als Resultat ergibt sich die Flüssigkeit mit Fließspannungaus Abbildung8.13. Analog zu Abschnitt8.2
wird dem magnetorheologischen Effekt durch die Abhängigkeit der Materialparameter vom Magnetfeld
Rechnung getragen. Die qualitative Modellstruktur wird ebenfalls beiKrawietz (1986; Abb. 2.16),Keck
(1998; Abb. 4.6),Kaleta et al.(2007; Abb. 2) undPuzrin(2012; Abb. 21.12) verwendet. Die Gesamtspan-
nung und Gesamtverzerrung setzen sich zusammen aus

τ = τcm+τp (8.59)

γ = γs.cm+γd.cm = γs.p+γf.p . (8.60)

Entsprechend den Gleichungen (8.1a) bis (8.1c), werden die scherverdünnenden Eigenschaften durch das
rCROSS-MAXWELL Element beschrieben, welches zugleich die ratenabhängigen Eigenschaften der Über-
spannungτov = τcm definiert. Weil die Spannung des PRANDTL Elements (Boisly et al. 2014b; S. 4)

τp =Gγs.p (8.61a)

τp = τy s̃ign(γ̇f.p) (8.61b)
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ratenunabhängig ist, definiert sie die Gleichgewichtsspannungτeq= τp. Die s̃ign Funktion ist eingeführt als
(Boisly et al. 2014b; Gl. 15)

s̃ign(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1 : x< 0 (8.62a)

ξ : x= 0 mit −1< ξ < 1 (8.62b)

1 : x> 0 . (8.62c)

Analog zum Reibelement nachBoisly et al.(2014a; Gl. (10)) istξ durch Gleichungen (8.61a) und (8.61b)
festgelegt und berücksichtigt−τy < τp < τy wennγ̇f.p = 0 (Giesekus 1994; S. 213). Die innere Variable vom
Verzerrungstypγf.p entwickelt sich im Nachfließbereich entsprechend der Beziehung

γ̇f.p = ∣γ̇ ∣sign(τp) wenn F = 0 undḞ = 0 . (8.63)

Die Entwicklungsgleichung ist inBoisly et al.(2014b; Gl. (21)) unter Verwendung der Fließfunktion3

F(τp) = ∣τp∣−τy (8.64)

mittels der Auswertung der assoziierten Fließregel4, den KARUSH-KUHN-TUCKER Bedingungen5 und
der Konsistenzbedingung6 hergeleitet.

8.3.2 Quantitative Modellierung – Identifikation der Mater ialparameter

Identifizierung charakteristischer Punkte

Der Algorithmus zur Identifikation der Materialparameter des auf dem PRANDTL Element basierenden
Gesamtmodells ist nahezu vergleichbar mit dem aus Abschnitt 8.2.2. Eine unwesentliche Änderung
gegenüber dem auf dem rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierenden Gesamtmodell resultiert aus
der Tatsache, dass die scherverdünnenden Eigenschaften nun ausschließlich über das rCROSS-MAXWELL

Element eingearbeitet werden. Daher gelten auch hier die charakteristischen Punkte aus Abbildung8.5,
Tabelle8.1sowie Gleichungen (8.26) bis (8.36).

Erster Block zur Parameteridentifikation

Wird in den Gleichungen (8.42) und (8.43) die GrößeG′cbh.0 durch G′p.0 ersetzt, kann der erste Block
zur Identifikationsprozedur des auf dem rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells
auch hier angewendet werden. In diesem Sinn werden Gleichungen (8.37) bis (8.46) ebenfalls für das
PRANDTL Element basierte Gesamtmodell ausgewertet.

Zweiter Block zur Parameteridentifikation

Die Identifizierung der viskosen Modellparameter unterscheidet sich von Abschnitt8.2.2, weil die
scherverdünnenden Eigenschaften hier ausschließlich durch das rCROSS-MAXWELL Element modelliert
werden. Die additive Aufteilung vonη0 und η∞, wie sie in den Gleichungen (8.50) und (8.53) für
das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element auftritt, entfällt somit. Infolgedessen besitztGmin.η0

2 für das

3(Haupt 2002; S. 227, 231), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 18), (Lubliner 2008; S. 112), (Sedlacek 2009; S. 53), (Boisly et al.
2014b), (Boisly et al. 2014a)

4(Backhaus 1983; S. 252), (Kreißig 1992; S. 45), (Miehe 1992; S. 11, 14), (Haupt 1993; S. 144), (Lemaitre und Chaboche
1994; S. 195), (Altenbach 1994; S. 216), (Khan und Huang 1995; S. 144), (Kaliske 1995; S. 105), (Simo und Hughes 2000; S. 8,
81), (Kuhl 2000; S. 19), (Wriggers 2001; S. 57), (Haupt 2002; S. 451, 453, 461, 479, 483), (Hörmann 2002; S. 30), (Ottosen
2005; S. 233), (Leukart 2005; S. 23), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 18, , 32, 102), (Bertram 2007; S. 230), (Lubliner 2008;
S. 129), (Sedlacek 2009; S. 67), (Nasdala 2010; S. 174), (Merkel 2010; S. 292), (Kuna 2010; S. 402), (Puzrin 2012; S. 194, 219)

5(Simo et al. 1988; S. 2163), (Kaliske 1995; S. 105), (Simo und Hughes 2000), (Kjeldsen 2000), (Wriggers 2001; S. 56),
(Hörmann 2002; S. 30), (Parisch 2003; S. 188), (Lubliner 2008; S. 123), (Luenberger und Ye 2008; S. 5, 342), (Sedlacek 2009;
S. 55, 66, 137), (Nasdala 2010; S. 182), (Boisly et al. 2014a; Absch. A)

6(Krawietz 1986; S. 200), (Simo et al. 1988; S. 2163), (Kreißig 1992; S. 43), (Haupt 1993; S. 144), (Lemaitre und Chaboche
1994; S. 193), (Kaliske 1995; S. 105), (Schreiber 1997; S. 50), (Simo und Hughes 2000; S. 6, 77), (Lemaitre 2001; S. 9), (Wriggers
2001; S. 56), (Haupt 2002; S. 235, 461, 463), (Hörmann 2002; S. 30), (Parisch 2003; S. 189), (Houlsby und Puzrin 2006; S. 20),
(Sedlacek 2009; S. 56), (Puzrin 2012; S. 192, 194, 216, 233)
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PRANDTL Element basierte Gesamtmodell keine Bedeutung. Es verbleibenK1 und η∞ als die einzigen
Parameter, die nicht im Rahmen des ersten Blocks identifiziert sind. Beide Parameter werden bei der
Modellierung der Fließkurve unter Verwendung der in Abbildung 8.5(a) und Tabelle8.1 ermittelten
charakteristischen Punkte abgeschätzt.

Maßnahmen ab der zweiten Iteration des Identifikationsprozesses aufgrund von Abweichun-
gen zwischen Modellvorhersagen und Messungen

Da der erste Block zur Parameteridentifikation des auf dem rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basier-
ten Gesamtmodells mit dem des PRANDTL Element basierten Gesamtmodells übereinstimmt, kann die
grundlegende Arbeitsweise des Identifikationsalgorithmus aus Abschnitt8.2.2übernommen werden. Das
heißt, die Fließspannung und die kritische Schubverzerrung sind Steuergrößen der Identifikationsprozedur.
Daraus ergeben sich für die Parameteridentifikation die in Abbildung 8.14 dargestellten Arbeitsschritte.
Die Abschätzung fürG

min.τyd

2 , Gmax.G′′
2 und Gmax.G′

2 , entsprechend Tabelle8.2, erfordern die Absenkung

der Fließspannung, daG
min.τyd

2 >Gmax.G′′
2 undG

min.τyd

2 >Gmax.G′
2 . Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt

8.2.2 wird versucht, die Fließspannung so gering wie möglich unterhalb den Wert der dynamischen
Fließspannung abzusenken. Damit sich die Verringerung derFließspannung nicht negativ auf die Güte der
Modellierung der Fließkurve auswirkt, wird die Nullviskosität auf einen Wert oberhalb des in Tabelle8.1
identifizierten Wertes angehoben. Als Konsequenz dessen wird auch der Plateauwert des Speichermoduls
des rCROSS-MAXWELL Elements (Boisly et al. 2015; Gl. (80))

G′cm.0 =
G1η2

0ω2

η2
0ω2+G2

1

(8.65)

angehoben. Da sich der gesamte Speichermodul aus der Summe von G′cm und G′p zusammensetzt, muss
G′p gesenkt werden, um das Anheben vonG′cm.0 zu kompensieren. Das kann nach Gleichung (8.37)
unter der Annahme, dass die kritische Schubverzerrung konstant gehalten wird, ausschließlich durch eine
weitere Reduktion der Fließspannung umgesetzt werden. DieNullviskosität beeinflusst jedoch sowohl
die Vorhersagen für Speicher- und Verlustmodul als auch fürdie Fließkurve. Somit gibt es keine weitere
Möglichkeit die Anfangssteigung der Fließkurve zu beeinflussen, sobaldη0 fixiert ist. Daher werdenτy

und γcr solange variiert, bis sich das beste Modellierungsergebnis im Mittel für alle Materialfunktionen
ergibt. Der innere Iterationszyklus über dem ersten Block endet, sobald die Fließspannung ausreichend
gesenkt wurde und gute Modellierungsergebnisse für den Vorfließbereich des Speicher- und Verlustmoduls
liefert. Die äußere Iterationsschleife über beide Blöcke endet, wenn der Anfangsanstieg der Fließkurve gut
erfasst wird. Diese Schritte sind in Abbildung8.14zusammengefasst.

Modellierungsergebnis und abschließende Bemerkungen

Die identifizierten Materialparameter sind in Tabelle8.5 aufgelistet. Aufgrund der Tatsache, dassη0

über den Wert aus Tabelle8.1 angehoben wurde, liegt der Wert für 1/K1 unter dem aus Tabelle8.1. Die
Viskositätη∞ = η∞.1+η∞.2 ergibt sich mit den Werten aus Tabelle8.4. Die verbleibenden Materialpara-
meter hängen nicht direkt mit denen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells
zusammen, da sich der Nachfließbereich des Verlustmoduls des PRANDTL Elements qualitativ von dem
des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements unterscheidet.

Tabelle 8.5: Identifizierte Materialparameter des Materialmodells aus Parallelschaltung eines PRANDTL

und rCROSS-MAXWELL Elements nach Abbildung8.13

B= 50 mT B= 150 mT B= 300 mT

G1 / Pa 1.4⋅105 7.5⋅105 9.0⋅105

η0 / Pa s 2.28007⋅104 1.0⋅106 3.8⋅106

η∞ / Pa s 460 1000 1880
K1 / s 72 380 365
τy / Pa 40 350 900
G2 / Pa 4.0⋅105 1.3⋅106 1.6⋅106
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8.1

8.1

Abbildung 8.14: Iterativer Algorithmus zur Identifikationder Materialparameter des PRANDTL Element
basierten Gesamtmodells nach Abbildung8.13
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8.3.3 Vergleich der Messungen mit Modellvorhersagen

Modellvorhersagen des auf dem PRANDTL Element basierten Gesamtmodells sind für die magnetische
Induktion B = 50mT in Abbildung8.15dargestellt. Die Modellierungsergebnisse für die Fließkurve sind
ähnlich gut wie die des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells. Die Unterschiede
für „kleine“ Verzerrungsraten sind mit der Absenkung der Fließspannung unter den Wert der dynamischen
Fließspannung zu erklären. Ab dem dritten Messwert sind Modellvorhersage und Messergebnis praktisch

τ ∞
.(
)/

P
a

˙̃γ/s−1

τ ∞
.m

ea
s

τ ∞
.m

od
el

/ 1

0 0.025 0.05 0.075 0.1
101

102

103

104

105

0

0.5

1

1.5

2

(a) Fließkurve τ∞.meas: xxx, τ∞.model: —— und
τ∞.meas
τ∞.model

: ooo

G
′ ( )

/ P
a

un
d

G
′′ ( )

/ P
a

γ̂ / 1

G
′ m

ea
s

G
′ m

od
el

/ 1
un

d
G
′′ m

ea
s

G
′′ m

od
el

/ 1

10−5 10−4 10−3 10−2 10−1103

104

105

106

107

0

0.5

1

1.5

2

(b) Speicher- und VerlustmodulG′meas: xxx, G′model:

——, G′meas
G′model

: ooo, G′′meas: xxx, G′′model: —— und

G′′meas
G′′model

: ooofür ω = 2π rad
s

Abbildung 8.15: Modellvorhersage des PRANDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbildung8.13
mit G1 = 1.4 ⋅105 Pa,η0 = 2.28007⋅104 Pas,η∞ = 460Pas,K1 = 72s,τy = 40Pa undG2 = 4.0 ⋅105 Pa nach
Tabelle8.5, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ = 40vol% BASFTM CIP CC
Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V (Abschnitt8.1) bei B= 50mT.

identisch. Die Modellvorhersagen für Speicher- und Verlustmodul sind in Abbildung8.15(b)dargestellt.
Da G′meas

G′model
≲ 2, kann hinsichtlich der Modellierung des Speichermoduls im Vergleich zu den Modellvorher-

sagen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodells eine Verbesserung verzeichnet
werden. Die Güte der Modellvorhersagen des Verlustmoduls ist vergleichbar.
Die Modellierungsergebnisse fürB= 150mT sind in Abbildung8.16gezeigt. Die Fließkurve ist ähnlich gut
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Abbildung 8.16: Modellvorhersage des PRANDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbildung8.13
mit G1 = 7.5 ⋅105 Pa,η0 = 1.0 ⋅106 Pas,η∞ = 1000Pas,K1 = 380s,τy = 350Pa undG2 = 1.3 ⋅106 Pa nach
Tabelle8.5, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ = 40vol% BASFTM CIP CC
Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V (Abschnitt8.1) bei B= 150mT.
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modelliert wie fürB=50mT. Modellvorhersagen für Speicher- und Verlustmodul sind in Abbildung8.16(b)
zu sehen. Die Modellierungsgüte ist ungefähr vergleichbarmit der des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Ele-
ment basierten Gesamtmodells. Die Qualität der Vorhersagedes Verlustmoduls ist marginal verschlechtert,
die des Speichermoduls etwas verbessert. Allerdings ist festzustellen, dass die qualitativen Eigenschaften
der Modellvorhersagen im Vergleich zu Abbildung8.9(b)nicht ähnlich gut sind. Das liegt daran, dass die
Vorhersage für den Verlustmodul sowohl ein absolutes als auch ein relatives Maximum in gleicher Größen-
ordnung besitzt, welche in den Messergebnissen nicht zu erkennen sind. Das erste (absolute) Maximum
tritt bei γ̂ ≈ 5 ⋅10−4 auf und ist dem PRANDTL Element zuzuordnen. Das zweite (relative) Maximum wird
durch das rCROSS-MAXWELL Element im MODEω /3a hervorgerufen und befindet sich beiγ̂ ≈ 4 ⋅10−3.
Diese Maxima korrelieren mit den Knicken der Modellvorhersagen für den Speichermodul, die in den
Messungen ebenfalls nicht vorhanden sind.
In Abbildung8.17sind die Ergebnisse fürB= 300mT dargestellt. Die Modellvorhersagen für die Fließkur-
ve liegen nahezu vollständig über den Messpunkten. Daher ist das Qualitätskriteriumτ∞.meas/τ∞.model in
guter Näherung Eins. Die Modellvorhersagen für Speicher- und Verlustmodul zeigen dasselbe Verhalten,
wie es fürB = 150mT erkennbar ist: Die qualitativen Unterschiede zwischen Messung und Modellvor-
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Abbildung 8.17: Modellvorhersage des PRANDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbildung8.13
mit G1 = 9.0 ⋅105 Pa,η0 = 3.8 ⋅106 Pas,η∞ = 1880Pas,K1 = 365s,τy = 900Pa undG2 = 1.6 ⋅106 Pa nach
Tabelle8.5, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ = 40vol% BASFTM CIP CC
Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V (Abschnitt8.1) bei B= 3000mT.

hersage, das umfasst die Maxima des berechneten Verlustmoduls sowie die Knicke des vorhergesagten
Speichermoduls, sind jedoch stärker ausgeprägt. Die Spannweite des Maximums des gemessenen Verlust-
moduls, die sich über drei Dekaden erstreckt, ist wesentlich größer als die des PRANDTL Elements nach
Abbildung 4 ausBoisly et al.(2014b). Daran ist zu erkennen, dass das PRANDTL Element allein nicht in
der Lage ist, den gemessenen Verlustmodul abzubilden. Die Modellvorhersage könnte verbessert werden,
indem das zweite Maximum, welches dem rCROSS-MAXWELL Element zuzuschreiben ist, in Richtung
des ersten Maximums verschoben wird. Das könnte durch Verringerung der charakteristischen Schubver-
zerrungsratė̃γc.2 erreicht werden, wie in Abbildung 15(a) ausBoisly et al. (2015) zu erkennen ist. Die
Verringerung von˙̃γc.2 könnte nachBoisly et al.(2015; Gl. (34)) mittels der Reduktion vonη0 und dem
Anheben vonK1 realisiert werden. Da sich diese Maßnahmen jedoch negativ auf die Modellierung der
Fließkurve auswirken, werden sie im Rahmen dieser Arbeit nicht umgesetzt. Somit verschlechtert sich das
QualitätskriteriumG′′meas/G′′model im Vergleich zu dem des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten
Gesamtmodells. Die vorhergesagte Güte des SpeichermodulsG′meas/G′model ist vergleichbar. Während sich
die Modellvorhersagen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Modells mit steigendem Ma-
gnetfeld verbessert haben, verschlechtern sich die Vorhersagen des PRANDTL Element basierten Gesamt-
modells. Dem Vorteil des letzteren Modellierungsansatzes, die Zahl zu identifizierender Materialparameter
zu reduzieren, steht der Nachteil einer qualitativ verschlechterten Modellvorhersage gegenüber.
Die Modellvorhersagen für alle Magnetfelder sind im Vergleich zu den Messergebnissen in Abbildung
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8.18zusammenfassend dargestellt. Die Ergebnisse fürB= 0mT sind aus Abschnitt8.1.2übernommen.
τ ∞

.(
)/

P
a

˙̃γ/s−1

0 0.025 0.05 0.075 0.1
10−1

100

101

102

103

104

105

(a) Fließkurve τ∞.meas: xxx und
τ∞.model: ——

G
′ ( )

/ P
a

γ̂/110−5 10−4 10−3 10−2 10−1101

102

103

104

105

106

107

(b) SpeichermoduliG′meas: xxx und
G′model: ——

G
′′ ( )

/ P
a

γ̂/110−5 10−4 10−3 10−2 10−1101

102

103

104

105

106

107

(c) Verlustmoduli G′′meas: xxx und
G′′model: ——

Abbildung 8.18: Modellvorhersage des PRANDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbildung8.13,
im Vergleich zu Messergebnissen beiB = 0mT ——, B = 50mT ——,B = 150mT—— und B = 300mT
—— eines MRF bestehend ausΦ = 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL
300V (Abschnitt8.1). Materialparameter entsprechend Tabelle8.5.

8.4 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorheologischen
Fluids unter dem Einfluss eines äußeren Magnetfelds auf Basis des en-
dochronen MAXWELL Elements

8.4.1 Qualitativer Modellierungsschritt – Entwicklung einer Modellstruktur

In den Abschnitten8.2.3und 8.3.3erfolgte die Modellierung der Messergebnisse auf Basis vonFlüssig-
keiten mit Fließspannung. Damit verbunden ist ein scharferÜbergang von einem Vor- in einen Nachfließ-
bereich. Somit steigt die Modellvorhersage des von der Verzerrungsamplitude abhängigen Verlustmoduls
beim Erreichen der kritischen Schubverzerrung abrupt an, entgegen den experimentellen Ergebnissen aus
Abbildung2.5. Infolgedessen sind Modelle unter Verwendung von Flüssigkeiten mit Fließspannung nicht
in der Lage den allmählichen Übergang des von der Schubverzerrungsamplitude abhängigen Verlustmo-
duls vollends zu modellieren. Dennoch sind Flüssigkeiten mit Fließspannung, in Abhängigkeit davon, wie
kontinuierlich der gemessene Verlustmodul ansteigt, zur Modellierung mehr oder weniger gut geeignet.
Um zu prüfen, ob die Modellvorhersagen verbessert werden können, wenn die Flüssigkeit mit Fließspan-
nung durch eine Flüssigkeit mit pseudo Fließspannung ersetzt wird, kommt im Folgenden das endochrone
MAXWELL Element zur Anwendung. Es besitzt weder eine Fließfunktionnoch eine Fließbedingung. Jede
Änderung der Gesamtverzerrung, welche sofort mit dem Beginn der Belastung einsetzt, ist mit plasti-
schem Fließen gekoppelt. Das endochrone MAXWELL Element ist somit in der Lage den allmählich an-
steigenden, von der Verzerrungsamplitude abhängigen Verlustmodul zu modellieren (Folgerung 19). Die
konstitutiven Beziehungen des endochronen MAXWELL Elements sind in Abschnitt6.2 aufgeführt. Dem
endochronen MAXWELL Element wird das rCROSS-MAXWELL Element ausBoisly et al. (2015), des-
sen eindimensionales Materialgesetzt in Abschnitt8.1 beschrieben ist, parallel geschaltet. Es ergibt sich
das in Abbildung8.19dargestellte Gesamtmodell. Der qualitative Aufbau des Gesamtmodells wird eben-
falls beiKeck (1998; Abb. 4.6),Kletschkowski et al.(2002a; Abb. 4),Kletschkowski et al.(2004; Abb. 4)
undKletschkowski et al.(2005; Abb. 3) verwendet. Die Gleichgewichtsrelation ist durch das endochrone
MAXWELL Element gegeben, da dieses ratenunabhängige Eigenschaften besitzt. Das rCROSS-MAXWELL

Element (Boisly et al. 2015; Absch. 6) modelliert die scherverdünnenden Eigenschaften. Es definiert den
Überspannungsanteil des Gesamtmodells

τ = τcm+τch (8.66)

γ = γs.cm+γd.cm = γs.ch+γq . (8.67)
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τ

τov = τcm

τeq= τch

γs.cm γd.cm

γs.ch q

γ

β(B)G2(B)

η0(B)
η∞(B)
K1(B)G1(B)

Abbildung 8.19: Rheologisches Modell auf Grundlage des endochronen MAXWELL Elements zur Model-
lierung des Materialverhaltens eines magnetorheologischen Fluids

Dem magnetorheologischen Effekt wird, wie bereits in den Abschnitten8.2und8.3umgesetzt ist, mittels
vom Magnetfeld abhängigen Materialparametern Rechnung getragen.

8.4.2 Quantitative Modellierung – Identifikation der Mater ialparameter

Identifizierung charakteristischer Punkte

Das Gesamtmodell aus Abbildung8.19 ist qualitativ gleichwertig zu dem aus Abbildung8.13, wel-
ches auf dem PRANDTL Element basiert: Das Überspannungsmodell beider Modellansätze ist identisch
und das endochrone MAXWELL Element ist das endochrone Analogon zum PRANDTL Element. Die
Analogie beider Elemente ist auf die annähernd gleichwertige Interpretierbarkeit der pseudo Fließspan-
nung β und der Fließspannungτy, hinsichtlich der Modellierung der Fließkurve sowie Speicher- und
Verlustmodul, zurückzuführen. Daher können die charakteristischen Punkte aus Abbildung8.5, Tabelle
8.1und Gleichungen (8.26) bis (8.34) vollständig übernommen werden. Da die Fließkurven des PRANDTL

und endochronen MAXWELL Elements identisch sind, kann die dynamische Fließspannung τyd ebenfalls
zur ersten Abschätzung vonβ genutzt werden. Lediglich der ParameterγG′′

cr verliert seine Gültigkeit, weil
der Verlustmodul des endochronen MAXWELL Elements nicht mehr abrupt ansteigt. Stattdessen sind das
Minimum und Maximum der kritischen Schubverzerrung nach Abbildung6.12gegeben durch

γmin
cr =MIN {γG′

cr ,
γG′′

max

1.5
} (8.68)

γmax
cr =MAX {γG′

cr ,
γG′′

max

1.5
} . (8.69)

Erster Block zur Parameteridentifikation

Weil die Modellstrukturen des PRANDTL Element basierten Gesamtmodells und des auf dem endo-
chronen MAXWELL Element basierten Gesamtmodells identisch sind, kann der Identifikationsalgorithmus
entsprechend Gleichungen (8.26) bis (8.46) im Folgenden angewendet werden. Es müssen lediglichG′cbh.0
durch G′ch.0 und τy durch β formal erstetzt werden. Einzig und allein die Berechnung des elastischen
ModulsG2 bedarf einer Anpassung. Diese ist damit verbunden, dass dasendochrone MAXWELL Element
sofort mit dem Einsetzen der Belastung plastisch zu fließen beginnt. Daher entfällt der charakteristische
Punkt γG′′

cr , der dem abrupten Anstieg des Verlustmoduls zugeordnet ist. Infolgedessen kann Gleichung
(8.37) nicht dirket zur Bestimmung vonG2 benutzt werden. Stattdessen wird entsprechend Abbildung
6.12sowie Gleichungen (6.29) und (6.57) das Maximum des Verlustmoduls,γG′′

max, genutzt. Es gilt

γcr =
β
G2
= γG′′

max

1.5
(8.70)

und man erhält zur Abschätzung des Elastizitätsmoduls

G2 ≈ 1.5
β

γG′′
max

. (8.71)
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Zweiter Block zur Parameteridentifikation

Die Identifikation der ParameterK1 und η∞, welche mittels den bisherigen Arbeitsschritten noch
nicht bestimmt sind, kann analog zum PRANDTL Element basierten Gesamtmodell erfolgen. Sie werden
auf Grundlage der in Abbildung8.5(a) und Tabelle8.1 identifizierten charakteristischen Punkte der
Fließkurve ermittelt.

Maßnahmen ab der zweiten Iteration des Identifikationsprozesses aufgrund von Abweichun-
gen zwischen Modellvorhersagen und Messungen

Zur Bestimmung der Materialparameter des Gesamtmodells aus Abbildung8.19wird der Identifikations-
algorithmus des PRANDTL Element basierten Gesamtmodells (Abbildung8.14) unter Berücksichtigung
erklärter Anpassungen genutzt. Demnach sind die pseudo Fließspannung,β , und die Schubverzerrungs-
amplitude zum Maximum des Verlustmoduls,γG′′

max, die Steuergrößen des Identifikationsalgorithmus. Alle
weiteren Materialparameter werden daraus abgeleitet. Es genügt demnach, in Abbildung8.14die kritische

Schubverzerrung,γcr, entsprechend Gleichung (8.70) durch γG′′
max
1.5 undτy durchβ zu ersetzen. Infolgedessen

unterscheiden sich die Werte fürγmin
cr und γmax

cr zu denen aus Abschnitt8.2.2. Damit verbunden weichen

auch die Werte fürG
min.τyd

2 und G
max.τyd

2 von denen aus Abschnitt8.2.2 ab. Die in Tabelle8.2 für das
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element identifizierten Werte fürGmax.G′′

2 undGmax.G′
2 besitzen weiterhin ihre

Gültigkeit. Abschätzungen für diese Größen sind in Tabelle8.6hinterlegt. FürB= 50mT undB= 150mT

Tabelle 8.6: Abschätzung oberer und unterer Grenzen fürG2 auf Basis der dynamischen Fließspannung
(Gleichungen (8.68), (8.69), (8.39) und (8.40)), dem maximalen Verlustmodul (Gleichung (8.41)) und dem
maximalen Speichermodul (Gleichung (8.44))

B= 50mT B= 150mT B= 300mT

G
min.τyd

2 / Pa 5.88⋅105 3.40⋅106 5.88⋅105

G
max.τyd

2 / Pa 1.46⋅106 1.31⋅107 2.26⋅106

Gmax.G′′
2 / Pa 3.19⋅105 1.21⋅106 2.06⋅106

Gmax.G′
2 / Pa 4.70⋅105 1.82⋅106 3.71⋅106

kann man Tabelle8.6 entnehmen, dass sich für das MinimumG
min.τyd

2 ein größerer Wert ergibt als für
die MaximaGmax.G′′

2 und Gmax.G′
2 . Dieses Problem kann durch die Reduktion der pseudo Fließspannung

behoben werden. Insofern reduziert sich die mittels der dynamischen Fließspannung erstabgeschätzte
pseudo Fließspannung in weiteren Iterationen. Um das im Mittel beste Modellierungsergebnis sowohl für
die Fließkurve als auch für Speicher- und Verlustmodul zu erzielen, wird versucht die Fließspannung so
gering wie möglich zu reduzieren. Da zur Modellierung der Messungen beiB = 300mT die Forderungen
G

min.τyd

2 < Gmax.G′′
2 und G

min.τyd

2 < Gmax.G′
2 bereits erfüllt sind, muss die pseudo Fließspannung lediglich

auf einen Wert korrigiert werden, der unwesentlich kleinerals die dynamische Fließspannung ist. Um
auch den Anfangsbereich der Fließkurve gut abbilden zu können, muss die Reduktion der Fließspannung
durch ein Anheben vonη0 kompensiert werden. Weil die scherverdünnenden Eigenschaften jedoch
ausschließlich durch das rCROSS-MAXWELL Element modelliert werden, ist der Anfangsanstieg der
Fließkurve für ein festesη0 fix und nicht mehr veränderbar. Die Übereinstimmung zwischen Messung und
Modellvorhersage, speziell für den Anfangsbereich der Fließkurve, stellt somit den letzten Arbeitsschritt
eines Iterationszyklus dar. Daher werdenβ und γG′′

max solange variiert, bis alle Messergebnisse im Mittel
gut abgebildet sind. Dies ist zusammenfassend in Abbildung8.20dargestellt.
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8.1

8.1

Abbildung 8.20: Iterativer Algorithmus zur Identifikationder Materialparameter des auf dem endochronen
MAXWELL Element basierten Gesamtmodells nach Abbildung8.19
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Modellierungsergebnis und abschließende Bemerkungen

Die letztendlich identifizierten Materialparameter sind in Tabelle8.7 hinterlegt. Die kritische Schubver-
zerrungγcr = β

G2
und die pseudo Fließspannung sind größer als diejenigen desrCROSS-BINGHAM -HOOKE

Element basierten Gesamtmodells aus Tabelle8.4. Sie sind ebenfalls größer als die des PRANDTL

Element basierten Gesamtmodells aus Tabelle8.5. Da sowohl die kritische Schubverzerrung als auch die
pseudo Fließspannung in guter Näherung proportional erhöht wurden, istG2 des endochronen MAXWELL

Elements identisch mit dem des PRANDTL Elements. Folglich sind auchG1 annähernd gleich. Die Werte
für η∞ des PRANDTL Elements können ebenfalls übernommen werden. Da die pseudoFließspannung für
Messungen beiB= 300mT gegenüber der dynamischen Fließspannung nur unwesentlich gesenkt werden
musste, liegt folglich1

K1
näher an dem in Tabelle8.1identifizierten Wert als fürB= 50mT undB= 150mT.

Tabelle 8.7: Identifizierte Materialparameter für das Materialmodell bestehend aus der Parallelschaltung
eines endochronen MAXWELL und rCROSS-MAXWELL Elements nach Abbildung8.19

B= 50 mT B= 150 mT B= 300 mT
G1 / Pa 9.0⋅104 7.5⋅105 8.0⋅105

η0 / Pa s 2.1⋅104 1.1⋅106 2.5⋅106

η∞ / Pa s 460 1000 1880
K1 / s 72 432 300
β / Pa 55 450 3200
G2 / Pa 3.8⋅105 8.4⋅105 1.35⋅106

8.4.3 Vergleich der Messungen mit Modellvorhersagen

Die Modellvorhersagen im Vergleich zu den Messungen fürB = 50mT sind in Abbildung8.21 darge-
stellt. Entsprechend der Vorgabe wird die Fließkurve sehr gut abgebildet. Lediglich der Anfangsbereich
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Abbildung 8.21: Modellvorhersage des auf dem endochronen MAXWELL Element basierten Gesamtmo-
dells aus Abbildung8.19mit G1 = 9.0 ⋅104 Pa,η0 = 2.1 ⋅104 Pas,η∞ = 460Pas,K1 = 72s,β = 55Pa und
G2 = 3.8⋅105 Pa nach Tabelle8.7, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ = 40vol%
BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V (Abschnitt 8.1) bei B= 50mT.

der Messergebnisse ist unterbestimmt, da die pseudo Fließspannung unterhalb der dynamischen Fließspan-
nung liegt. Die Modellvorhersagen für Speicher- und Verlustmodul haben sich im Vergleich zu denen des
PRANDTL Element basierten Gesamtmodells verbessert. Das QualitätskriteriumG′meas/G′model ist nun für
die ersten drei Dekaden rund Eins. Das allmähliche Ansteigen des Verlustmoduls ist in Abbildung8.21(b)
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zu erkennen. Es erklärt den Abfall des QualitätskriteriumsG′′meas/G′′model in der ersten Dekade, innerhalb
dessen der Verlustmodul im Mittel sehr gut abgebildet wird.
Abbildung 8.22 zeigt den Vergleich zwischen Modellvorhersage und Messergebnis fürB = 150mT. Es
zeigt die gute Übereinstimmung für die Fließkurve in Abbildung 8.22(a). Die Modellvorhersage für den
Speichermodul ist mit der des PRANDTL Elements vergleichbar. Das QualitätskriteriumG′meas/G′model liegt
zwischen 0.5 und 1.75. Jedoch werden die qualitativen Eigenschaften der Messungen des Speichermoduls
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Abbildung 8.22: Modellvorhersage des auf dem endochronen MAXWELL Element basierten Gesamtmo-
dells aus Abbildung8.19mit G1 = 7.5⋅105 Pa,η0 = 1.1⋅106 Pas,η∞ = 1000Pas,K1 = 432s,β = 450Pa und
G2 = 8.4⋅105 Pa nach Tabelle8.7, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ = 40vol%
BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V (Abschnitt 8.1) bei B= 150mT.

mit dem endochronen MAXWELL Element wesentlich besser modelliert. Damit ist unter anderem gemeint,
dass die Spannweite des Maximums des Verlustmoduls erfasstist. Dies wird vom endochronen MAXWELL

Element durch den allmählichen Anstieg des von der Verzerrungsamplitude abhängigen Verlustmoduls si-
chergestellt. Eine weitere Folge des allmählichen Anstiegs des Verlustmoduls ist, dass dessen Maximum
näher an das Maximum des Verlustmoduls des rCROSS-MAXWELL Elements (MODEω /3a) rückt. Somit
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Abbildung 8.23: Modellvorhersage des auf dem endochronen MAXWELL Element basierten Gesamtmo-
dells aus Abbildung8.19mit G1 = 8.0⋅105 Pa,η0 = 2.5⋅106 Pas,η∞ = 1880Pas,K1 = 300s,β =3200Pa und
G2 =1.35⋅106 Pa nach Tabelle8.7, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend ausΦ=40vol%
BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit MOTUL 300V (Abschnitt 8.1) bei B= 300mT.
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kann das Maximum der Modellvorhersage des Verlustmoduls zuhöheren Verzerrungsamplituden verscho-
ben werden, ohne die im Mittel gute Modellierung im Bereichγ̂ < γcr einzubüßen. Infolgedessen besitzt der
Verlustmodul des Gesamtmodells ein ausgeprägtes Maximum und keine relativen und absoluten Maxima,
so wie es für die Modellierung auf Basis des PRANDTL Elements der Fall ist.
Dasselbe Verhalten ist auch für die Messungen beiB= 300mT aus Abbildung8.23(b)zu verzeichnen. Die
verbesserte Modellvorhersage des Verlustmoduls zeigt sich hier noch deutlicher. Die Fließkurve und der
Speichermodul werden nach wie vor gut abgebildet.
Zur besseren Übersicht sind die Messergebnisse aller Magnetfelder im Vergleich zu den Modellvorhersa-
gen abschließend in Abbildung8.24dargestellt. Im Vergleich zu Abbildung8.12ist zu erkennen, dass die
Messergebnisse des Verlustmoduls nicht im gleichen Maße überschätzt werden, wie es für das auf dem
rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten Gesamtmodell der Fall ist.
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Abbildung 8.24: Modellvorhersage des endochronen MAXWELL Element basierten Gesamtmodells aus
Abbildung8.19, im Vergleich zu Messergebnissen beiB= 0mT——, B= 50mT ——,B= 150mT—— und
B= 300mT—— eines MRF bestehend ausΦ= 40vol% BASFTM CIP CC Partikeln in der Trägerflüssigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1). Materialparameter entsprechend Tabelle8.7.

8.5 Auswertung und Gültigkeitsbereich der Modellierungsansätze

Abschließend werden die drei vorgestellten Modellierungsansätze kurz gegenübergestellt und ausgewer-
tet. Alle Parametersätze der drei vorgeschlagenen Gesamtmodelle besitzen denselben Gültigkeitsbereich,
da sie unter Einbeziehung identischer Messergebnisse formuliert sind. Der Einfluss korrosiver Medien so-
wie weiterer Umweltbedingungen, wie beispielsweise der Luftfeuchte und der Strahlung, und die damit
verbundenen Alterserscheinungen (Ulbricht 1976; S. 16) konnten in dieser Arbeit nicht untersucht wer-
den. Im Rahmen der in dieser Arbeit betrachteten Zeitskalensind diese Einschränkungen zweckmäßig
und zulässig, da „der Ingenieur [. . . ] stets einen Kompromißzwischen einer möglichst wirklichkeitsna-
hen Approximation und einer einfachen, anwendungsfähigenFormulierung eingehen und sich auf die Be-
schreibung der wesentlichen Erscheinungen beschränken [wird]“ Ulbricht (1976; S. 10). Die Experimente
wurden daher nicht unter gezielt eingestellten klimatischen Verhältnissen durchgeführt, sondern erfolg-
ten unter Umgebungsbedingungen. Da Feuchte sowie Außentemperatur zum Zeitpunkt der Messung nicht
aufgezeichnet wurden, können diesbezüglich keine Angabengemacht werden. Ähnlich verhält es sich mit
der Temperaturverteilung innerhalb der Magnetmesszelle des zur Messdurchführung verwendeten kom-
merziellen Rheometers MCR 501 der Firma Anton Paar. Die Temperaturverteilung wurde während der
Experimente ebenfalls nicht aufgezeichnet.
Gültigkeit besitzen die Modelle und Parametersätze unter vergleichbaren Messaufbauten für

• eine magnetische Induktion im äußeren Magnetfeld von 0 bis300 mT,

• verzerrungsgeregelte sinusförmige Anregungen im Bereich geometrisch linearer Theorie,γ̂ ≤ 0.1,
mit einer Kreisfrequenz vonω = 2π rad

s , sowie im
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• stationären Zustand bei Belastungen konstanter Scherraten innerhalb des Bereich∣ ˙̃γ ∣ ≤ 0.11
s.

Die Modellierung erfolgte unter der Vorgabe einer bestmöglichen Abbildung der Fließkurve. Daher sind
die Vorhersagen der Fließkurve für alle Modellierungsansätze gleichermaßen gut.
Ebenfalls ist die Modellierung des Vorfließbereichs des Speichermoduls weitestgehend unabhängig von der
Wahl des zugrunde gelegten Materialmodells. Das Nachfließverhalten des Speichermoduls wird am besten
durch die auf dem rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element und auf dem endochronen MAXWELL Element
basierten Gesamtmodellen abgebildet, da diese im Gegensatz zum PRANDTL Element basierten Gesamt-
modell keine ausgeprägten lokalen und globalen Maxima besitzen.
Die qualitativen Eigenschaften der Messergebnisse des Verlustmoduls, wie beispielsweise der qualitati-
ve Kurvenverlauf sowie die Spannweite des Maximums, werdenebenfalls von den auf dem rCROSS-
BINGHAM -HOOKE und endochronen MAXWELL Element basierten Gesamtmodellen besser abgebildet
als von dem PRANDTL Element basierten Gesamtmodell.
Abschließend ist festzustellen, dass die Modellierungsstrategie auf Basis des rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Elements genau dann zu empfehlen ist, wenn die Priorität aufder bestmöglichen Modellierung des
Vorfließbereichs des von der Verzerrungsamplitude abhängigen Verlustmoduls liegt. Das endochrone
MAXWELL Element erreicht marginal bessere Modellierungsergebnisse im Nachfließbereich des von der
Schubverzerrungsamplitude abhängigen Verlustmoduls. (Folgerung 25)
Der Iterationsalgorithmus ist nach persönlichem Ermessenbeendet worden, nachdem das Modellierungser-
gebnis als „bestmöglich“ definiert wurde. Daher ist die Implementierung eines objektiven Abbruchkriteri-
ums in folgenden Arbeiten zu empfehlen. Außerdem kann die Modellierung unter Verwendung alternativer
rheologischer Modellansätze weiter verbessert werden. Indiesem Sinn wäre interessant, welche Modell-
vorhersagen das SCHWEDOFF Element7 aus Abbildung8.25 liefern würde. Das SCHWEDOFF Element
beschreibt kinematische Verfestigung mit Sättigung entsprechend dem ARMSTRONG-FREDERICK 8 Ge-
setz. Es wird ebenfalls zur Modellierung des Materialverhaltens von Gelen (Giesekus 1994; S. 252) und
Gelantinelösung (Reiner 1968; S. 166) verwendet.

τy

η2G2

G

Abbildung 8.25: SCHWEDOFFElement

7(Reiner 1968; S. 167), (Bird et al. 1983; S. 13), (Krawietz 1986; S. 28), (Maugin 1992; S. 46), (Giesekus 1994; S. 252),
(Bertram 2007; S. 44), (Shutov et al. 2011; S. 658)

8(Dettmer und Reese 2004; Abb. 1), (Bertram 2007; S. 225), (Shutov und Kreißig 2008; Abb. 1a), (Lion 2000a; Abb. 1),
(Shutov et al. 2011)



160 8. Modellierung des Materialverhaltens eines MRF untereinfachem Schub



9. Modellierung des Materialverhaltens eines ma-
gnetorheologischen Komposites

Im Folgenden wird das Materialverhalten eines magnetorheologischen Komposites (MRK) unter Druck-
belastung innerhalb geometrisch linearer Theorie modelliert. Das Materialverhalten der magnetorheolo-
gischen Flüssigkeit wird dabei unter Verwendung der in Abschnitt 8.2 vorgestellten konstitutiven Bezie-
hungen abgebildet. Das MRK besteht aus einer Polyurethan Schaumstoffmatrix mit vier Kanälen, die mit
MRF befüllt sind. Die Schaumstoffmatrix ist in Abbildung9.1(a) im Vergleich zu einem 1 Cent Stück
dargestellt. Die entsprechende dreidimensionale Röntgen-Computertomographie Aufnahme (Abbildung
9.1(b)) wurde von DOHMEN 1 bereitgestellt. Die hierarchische Betrachtung des MRK aufMakro-, Meso-

(a) Polyurethan Schaumstoffmatrix nach
Dohmen et al.(2014)

(b) Röntgen-Computertomographie der Polyurethan
Schaumstoffmatrix nachDohmen et al.(2014)

Abbildung 9.1:(a) Realer Probekörper der Polyurethan Schaumstoffmatrix im Vergleich zu einem 1 Cent
Stück. (b) 3D Röntgen-Computertomographie Aufnahme der Schaumstoffmatrix von DOHMEN 1. Die
Polyurethan Schaumstoffmatrix besitzt eine Ausgangshöhevon h0 = 25mm und einen Durchmesser von
∅ = 15mm. Die vier zur Befüllung mit MRF eingebrachten Kanäle besitzen je einen Durchmesser von
∅i = 2mm.

und Mikroebene ist bereits in Abbildung1.1aufgezeigt. Die Herstellung der Schaumstoffmatrix sowie des
MRK erfolgte am Institut für Leichtbau und Kunststofftechnik der Technischen Universität Dresden1 und
ist in Dohmen et al.(2014) beschrieben. Der Polyurethan Schaumstoffprobekörper besitzt eine Ausgangs-
höhe vonh0 = 25mm und einen Durchmesser von∅ = 15mm. Die zur Befüllung mit MRF vorgesehenen
Kanäle besitzen einen Durchmesser von∅i = 2mm.
Zur experimentellen Charakterisierung der magnetorheologischen Eigenschaften des MRK haben DOH-
MEN 1 und BORIN 2 eine mobile, rotationssymmetrische Magnetfeldeinheit umeine Zug-/Druckprüfma-
schine der FirmaDYNA–MESS Prüfsystemekonstruiert (Odenbach et al. 2014; Abb. 18). Die Richtung,
entlang der die Prüfmaschine den Traversenweguz variieren und die aufgebrachte KraftFz regeln kann, sei
im Folgenden als z-Richtung definiert. Die Magnetfeldrichtung innerhalb des Messraums verläuft parallel
zur Kraftrichtung, d.h. in z-Richtung. Die Homogenität desäußeren, rotationssymmetrischen Magnetfelds
wurde innerhalb des Messraums in Abhängigkeit der radialenEntfernung vermessen und beträgt 91% bei
r = 10mm (Odenbach et al. 2014; S. 28).

1Eike Dohmen; Technische Universität Dresden, Fakultät Maschinenwesen, Institut für Leichtbau und Kunststofftechnik
2Dmitry Borin; Technische Universität Dresden, Fakultät Maschinenwesen, Institut für Strömungsmechanik, Professurfür

Magnetofluiddynamik (Professor Odenbach)
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Um das im Experiment gemessene, vom Magnetfeld abhängige Materialverhalten zu simulieren, wird der
Druckversuch mit einem Finite Elemente Modell nachgebildet. Dies kann aufgrund des doppelt symmetri-
schen Aufbaus unter Berücksichtigung von Symmetriebedingungen mittels einem Viertel FE Modell erfol-
gen. Die Modellierungsstrategie des MR Kompositwerkstoffs ist in Abbildung9.2skizziert. Eingangsdaten

Abbildung 9.2: Modellierungsstrategie auf Grundlage mesoskopischer Eingangsdaten zur Simulation des
Materialverhaltens des MRK auf Makroebene

des FE Modells sind Geometriedaten auf Mesoebene und die mesoskopischen Materialmodelle der Aus-
gangswerkstoffe inklusive identifizierter Materialparameter. Dazu zählen zum einen die phänomenologi-
sche Materialbeschreibung der Schaumstoffmatrix und zum anderen das Materialmodell der magnetorheo-
logischen Flüssigkeit. Weil sich die Druckbelastung auf den Bereich geometrisch linearer Theorie be-
schränkt, kann das Materialverhalten mit dem technischen Spannungs- und Verzerrungsmaßen formuliert
werden. Sie sind auf Seite17eingeführt und werden mitσσσ = σi j ei ⊗ej undεεε = εi j ei ⊗ej bezeichnet.
Die Modellierung des Materialverhaltens der Schaumstoffmatrix sowie die Parameteridentifikation erfolgt
in Abschnitt9.1. Zur Simulation des Materialverhaltens des MRF kommt das inAbschnitt8.2beschriebene
Materialmodell zur Anwendung. Aufgrund der kanalartigen Struktur der zur MRF Befüllung vorgesehenen
Hohlräume und der Beschränkung auf Beanspruchungen im Rahmen geometrisch linearer Theorie, genügt
es, das festkörperähnliche Teilmodell des MRF zu betrachten. Unter diesen Bedingungen wird das für die
magnetorheologische Flüssigkeit zu berücksichtigende Teilmaterialmodell in Abschnitt9.2auf Grundlage
der in Abschnitt8.2 identifizierten Materialparameter abgeleitet. Die Berechnung der Materialantwort des
MRK zu der gegebenen Drucklast erfolgt abschließend in Abschnitt 9.3.

9.1 Phänomenologische Modellierung des Materialverhaltens eines Polyu-
rethan Schaumstoffs

Um das effektive (mesoskopische) Materialverhaltens des offenzelligen PU Schaumstoffs zu modellie-
ren, wird in dieser Arbeit ein phänomenologischer Ansatz gewählt. Zur experimentellen Untersuchung
des Materialverhaltens wurden Druckversuche bei zwei Traversengeschwindigkeiten ˙uz = −0.05mm

s und
u̇z = −0.1 mm

s von DOHMEN 1 und BORIN 2 durchgeführt. Die Längsachse des Schaumstoffprobekör-
pers, welche nach Abbildung1.1 identisch der Längsachse einer zylinderförmigen Hohlraumstruktur ist,

−1.2 −1 −0.8 −0.6−0.4−0.2 0
−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

F z
/ N

uz / mm

Abbildung 9.3: Druckversuch an der PU Schaumstoffmatrix für eine konstante Traversengeschwindigkeit
u̇z = −0.05mm

s : —— und u̇z = −0.1 mm
s : −−− bis MIN{uz} = −1.2mm→MIN{εzz} ≈ −0.05
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wurde entsprechend Abbildung9.2 in z-Richtung angeordnet. In Abbildung9.3 ist die KoordinateFz

der auf den Probekörper wirkenden mechanischen Kraft in Abhängigkeit vom Traversenweg der Zug-
/Druckprüfmaschineuz dargestellt. Die Kraft wird positiv als Zugkraft eingeführt. Negative Werte der
KraftkoordinateFz beschreiben somit einen Druckzustand. Die Verschiebunguz der Traverse der Zug-
Druck-Prüfmaschine wird ebenfalls positiv in Zugrichtungdefiniert. Die technische Dehnung ergibt sich
überεzz = uz/h0. Da die betragsmäßig größte Verschiebung bei MIN{uz} = −1.2mm auftritt, ergibt sich
MIN{εzz} ≈ −0.05. Die Beanspruchung liegt somit im Bereich geometrisch linearer Theorie.
Die Messdaten aus Abbildung9.3 sind Mittelwerte von Einzelmessungen. Die Streuungen sindum eine
Größenordnung kleiner als die Differenz beider Messungen.Daher ist es zulässig, die Differenz beider
Messungen als ratenabhängigen Effekt zu interpretieren. Zusätzlich sind für den Schaumstoff ratenab-
hängige Eigenschaften entsprechend Abschnitt3.5.3mithilfe von Relaxationsversuchen indirekt nachge-
wiesen. Auf den Nachweis der Existenz einer Gleichgewichtskurve, definiert im Sinne vonHaupt(2002;
Abb. 6.15), kann verzichtet werden, da diese Annahme für polymere Schaumstoffe weitläufig akzeptiert
ist. Daher besitzt der Schaumstoff innerhalb der definierten Belastungsgrenzen ein linear viskoelastisches,
festkörperähnliches Materialverhalten. Zur Modellierung des viskoelastischen Materialverhaltens des PU
Schaumstoffs wird daher ein ZENER Modell nach Abbildung9.4unterstellt. Das ZENER Modell wird drei-
dimensional verallgemeinert, indem isotrope konstitutive Beziehungen für den deviatorischen Anteil und
Kugelanteil formuliert werden. Der deviatorische Anteil der Spannung ist mits= si j ei ⊗ej und der der

σ

ε

E2

E1 ηE

σeq

σov

Abbildung 9.4: ZENER Modell zur Beschreibung des Materialverhaltens der PU Schaumstoffmatrix

Verzerrung mite= ei j ei ⊗ej bezeichnet. Die Spur der Deviatoren ergeben sich definitionsgemäß zu Null,
sii = 0 undeii = 0. Die Gesamtspannung ergibt sich nach

σkl = σeq
kl +σov

kl (9.1)

σov
kl = sov

kl +
1
3

σov
ppδkl . (9.2)

Die Gesamtverzerrung setzt sich zusammen aus

εkl = ekl +
1
3

εppδkl . (9.3)

Der Überspannungsanteil ist beschrieben durch

ṡov
kl +

2G1

ηG
sov
kl = 2G1 ėkl (9.4)

σ̇ov
pp+

3K1

ηK
σov

pp= 3K1 ε̇pp (9.5)

G1 =
E1

2(1+ν) (9.6)

K1 =
E1

3(1−2ν) (9.7)

2G1

ηG
= E1

ηE
(9.8)

3K1

ηK
= E1

ηE
. (9.9)

Der Gleichgewichtsanteil beträgt

σeq
kl = 2G2ekl +K2εppδkl (9.10) G2 =

E2

2(1+ν) (9.11) K2 =
E2

3(1−2ν) . (9.12)

Als Freiwerte des Materialmodells werdenE1, ηE, E2 undν ausgewählt. Sie werden im Folgenden aus den
beiden Druckversuchen identifiziert. Alle weiteren Materialparameter können über die oben eingeführten
Beziehungen abgeleitet werden. Zur Bestimmung der Parameter wird zunächst die Summe der beiden
Elastizitätsmoduli

E1+E2 =
dσzz
dt ∣t=0

ε̇
(9.13)
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ermittelt. Dazu wird die Spannungσzz = Fz/A ermittelt, welche auf die GrundflächeA des Schaumstoff-
probekörpers im unverformten Zustand bezogen ist. Die AnfangstangentedFz

dt ∣t=0 ist ebenfalls aus expe-
rimentellen Daten ablesbar. Anschließend werdenE1 und ηE solange variiert, bis beide Druckversuche
abgebildet sind. Letztendlich erhält man

E1 = 0.8MPa (9.14)

ηE = 0.8MPas (9.15)

E2 = 0.3MPa. (9.16)

Die Querkontraktionszahl wird entsprechendLakes(1987) sowieGibson und Ashby(1997; Abb. 5.12)

ν = 0.4 (9.17)

angenommen. Die Modellvorhersagen im Vergleich zu den Messergebnissen sind in Abbildung9.5darge-
stellt.

−1.2 −0.8 −0.4 0
−3

−2

−1

0

F z
/ N

uz / mm
(a) konstante Traversengeschwindigkeit ˙uz =
−0.05 mm

s ; Modellvorhersage:− − − , Mes-
sung: ——

−1.2 −0.8 −0.4 0
−3

−2

−1

0

F z
/ N

uz / mm
(b) konstante Traversengeschwindigkeit ˙uz =
−0.1 mm

s ; Modellvorhersage:−−− , Messung:
——

Abbildung 9.5: Modellvorhersage des ZENER Modells mitE1 = 0.8MPa,ηE = 0.8MPas,E2 = 0.3MPa und
ν = 0.4, im Vergleich zu den Messergebnissen der Druckversuche ander PU Schaumstoffmatrix

9.2 Materialmodell eines magnetorheologischen Fluids unter Berücksich-
tigung geometrischer Restriktionen für die Simulation desVerhaltens
eines magnetorheologischen Komposites

In Kapitel 8 sind konstitutive Gleichungen zur Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorheo-
logischen Fluids beschrieben. In den dafür zugrunde gelegten Experimenten konnte sich das MRF un-
eingeschränkt deformieren. Dies trifft jedoch für das in den Kanälen des MRK befindlichen MRF nicht
zu. Das Verhalten des MRF unterliegt geometrischen Restriktionen. Für die Berechnung in Abschnitt9.3
wird daher als Arbeitshypothese angenommen, dass in der magnetorheologischen Flüssigkeit kein fest-
flüssig Übergang stattfindet, sondern dass die Materialeigenschaften des Vorfließbereichs während des
gesamten Deformationsvorgangs dominieren. Der Vorfließbereich des Materialmodells aus Abbildung8.4
besteht aus der HOOKEschen FederG2(B) und dem parallel geschalteten rCROSS-MAXWELL Element.
Zur groben Abschätzung des Verhaltens wird der Vorfließbereich linearisiert, d.h. nichtlineare Anteile des
rCROSS-MAXWELL Elements werden vernachlässigt. Es geht somit in das ZENERModell nach Abbildung

τ

γ

G2(B)
G1(B)η0.1(B)

τeq

τov

Abbildung 9.6: ZENER Modell zur Abschätzung des effektiv wirksamen Materialverhaltens der magne-
torheologischen Flüssigkeit innerhalb eines Kanals des magnetorheologischen Komposits
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9.6über. (Folgerung 26) Um es für die FE Berechnung aufzubereiten, wird das ZENER Modell analog zu
den Gleichungen (9.1) bis (9.12) dreidimensional verallgemeinert, indem isotrope konstitutive Beziehun-
gen für den deviatorischen Anteil und Kugelanteil formuliert werden. Dies stellt aus zwei Gründen eine
akzeptierbare, erste grobe Näherung dar. Zum einen induziert das äußere Feld der magnetischen Indukti-
on, welches von der mobilen Magnetfeldeinheit innerhalb des Messraums in z-Richtung aufgebracht wird,
in magnetisierbarem Material eine Vorzugsrichtung, die nicht nur die z-Komponente der magnetischen
Anziehungskräfte beeinflusst. Zum anderen stimmten in den experimentellen Untersuchungen der Mo-
mentenvektor im Kegel-Platte Rheometer, der Kraftvektor in der Zug-/Druckprüfmaschine und der Vektor
der magnetischen Induktion überein.
Zur Parametrisierung der konstitutiven Beziehungen werden die MaterialparameterG2(B), G1(B) und
η0.1(B) aus Tabelle8.4 übernommen. Da in Abschnitt9.3 der Druckversuch am MRK unter äußerer ma-
gnetischer Feldeinwirkung durchgeführt wird, deren magnetische Induktionen jedoch nicht in Tabelle8.4
aufgeführt sind, werden die Materialparameter der fehlenden Magnetfelder durch lineare Interpolation be-
rechnet. Die MaterialparameterG1, η0.1 und G2 des linearisierten Materialmodells sind abschließend in
Tabelle9.1 zusammengefasst. Weil für das MRF aus Abschnitt2.2 die Volumenkonzentration der Car-

Tabelle 9.1: Materialparameter des ZENER Modells nach Abbildung9.6 für diejenigen Magnetfelder un-
ter denen die Druckversuche aus Abschnitt9.3 durchgeführt werden (Dohmen et al. 2014); Das ZENER

Modell resultiert aus der Linearisierung des Materialmodells für MRF aus Abschnitt8.2.

B / mT G1 / Pa η0.1 / Pa s G2 / Pa

0 911 310 0

50 2.99358⋅105 1.3801⋅104 4.93827⋅105

100 2.48292⋅105 1.7068⋅104 1.400760⋅106

150 1.97226⋅105 2.0336⋅104 2.307692⋅106

200 1.69060⋅105 1.6231⋅104 2.558870⋅106

240 146527⋅105 1.2947⋅104 2.759812⋅106

bonyleisen Partikel 40 vol% beträgt, wird die Querkontraktionszahlν = 0.4 in guter Näherung über das
arithmetische Mittel der Querkontraktionszahlen von Carbonyleisen und der nahezu inkompressiblen Trä-
gerflüssigkeit abgeschätzt. Somit können alle Materialparameter aus den Gleichungen (9.6) bis (9.9), (9.11)
und (9.12) unter Berücksichtigung vonη0.1(B) = ηG berechnet werden.

9.3 Simulation des Druckverhaltens eines magnetorheologischen Kompo-
sites bei verschiedenen Stärken der äußeren magnetischen Induktion

Die Simulation der Druckversuche an dem MRK unter verschiedenen Magnetfeldern erfolgt mit dem Pro-
grammsystem MSC.Marc/Mentat®. Weil das MRK doppelt symmetrisch aufgebaut ist, genügen Berech-
nungen an einem Viertel FE Modell. Dieses sowie das globale raumfeste Koordinatensystem sind in Ab-
bildung9.7(a)dargestellt. Abbildung9.7(b)zeigt fürB= 150mT die aktuelle Konfiguration des MRK im
Verhältnis zur Ausgangskonfiguration, welche durch das rote Drahtmodell angedeutet ist. Aufgetragen ist
die numerische Modellvorhersage der Normalspannungσzz. Die symmetrischen Eigenschaften des MRK
korrespondieren mit den Symmetriebedingungen

ux(x= 0) = 0 (9.18)

uy(y= 0) = 0 (9.19)

für das Viertel FE Modell. Weiterhin ist die Verschiebung amunteren Rand inz-Richtung verhindert

uz(z= 0) = 0 . (9.20)
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Die Anregung wird verschiebungsgesteuert auf dem oberen Rand mit konstanter Geschwindigkeit

uz[z= h(t)] = u̇z t (9.21)

u̇z = −0.1
mm

s
(9.22)

aufgebracht. Der obere Rand ist in der Ausgangskonfiguration durchh(t = 0) = h0 beschrieben. In der
Momentankonfiguration befindet er sich beih(t) = h0+uz(z= h0,t). Reibungseffekte an der Grund- und
Deckfläche werden vernachlässigt. Beachtet man, dass die Deformation im Bereich geometrisch linearer
Theorie liegt, ist diese Vereinfachung vertretbar. Das FE Modell ist ein rein mechanisches Modell. Der Ein-
fluss des Magnetfeldes wird durch die vom Magnetfeld abhängigen Materialparametersätze aus Tabelle9.1
berücksichtigt. Da das von DOHMEN 1 und BORIN 2 im Experiment realisierte äußere Magnetfeld in guter

(a) 1/4 Finite Elemente Modell des MRK (b) σzz beiuz = −1.22mm fürB= 150mT

Abbildung 9.7:(a)1/4 Finite Elemente Modell zur Berechnung des Reaktionskraftverlaufs in Abhängigkeit
der Verschiebung für die Verschiebungsgeschwindigkeit ˙uz = −0.1mm

s . (b) Exemplarische Darstellung der
Längsspannung fürB= 150mT.

Näherung homogen war, ist diese Art der Modellierung zur Abschätzung der Druckkraft zulässig. Das Ma-
terialverhalten der polymeren Schaumstoffmatrix ist unabhängig vom äußeren Magnetfeld. Daher werden
zur Simulation aller Druckversuche die in Abschnitt9.1 identifizierten Materialparameter verwendet. Die
Messergebnisse und Modellvorhersagen der Druckversuche für B= {0, 50, 100, 150, 200, 240}mT sind in
den Abbildungen9.8(a)und9.8(b)dargestellt. Die Größenordnungen der Messergebnisse und Modellvor-
hersagen stimmen gut überein. Die Zunahme der Druckkraft inAbhängigkeit von der magnetischen Induk-
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Abbildung 9.8: Druckversuche an dem MRK nach Abbildung9.1(a)für u̇z = −0.1 mm
s bei B= 0mT —— ,

B= 50mT—— , B= 100mT—— , B= 150mT—— , B= 200mT—— undB= 240mT——
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tion B kann ebenfalls wiedergegeben werden. Lediglich die Krümmung der Messkurven wird vom Modell
nicht vollends abgebildet. Dies ist in Abbildung9.9erkennbar. Es sind Messergebnisse und Modellvorher-
sagen für je einen Druckversuch bei entsprechendem Magnetfeld gegenübergestellt. Nichtsdestotrotz sind
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Abbildung 9.9: Druckversuche an dem magnetorheologischenKomposit nach Abbildung9.1(a)für u̇z =
−0.1 mm

s ; Experimentelle MessergebnisseFz.meas: —— , Numerische ModellvorhersagenFz.model: −−−

die Modellvorhersagen zufriedenstellend. Die Abweichungen zwischen Messungen und Modellvorhersa-
gen sind in Abbildung9.10 mittels des VerhältnissesFz.meas/Fz.model quantifiziert. Bis auf den Bereich
unmittelbar nach der Lastaufbringung, liegt das Verhältnis zwischen1

2 <
Fz.meas
Fz.model

< 2. Für Verschiebungen
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Abbildung 9.10: Verhältnis von Messung zu Simulation der Druckkraft fürB= 0mT —— , B= 50mT—
— , B= 100mT—— , B= 150mT—— , B= 200mT—— undB= 240mT——

uz < −0.4mm ist das Verhältnis nahezu Eins. Die für MRF unter oszillatorischer Schubbeanspruchung
identifizierten Materialparameter liefern somit auch für monotone Druckversuche im Bereich geometrisch
linearer Theorie brauchbare Modellvorhersagen, wenngleich der abgesicherte Anwendungsbereich des
Modells streng genommen überschritten ist. Der gemessenemagnetorheologische Effekt

EMR =
Fz.meas(B> 0)
Fz.meas(B= 0) (9.23)

ist in Abbildung9.11(a)für B > 0 dargestellt. Füruz < −0.6mm ist er für alle Magnetfelder in guter Nä-
herung konstant. Für diesen Bereich kann der MR Effekt in Abhängigkeit vom Magnetfeld aufgetragen
werden. Stellvertretend dafür ist das Verhältnis der Druckkräfte bei der Verschiebunguz = −1.2mm, wel-
ches in Abbildung9.11(b)dargestellt ist.
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Abbildung 9.11: Quantifizierung des magnetorheologischenEffekts der Druckversuche



10. Zusammenfassung und Ausblick

Magnetorheologische Materialien werden in einer Vielzahlvon Applikationen verwendet. In Abhängigkeit
vom Ziel der Anwendung ist meist die Einbettung der magnetorheologischen Flüssigkeit in eine äußere
Hülle erforderlich. Das in dieser Arbeit betrachtete magnetorheologische Komposit besteht aus einer poly-
meren Schaumstoffmatrix mit geradlinigen Kanälen, welchemit MRF befüllt sind. Ziel war unter anderem
die Berechnung der makroskopischen Eigenschaften des magnetorheologischen Verbundwerkstoffs unter
Druckbelastung im geometrisch linearen Bereich. Für dieseAufgabe hatte sich die phänomenologische
Materialbeschreibung der Ausgangswerkstoffe als effektiv erwiesen, um die konstitutiven Eingangsdaten
für ein Finite Elemente Modell bereitzustellen.
Für den hier betrachteten Verbundwerkstoff konnten mit derMikro-, Meso- und Makroebene drei cha-
rakteristische Skalen definiert werden. Auf der Mikroskalasind Lufteinschlüsse und Stege der polymeren
Schaumstoffmatrix optisch aufgelöst. Ebenfalls sind die in die Trägerflüssigkeit suspendierten magneti-
sierbaren Partikel der magnetorheologischen Flüssigkeiterkennbar. Die daraus resultierenden mikroskopi-
schen Effekte werden auf der Mesoebene „verschmiert“ wahrgenommen. Im Hinblick auf die Modellierung
des makroskopischen Materialverhaltens des MRK war es nicht erforderlich, die komplexen Prozesse auf
der Mikroebene zu modellieren, um deren effektive mesoskopische Wirkung im Anschluss mittels Ho-
mogenisierungsverfahren zu bestimmen. Stattdessen wurden die effektiven Eigenschaften des Polyurethan
Schaumstoffs und des MRF auf der Mesoebene mittels phänomenologischer Materialgesetze beschrieben.
Die Auswahl und Durchführung von Charakterisierungsexperimenten für die phänomenologische Mate-
rialbeschreibung war maßgeblich geprägt durch den fluiden Grundcharakter des MRF. Unter diesen Be-
dingungen haben sich scherrheologische Untersuchungen als Stand der Technik etabliert. Zur Material-
charakterisierung und zur Parameteridentifikation kamen sowohl monotone Versuche zur Bestimmung der
Fließkurve als auch oszillatorische verzerrungsgesteuerte Experimente zur Ermittlung von Speicher- und
Verlustmodul zur Anwendung. Auf dieser Grundlage wurden zur mesoskopischen Materialbeschreibung
phänomenologische Materialmodelle motiviert, die sowohldie qualitativen als auch quantitativen Eigen-
schaften von MRF erfassen. Eine Voraussetzung für die gezielte Modellauswahl war die in Abschnitt4
erarbeitete phänomenologische Klassifizierung von Materialen in drei Stoffklassen. Im Rahmen dieser
Stoffklassifizierung wurden MRF, die zur Klasse von Materialien mit fest-flüssig Übergang zählen, ein-
deutig von Festkörpern und Flüssigkeiten abgegrenzt. Demnach müssen die zur Modellierung des Ma-
terialverhaltens von MRF infrage kommenden Materialmodelle eine Fließkurve und eine von Null ver-
schiedene Gleichgewichtsspannung besitzen. Folglich beschränkte sich die Menge aller Materialmodelle
zur Beschreibung der Gleichgewichtsspannung auf diejenigen, die eine Fließkurve besitzen. Hierfür kom-
men beispielsweise das PRANDTL Element nachBoisly et al.(2014b), das BINGHAM -HOOKE Element
entsprechendBoisly et al.(2017), das rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element aus Abschnitt5 oder das en-
dochrone MAXWELL Element aus Abschnitt6 infrage.
Zum Aufstellen und Auswerten des aus Teilmodellen bestehenden Gesamtmodells, war es unerläßlich, die
Vorhersagen der einzelnen Teilmodelle zu kennen. Erst mit Kenntnis der Modellantworten auf definierte
Belastungen, konnten die Teilmodelle gezielt zu einem Gesamtmodell zusammengefügt werden, welches
die im Experiment ermittelten Materialreaktionen abbildete. Daher wurden in den Abschnitten5 und6 zu-
nächst die Modellvorhersagen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Elements und des endochronen MAXWELL

Elements bestimmt. Dies umfasste die Ermittlung der Speicher- und Verlustmoduli sowie die Berechnung
der Fließkurven. Ebenfalls wurden die normierten Intensitäten der Höherharmonischen bestimmt. Somit
konnten die normierten Intensitäten als effektives Werkzeug zur Validierung der numerisch implementier-
ten Teilmodelle verwendet werden. Ausgeprägte Knicke sowie Sprünge innerhalb normierter Intensitäten
deuten meist auf unphysikalisches Verhalten hin und könneninfolge numerischer Probleme des imple-
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mentierten Materialmodells entstehen. Für das PRANDTL Element, den rCROSSDämpfer, das rCROSS-
MAXWELL Element und das BINGHAM -HOOKE Element wurden die Modellvorhersagen für Speicher-
und Verlustmoduli sowie für Höherharmonische und normierte Intensitäten bereits inBoisly et al.(2014b),
Boisly et al.(2015) undBoisly et al.(2017) veröffentlicht. Daher sind sie nicht Teil dieser Arbeit.
Des Weiteren wurden für diese Materialfunktionen charakteristische Punkte identifiziert, dessen Absolut-
werte und deren Lage mit Materialparametern des Modells in Verbindung gebracht werden konnten. Unter
charakteristischen Punkten sind markante Punkte, wie beispielsweise das Maximum des Verlustmoduls
gemeint, die man folglich in Experimenten problemlos identifizieren kann. Mit Kenntnis dieser charakte-
ristischen Punkte war es möglich, Gleichungen zur Bestimmung der Materialparameter aufzustellen. Diese
wurden iterativ und ohne Anwendung rein mathematisch basierter, nichtlinearer Optimierungsalgorithmen
gelöst. Um für die Teilmodelle den Zusammenhang zwischen charakteristischen Punkten und Materialpa-
rametern bestimmen zu können, war es notwendig, das bereichsweise dominierende Materialverhalten zu
ermitteln. Dafür erwiesen sich LISSAJOUSDiagramme als sehr nützliches Werkzeug. In diesem Sinn wur-
den die LISSAJOUSDiagramme des komplexeren Gesamtmodells mit den LISSAJOUSDiagrammen der
weniger komplexen Teilmodelle, welche aus den Grenzfällendes Gesamtmodells resultierten, verglichen.
Durch diese Grenzfallanalyse konnte das komplette Materialverhalten des komplexeren Gesamtmodells
abschnittsweise auf weniger komplexere Modelle, für die analytische Ausdrücke der charakteristischen
Punkte existierten, zurückgeführt werden. Das Analogieprinzip ermöglichte es, zunächst analytische Aus-
drücke für die charakteristischen Punkte des komplexeren Gesamtmaterialmodells zu postulieren und an-
schließend numerisch zu verifizieren. Somit gewährleistete das Analogieprinzip die Identifikation der Ma-
terialparameter des konstitutiven Modells, dessen Antwortverhalten zu den aufgeprägten Belastungen nicht
mehr rein analytisch berechenbar war. Da die untersuchten Gesamtmodelle zur Stoffklasse der Materiali-
en mit fest-flüssig Übergang zählen, nahmen die Fließspannung sowie die pseudo Fließspannung bei der
Parameteridentifikation eine besondere Rolle ein. Grund dafür ist, dass die Fließspannung das Material-
verhalten in einen Vor- und Nachfließverhalten unterteilt.Daher wurden in Abschnitt7 allgemein übliche
Vorschläge zur Bestimmung der Fließspannung untersucht und exemplarisch für Flüssigkeiten mit Fließ-
spannung sowie nichtlinear viskoelastische Flüssigkeiten ausgewertet. Unter Berücksichtigung der für die
Modellierung des Verhaltens der magnetorheologischen Flüssigkeit zur Verfügung stehenden Messergeb-
nisse, die aus Fließkurven sowie Speicher- und Verlustmoduli bestehen, wurde ebenfalls eine geeignete
Methode zur Identifikation der Fließspannung vorgeschlagen. In diesem Sinn hatte es sich als zielführend
herausgestellt, die dynamische Fließspannung sowie die kritische Schubverzerrung aus verzerrungsgesteu-
erten Amplitudensweeps einzubeziehen.
Die Modellierung des Materialverhaltens des MRF unter Scherbeanspruchung erfolgte in Abschnitt8.
Diese unterteilte sich in die Modellierung des Materialverhaltens ohne dem Einfluss und mit dem Einfluss
eines äußeren Magnetfeldes. Bei Abwesenheit eines äußerenMagnetfeldes verhält sich die magnetorheolo-
gische Flüssigkeit wie eine normale Suspension. Zur Beschreibung dessen wurde das rCROSS-MAXWELL

Element nachBoisly et al.(2015) verwendet. Für die Modellierung des Verhaltens bei Anwesenheit eines
äußeren Magnetfeldes wurden drei verschiedene Modellansätze erarbeitet und gegenübergestellt. Die Mo-
dellansätze ergaben sich aus der Forderung, dass das ausgeprägte Maximum des Verlustmoduls auf plas-
tisches Fließen zurückzuführen ist. Diese Forderung erfüllen im Allgemeinen rheologische Modelle mit
Fließspannung und pseudo Fließspannung. Ausgangspunkt der Untersuchung stellte die Parallelschaltung
aus einem rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element und dem rCROSS-MAXWELL Element dar. Dieses Mo-
dell wurde auf eine Parallelschaltung aus PRANDTL Element und rCROSS-MAXWELL Element reduziert,
um die Anzahl der Materialparameter zu verringern. Allerdings zeigte sich, dass das PRANDTL Element
basierte Gesamtmodell nicht in der Lage ist, die qualitativen Eigenschaften der Messergebnisse zur Zu-
friedenheit des Autors abzubilden. Es musste geschlussfolgert werden, dass das ausgeprägte Maximum im
Verlustmodul zunächst notwendig aber keinesfalls hinreichend dafür ist, eine zufriedenstellende Model-
lierung gewährleisten zu können. Beispielsweise ist die Spannweite des Maximums des Verlustmoduls für
die Modellierungsgüte gleichermaßen wichtig. Der Verlustmodul des auf dem rCROSS-BINGHAM -HOOKE

Element basierten Gesamtmodells besitzt die erforderliche Spannweite, der des PRANDTL Element basier-
ten Gesamtmodells nicht. Infolgedessen ist die Modellvorhersage für den Verlustmodul des PRANDTL

Element basierten Gesamtmodells abschnittsweise schlechter als die des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Ele-
ment basierten Gesamtsystems. Daher wurde das PRANDTL Element im dritten Modellvorschlag durch
ein endochrones MAXWELL Element ersetzt. Die Anzahl der Materialparameter musste demnach nicht
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erhöht werden. Der endochrone Modellierungsansatz ergab sich aus dem Ziel, das in den Messergebnissen
festgestellte allmähliche Ansteigen des Verlustmoduls abbilden zu können. Da das endochrone MAXWELL

Element eine Flüssigkeit mit pseudo Fließspannung ist, welche plastisches Fließen ohne Verwendung einer
Fließfunktion und Fließbedingung modelliert, tritt das Ansteigen des Verlustmoduls nicht instantan son-
dern kontinuierlich ein. Die Vorhersagen für die Verlustmoduli des sich ergebenden Gesamtmodells, be-
stehend aus der Parallelschaltung eines endochronen MAXWELL Elements und eines rCROSS-MAXWELL

Elements, waren im Bereich des Maximums zufriedenstellend. Im plateauartigen Anfangsbereich des Ver-
lustmoduls fallen die Vorhersagen gegenüber denen des rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element basierten
Gesamtmodells etwas schlechter aus. Die Identifikation derMaterialparameter erfolgte für alle drei Ge-
samtmodelle iterativ auf Basis charakteristischer Punkte. Der Abbruch der Identifikationsalgorithmen er-
folgte nach subjektiven Gesichtspunkten. Da die Modellvorhersagen auf Basis der subjektiv identifizierten
Materialparameter ausreichend gut mit den Messungen übereinstimmten, konnte in dieser Arbeit auf die
Verwendung eines objektiven Abbruchkriteriums in Verbindung mit mehr oder weniger rein mathematisch
arbeitenden nichtlinearen Optimierungsverfahren verzichtet werden. Die identifizierten Materialparameter
wurden anschließend für die überschlägige Abschätzung derDruckkräfte am magnetorheologischen Kom-
posit genutzt.
Die Simulation der Druckversuche am magnetorheologischenKomposit bei verschiedenen äußeren Ma-
gnetfeldern erfolgte in Abschnitt9 mittels einem Viertel Finite Elemente Modell mit entsprechenden
Symmetriebedingungen. Die Modellvorhersagen wurden mithilfe des Finite Elemente Programmsystems
MSC.Marc/Mentat® numerisch ermittelt. Sowohl der polymeren Schaumstoffmatrix als auch der magne-
torheologischen Flüssigkeit konnten unter der vorliegenden Belastung linear viskoelastische festkörper-
ähnliche Materialeigenschaften unterstellt werden. Für das MRF stellt dies eine grobe Näherung dar, wel-
che aufgrund der geometrischen Restriktionen auf Mesoebene motiviert sind. Ein ausgeprägtes Fließver-
halten war somit, für das in die Kanäle der Schaumstoffmatrix eingebrachte MRF, nicht zu erwarten. Im
Rahmen der auf den geometrisch linearen Bereich eingeschränkten Beanspruchung, ist das festkörperähn-
liche Verhalten des MRF dominant. Als Resultat dieser Arbeitshypothese reduzierte sich das in Abschnitt
8 ermittelte viskoplastische Materialverhalten auf den linear viskoelastischen Materialanteil, der bereits
in kommerziell verfügbaren FE Programmen implementiert ist. Somit konnten die Druckkräfte im geome-
trisch linearen Bereich mittels des kommerziellen Finite Elemente Programmsystems MSC.Marc/Mentat®

grob abgeschätzt werden. Es ergaben sich zufriedenstellende Ergebnisse.
Für weiterführende Projekte verbleiben einige Aufgabenstellungen, die im Rahmen dieser Arbeit nicht
mehr bearbeitet werden konnten. Darunter zählt, die Fließspannung mittels Kriechversuchen zu unter-
suchen. Für das in dieser Arbeit verwendete und in Abschnitt2.2 vorgestellte magnetorheologische Fluid
wurde die Existenz einer Fließspannung, basierend auf dem Stand der Technik, durch physikalische Effekte
auf der Mikroebene begründet und als Arbeitshypothese vorausgesetzt. Dennoch ist es für weiterführende
Projekte ratsam, die Fließspannung des in dieser Arbeit verwendeten MRF direkt zu messen und mit der
auf indirektem Weg identifizierten Fließspannung zu vergleichen. Um zu zeigen, dass die Fließspannung
für MRF mittels Kriechversuchen direkt gemessen werden kann, muss jedoch zuvor nachgewiesen werden,
dass MRF weder ver- noch entfestigendes plastisches Verhalten zeigen.
Ein weiterer Schwerpunkt für folgende Arbeiten bietet die Implementierung und Automatisierung des
Identifikationsalgorithmus unter Verwendung von Optimierungsverfahren in Kombination eines objektiven
Abbruchkriteriums, mit dem Ziel einen objektiv optimalen Parametersatz zu identifizieren. Die in dieser
Arbeit identifizierten Parametersätze, welche subjektiv optimale Modellierungsergebnisse liefern, können
dabei als Anfangsbedingung für die mehr oder weniger rein mathematisch arbeitenden Optimierungsver-
fahren genutzt werden.
Für die Simulation der Druckversuche am MRK sind die vom Magnetfeld abhängigen Materialeigenschaf-
ten mittels verschiedener Materialparamtersätze berücksichtigt. Dies ist im Rahmen der Simulation der
Druckversuche zulässig, ermöglicht jedoch nicht, magnetisch stark inhomogene Lastfälle zu beschreiben.
Um in Zukunft auch Modellvorhersagen für diese Lastfälle berechnen zu können, ist es erforderlich, die
Aufgabe als mechanisches und magnetisches Feldproblem zu formulieren. Zusätzlich ist es notwendig,
die in dieser Arbeit vorgeschlagenen eindimensionalen Materialmodelle dreidimensional zu verallgemei-
nern. Außerdem sind zur Modellierung des anisotropen Materialverhaltens magnetorheologischer Fluide
experimentelle Untersuchungen unter variabler Magnetfeldrichtung erforderlich.
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11. Folgerungen

Folgerung 1, Seite20:
Zu Beginn der phänomenologischen Materialmodellierung einer unbekannten Materialprobe kann diese
als Black-Box Operator interpretiert werden. Identifikationsexperimente und zusätzlich gemessene Mate-
rialfunktionen liefern Informationen zum qualitativen Materialverhalten. Sie stellen somit das Minimum
des Materialverhaltens bereit, welches von einem Materialmodell abgebildet werden muss, um die im
Rahmen der Modellierung geforderten Eigenschaften des Black-Box Operators erfassen zu können. Nach
dem Abschluss der Materialmodellierung sind sämtliche, vom Umfang der Untersuchung abhängige
Eigenschaften des Black-Box Operators identifiziert und modelliert. Es liegen ein Satz konstitutiver Glei-
chungen und identifizierte Materialparameter vor, die mit den Identifikationsexperimenten einhergehen
und alle ermittelten Materialphänomene abbilden.

Folgerung 2, Seite21:
Die phänomenologischen Materialmodellierung kann in zweiStufen erfolgen. Im ersten Schritt werden
eindimensionale Materialgleichungen entwickelt, die im zweiten Schritt dreidimensional verallgemeinert
werden. Ziel der eindimensionalen phänomenologischen Materialmodellierung ist es, ein Gesamtmodell
zu erarbeiten, welches alle gemessenen Materialfunktionen und Materialantworten abbilden kann. Im
Rahmen der geometrisch linearen Theorie bietet es sich hierfür an, rheologische Elemente mittels Parallel-
und Reihenschaltungen gezielt zu einem Gesamtmodell zu verknüpfen. Für verzerrungsgesteuerte
Versuche eignet sich die Parallelschaltung rheologischerElemente, sodass sich eine lineare Materialfunk-
tion für das Gesamtmodell aus der Summe der entsprechenden Materialfunktionen aller rheologischer
Teilmodelle ergibt. Zur gezielten Verschaltung rheologischer Teilmodelle ist es daher notwendig, dass die
entsprechenden Materialfunktionen der rheologischer Teilmodelle bereits bekannt sind.

Folgerung 3, Seite21, 79:
Infolge der Modellierung nichtlinearer Materialeffekte resultieren in der Regel Materialmodelle, deren
Materialfunktionen nicht mehr geschlossen analytisch bestimmt werden können. Stattdessen müssen
die Materialfunktionen numerisch berechnet werden. Dies setzt die numerische Implementierung des
Materialmodells voraus. Um numerische Probleme innerhalbdes relevanten Lastbereiches ausschließen
zu können, muss die numerische Implementierung validiert werden. Eine Möglichkeit zur Validierung
des numerisch implementierten Gesamtmodells bietet die Grenzfallanalyse. Das Gesamtmodell wird dazu
durch geeignete Wahl der Materialparameter auf einen konstitutiven Grenzfall reduziert. Erzwungener-
maßen verhält sich die numerische Implementierung des Gesamtmodells wie ein weniger komplexes
rheologisches Modell. Existieren für diesen rheologischen Grenzfall bereits verifizierte (analytische)
Referenzlösungen, kann die numerische Implementierung des Gesamtmodells überprüft werden. Die
Übereinstimmung zwischen der numerisch ermittelten Modellantwort und der entsprechenden Refe-
renzlösung ist jedoch lediglich notwendig, aber keinesfalls hinreichend für eine fehlerfreie numerische
Implementierung.

Folgerung 4, Seite22:
Ist der erste Schritt der zweistufigen phänomenologischen Modellierungsstrategie abgeschlossen, so
liegt ein eindimensionales Materialmodell vor, das in der Lage ist, die gemessenen Materialfunktionen
qualitativ abzubilden. Um zu überprüfen, in welchem Maße das Materialmodell die gemessenen Mate-
rialfunktionen quantitativ erfassen kann, müssen die Modellvorhersagen für konkrete Materialparameter
berechnet und den Messungen gegenübergestellt werden. Dazu bedarf es zunächst der Identifikation
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der Materialparameter. Meist werden Materialparameter nichtlinearer Gesamtmodelle mittels mehr oder
weniger rein mathematisch arbeitenden, nichtlinearen Optimierungsalgorithmen bestimmt. Aufgrund der
Nichtlinearität des Gesamtproblems, hängt das Identifikationsergebnis somit von der Wahl der Anfangsbe-
dingungen ab. Daher ist es zwingend erforderlich, physikalisch sinnvolle Anfangsbedingungen für die zu
identifizierenden Materialparameter vorzugeben. Dies stellt sich in der Praxis genau dann als nichttriviale
Aufgabe heraus, umso weniger der Einfluss der Materialparameter auf die Modellvorhersagen bekannt
ist. Im Sinne der gesamtheitlichen Betrachtung des Modellierungsprozesses, mit dem Ziel bestmögliche
und physikalisch sinnvolle Simulationsergebnisse vorherzusagen, ist die Untersuchung des Einflusses der
Materialparameter auf Modellvorhersagen zielführend undratsam.

Folgerung 5, Seite22, 89, 98, 113, 139:
Eine geeignete Art und Weise den Einfluss von Materialparametern auf Modellvorhersagen zu studieren,
ist es den Zusammenhang zwischen Materialparametern und charakteristischen Punkten in Material-
funktionen herzustellen. Charakteristische Punkte sind exklusive Punkte von Materialfunktionen, deren
numerische Werte ohne Weiteres experimentell ermittelt werden können. Ein charakteristischer Punkt
ist beispielsweise das Maximum des Verlustmoduls, dessen Lage und Absolutwert in Messergebnissen
problemlos abgelesen werden kann. Zur Bestimmung des Zusammenhangs zwischen Materialparametern
und charakteristischen Punkten ist die analytische Beschreibung der Materialfunktionen dienlich. Sie
ermöglicht eine detailierte Kurvendiskussion der Materialfunktionen. Jedoch ist es für beliebig nichtlinea-
re Materialmodelle nicht immer möglich, die Materialfunktionen analytisch zu beschreiben. Existieren
allerdings qualitativ verwandte Materialmodelle oder konstitutive Grenzfälle des Gesamtmodells, deren
charakteristische Punkte bereits analytisch beschriebensind, so können diese analog auch auf das beliebig
nichtlineare Gesamtmodell übertragen werden (Analogieprinzip). Die Identifikation von Materialpara-
metern auf der Grundlage von charakteristischen Punkten liefert physikalisch sinnvolle Ergebnisse. Sie
können daher ebenfalls als Anfangsbedingung für die inFolgerung 4beschriebenen mehr oder weniger
rein mathematisch arbeitenden, nichtlinearen Optimierungsalgorithmen verwendet werden.

Folgerung 6, Seite22:
Die analytische Berechnung von Materialfunktionen stellteinen entscheidenden Mehrwert gegenüber
der rein numerischen Berechnung von Materialfunktionen dar. Sie ist der numerischen Berechnung
deshalb vorzuziehen. Analytisch beschriebene Materialfunktionen rheologischer Modelle ermöglichen
zum einen die Validierung numerisch implementierter Materialmodelle und zum anderen die analytische
Beschreibung charakteristischer Punkte.

Folgerung 7, Seite31:
Die Gleichgewichtsrelation eines Materialmodells kann nicht in jedem Fall mittels Relaxations- und
Kriechversuchen bestimmt werden. Für Flüssigkeiten stellt sich während eines Kriechversuchs keine
konstante Verzerrung ein, sodass nachHaupt (2002; S. 260) kein Gleichgewichtszustand erreicht wird.
Hingegen für starre Flüssigkeiten mit Fließspannung, wie beispielsweise dem Reib- und BINGHAM

Element, kann die Gleichgewichtsrelation mittels Relaxationsversuchen nicht eindeutig bestimmt werden.
Daher wird die Gleichgewichtsrelation über Relaxation ODER Kriechen ermittelt, wobei ODER entspre-
chend Tabelle4.1als logischer Operator zu interpretieren ist.

Folgerung 8, Seite31:
Die Modellierung von Materialverhalten beinhaltet neben der Materialklassifizierung ebenso die Stoff-
klassifizierung. Die Materialklassifizierung nachHaupt (2002; S. 270, 272) erfolgt in Abhängigkeit von
der Gestalt der Gleichgewichtsrelation und Eigenschaftenhinsichtlich der Ratenabhängigkeit und sieht
die vier Materialklassen: Elastizität, Plastizität, Viskoelastizität und Viskoplastizität vor. Die Gleichge-
wichtsrelation dient neben der Fließkurve als Klassifizierungskriterium zur Einteilung eines Materials in
eine der drei Stoffklassen: Festkörper, Flüssigkeit und Material mit fest-flüssig Übergang.

Folgerung 9, Seite32, 34, 36, 36:
Die Gleichgewichtsrelation ist ein signifikantes Klassifizierungskriterium sowohl zur Einteilung eines
Materialverhaltens in eine Materialklasse als auch in eineStoffklasse. Sie kann mithilfe von Relaxations-
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oder Kriechversuchen bestimmt werden. Da die Gleichgewichtsrelation nicht immer ohne Restzweifel
experimentell bestimmt werden kann, ergibt sich eine messbedingte Unsicherheit für das Klassifizie-
rungsergebnis. Die für die theoretische Bestimmung der Gleichgewichtsrelation eines Materialmodells
durchgeführte Grenzfallbetrachtungt → ∞ ist aufgrund des praktisch beschränkten experimentellen
Fensters nicht umsetzbar. Nach dem Abbruch von Relaxations- oder Kriechversuchen verbleibt die Frage,
ob die Haltezeit „ausreichend lang“ gewählt wurde.
Hinsichtlich der Anwendung des Materialmodells für Simulationsrechnungen ergeben sich daher Restrik-
tionen. Unter dem Gesichtspunkt, dass konstitutive Gleichungen meist zur Lösung ingenieurtechnischer
Problemstellungen formuliert werden, ist es ausreichend Materialmodelle aufzustellen, die im Rahmen
vordefinierter Temperatur-, Feuchte-, Last- und Zeitbereiche Gültigkeit besitzen. Im Hinblick auf die Lö-
sung praktischer Probleme ist es wichtig, Rahmenbedingungen zu definieren, unter denen Materialmodelle
formuliert und angewendet werden sollen. Dass Materialmodelle außerhalb von Anwendungrenzen keine
Gültigkeit besitzen, ist ein fester, unvermeidbarer Bestandteil des Modellierungsprozesses. Somit ist
ein Klassifizierungsergebnis in eine Material- und Stoffklasse nicht absolut, sondern hängt vom experi-
mentellen Fenster ab. Wird beispielsweise im Experiment eine Gleichgewichtshysterese ermittelt, ist es
trotzdem denkbar ein erweitertes MAXWELL Modell mit nicht existierender Gleichgewichtsspannung
und ausgeprägtem Langzeitrelaxationsverhalten zur Modellierung zu postulieren. Wird ein Material unter
vorgegebenen Temperatur-, Feuchte-, Last- und Zeitbereichen als Festkörper klassifiziert, so kann sich
das Klassifizierungsergebnis bei davon abweichenden Vorgaben dennoch ändern. Dass der Übergang von
Festkörper zu Flüssigkeit fließend ist, kann bei Vertreternvon Soft Matter (weicher Materie) beobachtet
werden. Daher gehören Vertreter von Soft Matter vielmals zur Stoffklasse der Materialien mit fest-flüssig
Übergang.

Folgerung 10, Seite40, 113, 114, 193, 195:
Ratenunabhängigkeit kann mithilfe des PIPKIN Diagramms und harmonischen Materialfunktionen,
das heißt dem Speicher- und Verlustmodul sowie Höherharmonischen, identifiziert werden. Sind die
L ISSAJOUSDiagramme des PIPKIN Diagramms sowie die harmonischen Materialfunktionen unabhängig
von der Kreisfrequenz, liegt ratenunabhängiges Materialverhalten zugrunde. Dies umfasst nachHaupt
(2002; S. 270 ff.) entweder elastisches oder plastisches Materialverhalten. Elastisches Materialverhalten
liegt vor, wenn LISSAJOUSDiagramme frequenzunabhängig und die Graphen der ersten LISSAJOUSDia-
gramme offene Linien sind. Bei plastischem Materialverhalten sind die LISSAJOUSDiagramme ebenfalls
frequenzunabhängig und es existieren für das erste LISSAJOUSDiagramm Graphen geschlossener Linien.

Folgerung 11, Seite42:
Die Materialklassifikation nachHaupt (2002; S. 270 ff.) teilt Materialverhalten in vier Materialklassen
auf: Elastizität, Plastizität, Viskoelastizität und Viskoplastizität. Die Einteilung von Materialverhalten
beziehungsweise Materialmodellen beruht auf zwei Klassifizierungskriterien: der Gleichgewichtsrelation
und Ratenabhängigkeit. Jedoch ist die Existenz bleibenderVerformungen nach Entlastung notwendig aber
keinesfalls hinreichend für plastisches Materialverhalten. Bleibende Verformungen können ebenfalls bei
viskoelastischen Materialien auftreten.

Folgerung 12, Seite43, 44, 45, 68, 72, 82, 109, 139:
Die Fließkurve ist eine ungerade Zuordnung zwischen konstanten Schubverzerrungsraten˙̃γ und stationären
Spannungenτ∞. Eine Möglichkeit die Fließkurve experimentell zu bestimmen, besteht darini = 1. . .n
Scherrateṅ̃γi über je eine Haltezeit von∆t vorzugeben, und die entsprechenden Spannungenτ i

∞.measam
Ende der Haltezeiten zu messen. Um sicherzustellen, dass die Spannungenτ i

∞.measden stationären Zustand
beschreiben, ist die Dauer der Haltezeit∆t „ausreichend lang“ zu wählen. Während der Haltezeit klingen
elastische Materialeffekte ab. Die Fließkurve misst daherlediglich viskose Effekte sowie reibungsbehaftete
Materialeffekte aufgrund einer Fließspannung. Für Flüssigkeiten mit Fließspannung oder Flüssigkeiten
mit pseudo Fließspannung beinhaltet die Fließkurve daher viskose und plastische Materialeigenschaften.
Die Fließkurve ist somit für Materialien mit fest-flüssig Übergang eine geeignete Materialfunktion, um
viskose und plastische Eigenschaften zu identifizieren undvon elastischen Eigenschaften zu separieren.
Die Definition einerViskosität ist dafür allerdings nicht zwingend erforderlich. Die Viskosität ist eine
Materialfunktion und kann daher nicht direkt gemessen werden. Stattdessen hängt sie vielmehr von der Art
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der Definition ab. Üblicherweise wird die Viskosität als dynamische Viskositätηdyn = τ∞( ˙̃γ)
˙̃γ eingeführt.

Alternativ dazu kann die Viskosität auch als differentielle Viskosität ηdiff = dτ∞( ˙̃γ)
d ˙̃γ definiert werden.

In beiden Fällen ergibt sich die Viskosität in Abhängigkeitder Scherrate als gerade Materialfunktion.
Ausgehend vom Koordinatenursprung beschreibt die dynamische Viskosität die Sekante an die Fließkurve.
Damit verbunden ergibt sich für die dynamische Viskosität eine entscheidende Einschränkung hinsichtlich
der Anwendbarkeit auf Flüssigkeiten mit Fließspannung undFlüssigkeiten mit pseudo Fließspannung. Für
diese Stoffklasse divergiert die dynamische Viskosität gegen Unendlich,∞, wenn ˙̃γ → 0+. Sie divergiert
gegen minus Unendlich,−∞, wenn ˙̃γ → 0−. Außerdem reduziert sich die physikalische Aussagekraft der
dynamischen Viskostiät, je ausgeprägter nichtlineare viskose Effekte sind. Dies kann beispielsweise für
Scherverdünnung und Scherverdickung beobachtet werden. Für die differentielle Viskosität existieren
diese Einschränkungen und Nachteile nicht, da sie im Gegensatz zur dynamischen Viskosität die Tangente
an die Fließkurve beschreibt.

Folgerung 13, Seite47, 89:
Charakteristische Punkte von höherharmonischen Materialfunktionen, wie beispielsweise normierte
Intensitäten und höherharmonische FOURIER Koeffizienten, können neben Speicher- und Verlustmodul
ebenfalls zur Parameteridentifikation genutzt werden. Wenngleich die physikalische Interpretation der
Höherharmonischen noch Gegenstand der Forschung ist, können Modellvorhersagen den Messergebnissen
gegenübergestellt werden. Ein Materialmodell bildet genau dann das Verhalten der zugrunde liegenden
Materialprobe ab, wenn es neben Speicher- und Verlustmodulauch den Verlauf höherharmonischer
Materialfunktionen erfasst.

Folgerung 14, Seite59, 85:
Da das vollständige PIPKIN Diagramm einer Materialprobe beziehungsweise eines Materialmodells das
volle Spektrum existierender LISSAJOUSDiagramme beinhaltet, ist es eine mögliche Darstellungsform
den rheologischen Fingerabdruck zu visualisieren. Einzelne LISSAJOUS Diagramme sind für komple-
xeres Materialverhalten beziehungsweise komplexere Materialmodelle kein geeignetes Mittel, um das
rheologische Verhalten zu klassifizieren. Beispielsweisekönnen einzelne LISSAJOUS Diagramme des
rCROSS-MAXWELL ElementsBoisly et al. (2015; Abb. 20, 21) nahezu identisch denen eines rCROSS-
BINGHAM -HOOKE Elements sein. Daher gibt allein das „vollständige“ Spektrum aller LISSAJOUS

Diagramme im PIPKIN Raum Aufschluss über das Materialverhalten.

Folgerung 15, Seite63, 91, 126:
In der Literatur wird unter anderem mittels sinusförmiger verzerrungsgeregelter Anregung zwischen
festkörper- und flüssigkeitsähnlichem Verhalten unterschieden. Dies erfolgt in Abhängigkeit der Grö-
ßenverhältnisse zwischen Speicher- und Verlustmodul. Festkörperähnliches Verhalten wird genau dann
postuliert, wenn der Speichermodul größer ist als der Verlustmodul,G′ >G′′. Im Fall vonG′′ >G′ spricht
man von flüssigkeitsähnlichem Verhalten. Dieses Kriteriumist jedoch keinesfalls allgemeingültig. Bei-
spielsweise zeigt das rCROSS-MAXWELL Element nachBoisly et al.(2015) einen Übergang vonG′ >G′′

zu G′′ > G′, obwohl es keine Fließspannung besitzt, die einen festkörperähnlichen Vorfließbereich von
dem flüssigkeitsähnliches Nachfließbereich abgrenzen könnte. Das rCROSS-MAXWELL Element ist eine
nichtlinear viskoelastische Flüssigkeit, deren Übergangvon G′ >G′′ zu G′′ >G′ allein auf ratenabhängige
Eigenschaften und viskose Nichtlinearitäten zurückzuführen ist. Selbst für Flüssigkeiten mit Fließspan-
nung, wie beispielsweise dem PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b), BINGHAM -HOOKE Element
(Boisly et al. 2017) und rCROSS-BINGHAM -HOOKE Element (Abschnitt5), fallen der Schnittpunkt
G′ = G′′ und der phänomenologische fest-flüssig Übergang nicht zusammen. Der fest-flüssig Übergang
einer Flüssigkeit mit Fließspannung tritt beim Erfüllen der Fließbedingung (Yielding) ein, der mit einem
abrupten Anstieg des Verlustmoduls und dem Abfallen des Speichermoduls einhergeht.

Folgerung 16, Seite68, 70, 71:
Die Materialtheorie beschäftigt sich mit der Modellierungdes Verhaltens von Materialien verschiedenster
Konsistenzen. Im klassischen Sinn beinhaltet dies die Modellierung des Verhaltens von Flüssigkeiten
und Festkörper. Im Rahmen der phänomenologischen Betrachtung ist es jedoch sinnvoll, eine weitere
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Stoffklasse einzuführen, welche den fließenden Übergang von Flüssigkeiten zu Festkörpern repräsentiert.
Zu dieser Stoffklasse zählen typische Vertreter von Soft Matter (weicher Materie), die bei Raumtemperatur
einen belastungsinduzierten fest-flüssig Übergang aufweisen. Diese Zwischenstoffklasse wird daher als
Material mit fest-flüssig Übergang bezeichnet. Somit kann das Materialverhalten in drei Stoffklassen
unterteilt werden, die sich mittels zweier Klassifizierungskriterien, der Fließkurve und der Gleichge-
wichtsrelation, eindeutig unterscheiden lassen. Die Gleichgewichtsrelation ergibt sich mittels Relaxation
ODER Kriechen, wobei ODER entsprechend Tabelle4.1als logischer Operator zu interpretieren ist.
Festkörper besitzen eine Gleichgewichtsrelation, die verschieden von Null ist. Das heißt, dass sich ent-
weder aus Relaxationsversuchen von Null verschiedene Gleichgewichtsspannungen ergeben oder infolge
von Kriechversuchen von Null verschiedene Gleichgewichtsverzerrungen auftreten. Kriechversuche und
Relaxationsexperimente liefern identische Ergebnisse für die Gleichgewichtsrelation. Eine Fließkurve
kann für Festkörper nicht bestimmt werden.
Für Flüssigkeiten hingegen kann eine Fließkurve ermitteltwerden. Jedoch ist es nicht möglich eine
Gleichgewichtsrelation mittels Kriechversuchen zu messen, da sich für Flüssigkeiten hierfür keine
konstante Verzerrung einstellt. Die Bestimmung der Gleichgewichtsrelation gelingt für Flüssigkeiten
lediglich unter Verwendung von Relaxationsversuchen, wonach sich eine Gleichgewichtsspannung von
identisch Null ergibt.
Materialien mit fest-flüssig Übergang besitzen sowohl eineFließkurve als auch eine von Null verschiedene
Gleichgewichtsrelation. Als elastische Flüssigkeiten mit Fließspannung sei folgend eine Flüssigkeit
mit Fließspannung bezeichnet, die einen elastischen Vorfließbereich besitzt, wie es beispielsweise für
das PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b) oder das BINGHAM -HOOKE ElementBoisly et al. (2017)
der Fall ist. Im Vorfließbereich von elastischen Flüssigkeiten mit Fließspannung ist die infolge von
Relaxations- und Kriechversuchen identifizierte Gleichgewichtsrelation identisch. Dies gilt allerdings
nicht im Nachfließbereich. Infolge eines Kriechversuches fließen Flüssigkeiten mit Fließspannung im
Nachfließbereich uneingeschränkt, ohne dass sich eine konstante Verzerrung einstellt. Für elastische Flüs-
sigkeiten mit Fließspannung kann die von Null verschiedeneGleichgewichtsrelation im Nachfließbereich
ausschließlich mittels Relaxationsversuchen bestimmt werden. Dieser Umstand begründet die Definition
der Gleichgewichtsrelation mittels Relaxation ODER Kriechen.
Für starr plastische Flüssigkeiten mit Fließspannung, wiebeispielsweise dem Reibelement (Boisly et al.
2014a) und dem BINGHAM Element, ist die Bestimmung der Gleichgewichtsrelation imVorfließbereich
mittels Relaxation allerdings nicht möglich. Hierfür ist die Gleichgewichtsrelation ausschließlich mittels
Kriechversuchen eindeutig definiert.

Folgerung 17, Seite76 :
Für Flüssigkeiten und Flüssigkeiten mit Fließspannung müssen die eindimensionalen konstitutiven
Gleichungen sowohl für positive als auch negative Scherraten gültig sein, wenn sie zur Modellierung
des Materialverhaltens für vorerst nicht näher eingeschränkte Belastungen zulässig sein sollen. Dies ist
zwingend erforderlich, um sicherzustellen, dass die Fließkurve eine ungerade Funktion der Scherrate ist.
Andernfalls liefert die Berechnung harmonischer Materialfunktionen, wie beispielsweise dem Speicher-
und Verlustmodul, keine sinnvollen Ergebnisse.

Folgerung 18, Seite104:
Viskoelastische Materialmodelle besitzen ratenabhängige Eigenschaften. Bei Anwendung des Korre-
spondenzprinzips können diese in einen Satz ratenunabhängiger konstitutiver Gleichungen überführt
werden. Damit verbunden ist die Einführung einer Bogenlänge, welche die Zeit als pseudo Zeitmaßstab
ersetzt. Das mit dem MAXWELL Element korrespondierende ratenunabhängige rheologische Modell
wird daher als endochrones MAXWELL Element bezeichnet. Die direkte Anwendung des Korrespon-
denzprinzips ist empfehlenswert, damit die Materialparameter eines endochronen Materialmodells mit
ratenunabhängigen Materialmodellen vergleichbarer Modellstruktur verglichen und analog interpretiert
werden können. Infolgedessen kann beispielsweise der Materialparameterβ , der neben dem elastischen
Modul G der zweite Materialparameter des endochronen MAXWELL Elements ist, im Vergleich zum
PRANDTL Element als pseudo Fließspannung interpretiert werden. Die direkte Anwendung des Korre-
spondenzprinzips ermöglicht somit die Anwendung des Analogieprinzips. Daher können charakteristische
Punkte des endochronen MAXWELL Elements auf Basis charakteristischer Punkte des MAXWELL
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Elements und PRANDTL Elements identifiziert werden. Würden für das endochrone MAXWELL Element
analytisch gegebene Materialfunktionen existieren, wäreeine Kurvendiskussion infolge der Anwendung
des Analogieprinzips überflüssig. Aufgrund der Nichtlinerität kann für das endochrone MAXWELL

Element allerdings lediglich der Verlustmodul analytischberechnet werden. Insofern ermöglicht erst die
direkte Anwendung des Korrespondenzprinzips die Umsetzung des Analogieprinzips und folglich die
Identifikation charakteristischer Punkte.

Folgerung 19, Seite114, 152:
Flüssigkeiten mit pseudo Fließspannung beginnen ab Lastbeginn zu fließen. Da sie keine Fließfunktion
mit zugeordneter Fließbedingung besitzen, die das Materialverhalten in einen Vor- und Nachfließbereich
aufteilt, fließen Flüssigkeiten mit pseudo Fließspannung in jedem Lastinkrement. Daher teilen sich
Speicher- und Verlustmodul ebenfalls nicht in einen Vor- und Nachfließbereich auf. Als Konsequenz
dessen erfolgt das Ansteigen des von der Verzerrungsamplitude abhängigen Verlustmoduls nicht abrupt
sondern kontinuierlich.

Folgerung 20, Seite117, 118, 124
Die Bestimmung der Fließspannung, dem Materialparameter eines Reibelements (Boisly et al. 2014a),
nimmt eine zentrale Rolle innerhalb der Identifikation der Materialparameter einer Flüssigkeit mit Fließ-
spannung ein. Für jungfräuliches Material ist der Beginn des plastischen Fließens durch die Fließspannung
definiert. Während der Lastgeschichte kann der Fließbeginnzusätzlich von inneren Variablen abhängen.
Ein Zeichen dafür kann sein, dass ein charakteristischer Punkt, mit dessen Hilfe die Fließspannung
identifiziert wird, von der Lastgeschichte abhängt. Daher ist es nicht immer ohne Weiteres möglich, die
Fließspannung mit fixen Messpunkten in Verbindung zu bringen. Mit Zunahme der Komplexität des
Materialverhaltens steigt der Aufwand zur Bestimmung der Fließspannung. Messverfahren zur direkten
Bestimmung der Fließspannung mithilfe fixer Messpunkte, die in Sonderfällen für „weniger komplexe“
Materialmodelle gültig sind, können auf „komplexeres“ Materialverhalten nicht mehr angewendet werden.
Im Allgemeinen kann die Fließspannung ausschließlich im Rahmen eines iterativen Identifikationsprozes-
ses zur Bestimmung aller Materialparameter identifiziert werden.

Folgerung 21, Seite120, 124:
Ist die Existenz der Fließspannung begründet, und erfüllt die Materialprobe Voraussetzungen, so kann die
Fließspannung mittels einer Verzerrungsrampe als diejenige Spannung identifiziert werden, ab der die
Spannungsantwort nicht länger einem linearen Verlauf folgt. Diese Identifikationsmethode ist anwendbar,
wenn der Vorfließbereich des Materials linear elastisch ist. Sie ist auch dann zulässig, wenn der Vorfließbe-
reich linear viskoelastisch und zusätzlich die Rate der Verzerrungsrampe so gering ist, dass ratenabhängige
Effekte vernachlässigbar sind. Besitzt die Gleichgewichtsrelation des Vorfließbereichs allerdings eine
ausgeprägte nichtlinear elastische Kennlinie, so kann dieVerzerrungsrampe nicht zur Bestimmung der
Fließspannung genutzt werden. Dies gilt analog auch bei derBestimmung der Fließspannung unter
Anwendung einer Spannungsrampe mit kleinst möglicher Spannungsrate.

Folgerung 22, Seite127:
Amplitudensweeps für verzerrungsgesteuerte sinusförmige Anregungen können für Flüssigkeiten mit
Fließspannung, die weder ver- noch entfestigen, zur indirekten Bestimmung der Fließspannung genutzt
werden, insofern die Existenz der Fließspannung bereits motiviert ist.
Infolge des fest-flüssig Übergangs, der für Flüssigkeiten mit Fließspannung beim Erfüllen der Fließ-
bedingung einsetzt, steigt der Verlustmodul abrupt an, undder Speichermodul beginnt abzufallen. Die
bei der Erfüllung der Fließbedingung auftretende Schubverzerrung wird als Fließverzerrung bezeich-
net. Sie ist kein Materialparameter. Die Fließverzerrung muss daher nicht zwingenderweise konstant
sein. Im Allgemeinen hängt sie von den Lastparametern der sinusförmigen Anregung, das heißt von
der Schubverzerrungsamplitudeund der Kreisfrequenz, ab. Diese Tatsache ist beispielsweise für ein
SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element nachvollziehbar. Ist man in Kenntnis der den viskoelastischen
Vorfließbereich beschreibenden Materialparameter, und sind die mit einer Fließverzerrung korrespon-
dierenden Schubverzerrungsamplitude und Kreisfrequenz bekannt, kann die Fließspannung identifiziert
werden. Sie entspricht dem Spannungsmaximum derjenigen Spannungsantwort, für die der fest-flüssig
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Übergang während eines verzerrungsgeregelten Amplitudensweeps erstmals zu beobachten ist.
Die Identifikation der Fließspannung mithilfe verzerrungsgeregelter Amplitudensweeps setzt im Allge-
meinen die Kenntnis aller den Vorfließbereich beschreibenden Materialparameter voraus. Dies kann man
sich mithilfe einer Parallelschaltung aus SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element und MAXWELL Element
erklären. In diesem Fall kann die Fließspannung nicht über das Maximum derjenigen Spannungsantwort
bestimmt werden, die sich zu einer verzerrungsgeregelten Anregung einstellt, bei der Fließen erstmalig
einsetzt. Somit ist die Identifikation der Fließspannung inden gesamten Prozess der Parameteridentifikati-
on eingebunden und erfolgt iterativ.

Folgerung 23, Seite128:
Relaxationsversuche können für weder ver- noch entfestigende Flüssigkeiten mit Fließspannung zur
Bestimmung der Fließspannung genutzt werden. Hierfür sind„ausreichend große“ Relaxationsniveaus
sicherzustellen, die dem Erfüllen der Fließbedingung genügen. Um Relaxationsniveaus identifizieren zu
können, bei denen die Fließbedingung erfüllt ist, werden gestaffelte Relaxationsversuche aufgebracht.
Die Spannung am Relaxationsabbruchpunkt für Relaxationsniveaus, bei denen die Erfüllung der Fließbe-
dingung verzeichnet werden kann, ist bei ausreichend langen Relaxationshaltezeiten in guter Näherung
identisch und entspricht der Fließspannung. Für zu kleine Relaxationsniveaus, bei denen die Fließbedin-
gung nicht erfüllt ist, liegt die Spannung am Relaxationsabbruchpunkt unterhalb der Fließspannung.

Folgerung 24, Seite130:
Für weder ver- noch entfestigende Flüssigkeiten mit Fließspannung können Kriechversuche zur Bestim-
mung der Fließspannung genutzt werden. Als Materialantwort zu konstant gehaltenen Spannungsniveaus
wird die Verzerrung ermittelt. Die statische Fließspannung wird als das größtmögliche Spannungsniveau
identifiziert, für das die Verzerrungsantwort asymptotisch gegen einen Grenzwert konvergiert. Hierfür
eignet sich die Abfolge von Kriechversuchen ausgehend von einem minimalen Spannungsniveau mit
betragsmäßig steigenden Kriechniveaus. Sobald die Verzerrungsantwort einen stationären Zustand mit
konstanter Verzerrungsrate erreicht, ist die Fließspannung überschritten. Alternativ kann die statische
Fließspannung auch als das kleinstmögliche Spannungsniveau identifiziert werden, für das die Verzerrung
nicht asymptotisch gegen einen Grenzwert konvergiert. ZurBestimmung dessen eignet sich die Abfolge
von Kriechversuchen ausgehend von einem maximalen hinzu geringeren Spannungsniveaus. Sobald die
Verzerrungsantwort einen stationären Zustand mit konstanter Verzerrung erreicht, ist die Fließspannung
unterschritten. Beide Versuchsfolgen führen im Idealfallauf die gleiche Fließspannung. Die generelle
Schwierigkeit bei der Handhabe dieser Methode liegt darin,zu entscheiden ob sich unter der vorgegebenen
Kriechhaltezeit∆t der stationäre Zustand mit konstanter Verzerrung beziehungsweise konstanter Verzer-
rungsrate bereits eingestellt hat oder nicht. Die Wahl der Kriechhaltezeit hat somit einen entscheidenden
Einfluss auf das Messergebnis.

Folgerung 25, Seite159:
Eine magnetorheologische Flüssigkeit ist eine Suspensionaus magnetisierbaren Partikeln, dessen
Materialeigenschaften über eine äußere Stimulierung, demMagnetfeld, beeinflusst werden können.
Dieses Phänomen wird als magnetorheologischer Effekt bezeichnet und ermöglicht eine schnelle und
reversibele Anpassung der viskosen, elastischen und plastischen Eigenschaften. Eine magnetorheolo-
gische Flüssigkeit ist ein typischer Vertreter von sogennanter Soft Matter (weiche Materie). Daher ist
die magnetorheologische Flüssigkeit aus Sicht der phänomenologischen Materialtheorie ein Material
mit fest-flüssig Übergang. Dieser fest-flüssig Übergang erfolgt bei konstanter Raumtemperatur und
wird durch mechanische Belastung induziert. Weiterhin istdas Verhalten einer magnetorheologischen
Flüssigkeit ratenabhängig. Sie besitzt außerdem scherverdünnende Eigenschaften. Demzufolge müssen
viskoplastische Materialmodelle formuliert werden, um das Verhalten magnetorheologischer Flüssigkeiten
abbilden zu können.

Folgerung 26, Seite165:
Magnetorheologische Komposite sind Verbundwerkstoffe mit magnetisch schaltbaren Materialeigenschaf-
ten. Sie bestehen aus einem Matrixwerkstoff, in den magnetisch schaltbares Material integriert wird. Um
den Einfluss sowie den schaltbaren Bereich des magnetorheologischen Effektes so groß wie möglich
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auszulegen, eignen sich Matrixwerkstoffe mit „geringer“ Steifigkeit. In diesem Zusammenhang kann die
Steifigkeit als „gering“ angenommen werden, wenn sie maximal in derselben Größenordnung wie die der
magnetorheologischen Flüssigkeit liegt. Schaumstoff alsviskoelastischer Matrixwerkstoff erfüllt diese
Eigenschaft. Daher bietet die Befüllung der kanalartigen Hohlraumstrukturen eines schaumstoffartigen
Matrixwerkstoffs mit magnetorheologischer Flüssigkeiten eine Möglichkeit zur Fertigung eines magne-
torheologischen Komposits. Da die magnetorheologische Flüssigkeit in eine Matrix definierter Geometrie
eingebettet ist, wird ihr Materialverhalten im Wesentlichen von den linear viskoelastischen Eigenschaften
des Vorfließbereichs dominiert.



A. Anhang

A.1 Definition des LAGRANGEschen und EULERschen Verzerrungstensors

Im Folgenden werden der LAGRANGEsche und EULERsche Verzerrungstensor auf Grundlage des materi-
ellen und räumlichen Deformationsgradienten definiert. Entsprechend der Bemerkung auf Seite26werden
x(X ⋅eM ,t) undX(x ⋅em,t) rein formal durchx(X,t) undX(x,t) ersetzt. Dermaterielle Deformationsgra-
dient1 , 2 ist definiert als

F(X,t) = [∇∇∇X⊗x(X,t)]⊺ = FkN(X,t)ek⊗eN =
∂ xk(X,t)

∂XN
ek⊗eN = xk,N(X,t)ek⊗eN . (A.1)

Da der materielle Deformationsgradient zwischen der Referenz- und Momentankonfiguration vermittelt,
wird er auch als Zweifeld-Tensor bezeichnet3. Hierbei ist die Transponierte eines Tensors zweiter Stufe4

in symbolischer Schreibweise verwendet, die durch

A⊺ = [AKLeK⊗eL]⊺ =AKLeL⊗eK =ALKeK ⊗eL (A.2)

gegeben ist. Der materielle Bezug des Deformationsgradienten in Gleichung (A.1) wird unter anderem
durch5, 6

∇∇∇X⊗( ) = ∂( )( )
∂ XN

eN⊗e( ) = ( )( ),N eN⊗e( ) (A.3)

deutlich. Der Basisvektor des Nablaoperators steht in Anlehnung an die Definition des dyadischen
Produktes7, welches nicht kommutativ ist8, an erster Stelle9.

Um im Anschluss eine geometrische Linearisierung durchführen zu können, ist es hilfreich den
materiellen Deformationsgradienten durch den materiellen Verschiebungsgradienten10

H(X,t) = [∇∇∇X ⊗u(X,t)]⊺ = uk,L(X,t)ek⊗eL = uk,L(X,t)QkKeK⊗eL = uK,L(X,t)eK ⊗eL (A.4)

zu beschreiben. Dazu wird zunächst die Bahnlinie eines materiellen Teilchens entsprechend Gleichung
(3.13) mittels der Verschiebung beschrieben. Die Umrechnung derBasisvektoreneK und ek erfolgt über

1(Giesekus 1994; S. 12), (Kaliske 1995; S. 24, 27, 29, 31, 35), (Schröder 1996; S. 5, 12), (Holzapfel 2000; S. 65), (Haupt
2002; S. 23), (Parisch 2003; S. 63), (Bertram 2008; S. 95), (Altenbach 2012; S. 79, 80)

2Er wird auch alsDeformationsgradient relativ zur Referenzkonfigurationbezeichnet [(Ogden 1984; S. 84), (Liu 2002; S. 2),
(Silber und Steinwender 2005; S. 46)].

3(Ogden 1984; S. 84, 91), (Wilmanski 1998; S. 21), (Betten 2001; S. 34), (Liu 2002; S. 2), (Parisch 2003; S. 64, 89),
(Silber und Steinwender 2005; S. 46), (Bertram 2008; S. 106), (Altenbach 2012; S. 79)

4(Ogden 1984; S. 17), (Altenbach 2012; S. 34)
5(Krawietz 1986; S. 94), (Giesekus 1994; S. 612), (Betten 2001; S. 33, 307), (Silber und Steinwender 2005; S. 46, 50, 446),

(Altenbach 2012; S. 44)
6Es sei vereinbahrt, dass der Nabla-Operator∇∇∇ stets nach rechts wirke [(Brummund), (Ho-Kim und Pham 1998; S. 32, 59,

87)]. In diesm Sinn soll die Vereinbahrung[∇∇∇X ⊗u]⊺ = u⊗∇∇∇X , wie sie in der Literatur gelegentlich angewendet wird (Altenbach
2012; S. 44), nicht benutzt werden.

7(Liu 2002; S. 241), (Parisch 2003; S. 19), (Spencer 2004; S. 19), (Altenbach 2012; S. 28)
8(Ogden 1984; S. 15), (Giesekus 1994; S. 612), (Holzapfel 2000; S. 10), (Silber und Steinwender 2005; S. 429)
9Es sei erwähnt, dass in der Literatur auch die Verwendung von∇∇∇X ⊗ ( ) =

∂( )
∂ XN

e( )⊗eN [(Holzapfel 2000; S. 45), (Parisch
2003; S. 41), (Wriggers 2001; S. 460)] üblich ist.

10(Kaliske 1995; S. 25), (Holzapfel 2000; S. 73), (Liu 2002; S. 9), (Silber und Steinwender 2005; S. 50)



182 Anhang

die TransformationskoeffizientenQkK undQ−1
Kk

11 , 12

ek =QkK eK (A.6)

eK =Q−1
Kkek =QkK ek (A.7)

QkK =Q−1
Kk = ek ⋅eK = eK ⋅ek (A.8)

QlL,M = 0 (A.9)

Q−1
Ll ,m = 0 . (A.10)

Die Matrix der TransformationskoeffizientenQ ist orthogonal (Spencer 2004; S. 17) und besitzt die Eigen-

schaften13

QkKQkL =Q−1
KkQkL =Q−1

KkQ
−1
Lk = δKL (A.11)

QkLQlL =QkLQ−1
Ll =Q−1

LkQ−1
Ll = δkl . (A.12)

Das KRONECKERSymbol ist definiert als

δkl = { 1 : k= l (A.13a)

0 : k≠ l (A.13b)

δKL = { 1 : K = L (A.14a)

0 : K ≠ L . (A.14b)

Die Koordinatenschreibweise des Verschiebungsvektors inLAGRANGEscher Formulierung, ausgehend
von Gleichung (3.13), ergibt sich zu

uK(X,t)eK = [xk(X,t)QkK−XK]eK (A.15)

uk(X,t)ek = [xk(X,t)−XKQ−1
Kk] ek . (A.16)

Daher ist die Trajektorie eines materiellen Punktes bezüglich desek Koordinatensystems mittels

xk(X,t)ek = [XKQ−1
Kk+uk(X,t)] ek = [XKQ−1

Kk+uK(X,t)Q−1
Kk] ek = [XK +uK(X,t)] eK (A.17)

beschrieben. Wird Gleichung (A.17) entsprechend mit∂( )∂ XN
e( )⊗eN differenziert, so erhält man den mate-

riellen Deformationsgradienten14

F(X,t) = 1+H (A.18)

FkN(X,t)ek⊗eN = [δKNQ−1
Kk+uk,N(X,t)] ek⊗eN (A.19)

= [δKNQ−1
Kk+uK,N(X,t)Q−1

Kk] ek⊗eN = [δKN +uK,N(X,t)] eK ⊗eN (A.20)

unter Verwendung des zweistufigen Einheitstensors15

1= δklek⊗el = δklQkKeK ⊗el = δklQlLek⊗eL = ek⊗ek (A.21)

1= δKLeK⊗eL = δKLQ−1
Kkek⊗eL = δKLQ−1

Ll eK ⊗el = eK ⊗eK . (A.22)

11(Prager 1961a; S. 14), (Ogden 1984; S. 6 ff.), (Betten 1987; Gl. (2.10)), (Kreißig und Benedix 2002; S. 5 ff.), (Parisch 2003;
S. 26), (Spencer 2004; S. 16 ff.)

12Wenn die Koordinatensysteme der Referenz- und Momentankonfiguration mittels

QkK = δkK (A.5)

identisch gewählt werden, ergibt sich die Matrix der Transformationskoeffizienten zum KRONECKERSymbol und es nimmt die
Rolle eines Shifters ein [(Eringen 1962; S. 9), (Eringen 1980; S. 9), (Eringen und Maugin 1990a; S. 9)].

13(Prager 1961a; S. 15), (Ogden 1984; Gl. (1.1.32)), (Betten 1987; Gl. (2.11)), (Eringen und Maugin 1990b; S. 678),
(Kreißig und Benedix 2002; S. 6), (Greve 2003; S. 40), (Parisch 2003; S. 29), (Spencer 2004; S. 17), (Bertram 2008; S. 32)

14(Liu 2002; S. 9), (Silber und Steinwender 2005; S. 51)
15(Giesekus 1994; S. 592), (Holzapfel 2000; S. 11, 37), (Greve 2003; S. 5), (Parisch 2003; S. 29), (Spencer 2004; S. 64),

(Truesdell und Noll 2004; S. 18, 48)



A.1. Definition des LAGRANGEschen und EULERschen Verzerrungstensors 183

In analoger Weise lässt sich nachTruesdell und Toupin(1960; S. 245 ff.), Eringen (1962; S. 10) und
(Eringen 1980; S. 10) unter Verwendung von

∇∇∇x⊗( ) = ∂( )( )
∂ xn

en⊗e( ) = ( )( ),nen⊗e( ) (A.23)

derräumliche16 beziehungsweiseinverse Deformationsgradient17

F−1(x,t) = [∇∇∇x⊗X(x,t)]⊺ = F−1
Kn(x,t)eK ⊗en =

∂ XK(x,t)
∂xn

eK ⊗en = XK,n(x,t)eK ⊗en (A.24)

einführen. Hierbei kennzeichnet( )−1 die Inverse eines zweistufigen Tensors. Der räumliche Deformati-
onsgradient kann durch einen räumlichen Verschiebungsgradienten18

h(x,t) = [∇∇∇x⊗u(x,t)]⊺ = uK,l (x,t)eK ⊗el = uK,l (x,t)Q−1
Kkek⊗el = uk,l (x,t)ek⊗el (A.25)

beschrieben werden. Dazu wird zunächst ausgehend von Gleichung (3.14) die EULERsche Beschreibung
des Verschiebungsfeldes

uk(x,t)ek = [xk− XK(x,t)Q−1
Kk] ek (A.26)

uK(x,t)eK = [xkQkK− XK(x,t)] eK (A.27)

formuliert. Daraus ergeben sich diejenigen materiellen Punkten, welche einen festen Ortx passieren19

XK(x,t)eK = [xkQkK−uK(x,t)] eK = [xkQkK−uk(x,t)QkK] eK = [xk−uk(x,t)] ek . (A.28)

Über Differentiation∂( )
∂ xn

e( )⊗en erhält man letztlich den räumlichen Deformationsgradienten in Abhän-

gigkeit des räumlichen Verschiebungsgradienten20

F−1(x,t) = 1−h (A.29)

F−1
Kn(x,t)eK ⊗en = [δknQkK−uK,n(x,t)] eK ⊗en (A.30)

= [δknQkK−uk,n(x,t)QkK] eK⊗en = [δkn−uk,n(x,t)] ek⊗en . (A.31)

Die Umrechnung des materiellen und räumlichen Verschiebungsgradienten gelingt mit der Kettenregel21

h = uK,l eK⊗el = uK,nxn,L(X,t)XL,l (x,t)eK ⊗el = uK,LF−1
L,l (x,t)eK ⊗el =H ⋅F−1 (A.32)

H = uk,Lek⊗eL = uk,NXN,l(x,t)xl ,L(X,t)ek⊗eL = uk,l Fl ,L(X,t)ek⊗eL = h ⋅F . (A.33)

Auf Grundlage der materiellen Deformations- und Verschiebungsgradienten ist der LAGRANGEsche Ver-
zerrungstensor22

E(X,t) = 1
2
(F⊺ ⋅F−1) =EKL(X,t)eK ⊗eL =

1
2
(FkKFkL−δKL)eK ⊗eL (A.34)

E(X,t) = 1
2
(H+H⊺+H⊺ ⋅H) =EKL(X,t)eK ⊗eL =

1
2
(uK,L +uL,K +uN,KuN,L)eK ⊗eL (A.35)

16(Malvern 1969; S. 157), (Giesekus 1994; S. 12), (Holzapfel 2000; S. 66), (Parisch 2003; S. 64), (Altenbach 2012; S. 80)
17(Schröder 1996; S. 12), (Holzapfel 2000; S. 71), (Betten 2001; S. 34), (Wriggers 2001; S. 22), (Greve 2003; S. 12)
18(Kaliske 1995; S. 25), (Holzapfel 2000; S. 73), (Liu 2002; S. 9), (Silber und Steinwender 2005; S. 50)
19(Hamel 1956; S. 10), (Eringen 1980; S. 7), (Holzapfel 2000; S. 59), (Parisch 2003; S. 63), (Spencer 2004; S. 35), (Altenbach

2012; S. 72)
20(Liu 2002; S. 2), (Silber und Steinwender 2005; S. 51)
21(Holzapfel 2000; S. 74), (Haupt 2002; S. 36)
22(Eringen 1962; S. 13), (Malvern 1969; S. 161), (Eringen 1980; S. 15), (Ogden 1984; S. 90), (Hahn 1985; S. 40),

(Eringen und Maugin 1990a; S. 7), (Schröder 1996; S. 12), (Wilmanski 1998; S. 30), (Maugin 1999; S. 59), (Betten 2001; S. 38),
(Altenbach 2012; S. 96)
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definiert. Der EULERsche Verzerrungstensor23 ergibt sich aus dem räumlichen Deformations- und Ver-
schiebungsgradienten

e(x,t) = 1
2
(1−F−⊺ ⋅F−1) = ekl(x,t)ek⊗el =

1
2
(δkl −F−1

Kk F−1
Kl )ek⊗el (A.36)

e(x,t) = 1
2
(h+h⊺−h⊺ ⋅h) = ekl(x,t)ek⊗el =

1
2
(uk,l +ul ,k−un,kun,l)ek⊗el . (A.37)

Der LAGRANGEsche Verzerrungstensor ist mit dem EULERschen Verzerrungstensor über diepull back
Operation24

E(X,t) = F⊺(X,t) ⋅e(x,t) ⋅F(X,t) (A.38)

EKL(X,t)eK ⊗eL = FkK(X,t)eK ⊗ek ⋅ekl(x,t)ek⊗el ⋅FlL(X,t)el ⊗eL = FkKeklFlLeK⊗eL (A.39)

und umgekehrt über diepush forwardOperation25

e(x,t) = F−⊺(x,t) ⋅E(X,t) ⋅F−1(x,t) (A.40)

ekl(x,t)ek⊗el = F−1
Kk (x,t)ek⊗eK ⋅EKL(X,t)eK ⊗eL ⋅F

−1
Ll (x,t)eL⊗el = F−1

Kk EKLF−1
Ll ek⊗el (A.41)

verknüpft. Die geometrische Linearisierung beider Verzerrungsmaße ist in AnhangA.2 vermerkt. Durch
Gleichung (A.72) wird gezeigt, dass man im Rahmen der geometrisch linearen Theorie nicht zwischen
materiellen und räumlichen Koordinaten zu unterscheiden braucht26. Das geht einher mit Gleichung
(A.78), wonach der materielle und der räumliche Verschiebungsgradient ineinander übergehen27. Daher
stimmen auch der linearisierte LAGRANGEsche Verzerrungstensor (Gleichung (A.70)) und der lineari-
sierte EULERsche Verzerrungstensor (Gleichung (A.71)) überein, was in Gleichung (A.76) beschrieben ist.

Da das Materialverhalten von ratenabhängigen Stoffen von der Rate der Verzerrung abhängt, sei
diese im Folgenden unter Verwendung dermateriellen Ableitungangegeben. Die materielle Ableitung
Å ist die zeitliche Ableitung einer physikalischen Größe eines materiellen Punktes. Daher wird beim
materiellen Ableiten die KoordinateX konstant gehalten. Für Größen, die bereits in Abhängigkeit
materieller PunkteX definiert sind, ist die partielle Ableitunġ( ) = ∂( )

∂ t gleich der materiellen Ableitung28

Å(X,t) = ∂A(X,t)
∂ t

= Ȧ(X,t) . (A.42)

Im Falle eines( )-stufigen EULERschen TensorfeldesA(x,t) = A( )(x,t)e( ), wobei e( ) die ( )-stufige
Einheitsdyadee1⊗ . . .⊗e( ) beschreibt, kann die materielle Ableitung mittels der partiellen Ableitung und
der Kettenregel berechnet werden29,30

Å(x,t) = Ȧ(x,t)+ [∇∇∇x⊗A(x,t)]⊺ ⋅v (A.43)

Å( )(x,t)e( ) = ∂A( )(x,t)
∂ t

e( )+
∂A( )(x,t)

∂xk
vl e( )⊗ek ⋅el = [∂A( )

∂ t
+A( ),k vk]e( ) . (A.44)

23(Eringen 1962; S. 13), (Malvern 1969; S. 161), (Becker und Bürger 1975; S. 53), (Eringen 1980; S. 15), (Ogden 1984; S. 91),
(Hahn 1985; S. 40), (Eringen und Maugin 1990a; S. 7), (Schröder 1996; S. 12), (Wilmanski 1998; S. 30), (Betten 2001; S. 39)

24(Miehe 1992; S. 34 ff.), (Keck 1998; S. 13), (Parisch 2003; S. 69, 70), (Holzapfel 2000; S. 83), (Wriggers 2001; S. 29, 30,
32), (Belytschko et al. 2001; S. 295), (Kardelky 2004; S. 132), (Silber und Steinwender 2005; S. 60)

25(Miehe 1992; S. 34 ff.), (Keck 1998; S. 13), (Parisch 2003; S. 69, 79), (Holzapfel 2000; S. 82), (Wriggers 2001; S. 29, 33),
(Belytschko et al. 2001; S. 295), (Kardelky 2004; S. 132), (Silber und Steinwender 2005; S. 60, 121)

26(Eringen 1980; S. 20), (Krawietz 1986; S. 146), (Maugin 1992; S. 31), (Holzapfel 2000; S. 399), (Kästner 2010; S. 6)
27(Truesdell und Toupin 1960; S. 308), (Spencer 2004; S. 78), (Altenbach 2012; S. 120)
28(Eringen 1962; S. 62), (Betten 2001; S. 29), (Haupt 2002; S. 22), (Parisch 2003; S. 90), (Greve 2003; S. 4), (Spencer 2004;

S. 37)
29(Eringen 1962; S. 62), (Malvern 1969; S. 141), (Becker und Bürger 1975; S. 13), (Ogden 1984; S. 123), (Schwarzl 1990;

S. 294), (Eringen und Maugin 1990a; S. 12), (Macosko 1994; S. 46, 146), (Giesekus 1994; S. 15), (Holzapfel 2000; S. 66),
(Betten 2001; S. 30), (Liu 2002; S. 15), (Haupt 2002; S. 21), (Greve 2003; S. 4), (Parisch 2003; S. 90), (Spencer 2004; S. 38),
(Silber und Steinwender 2005; S. 41 ff.), (Altenbach 2012; S. 76, 84)

30Die materielle und partielle Zeitableitung eines EULERschen Tensors stimmen nicht überein (Backhaus 1983; S. 96).
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Damit ergibt sich der LAGRANGEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor31 bequem durch die partielle
Ableitung des LAGRANGEschen Verzerrungstensors32

D(X,t) = E̊(X,t) = Ė(X,t) =DKL(X,t)eK ⊗eL = E̊KL(X,t)eK ⊗eL = ĖKL(X,t)eK ⊗eL . (A.45)

Um den EULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensor berechnen zu können, wird zunächst der Ge-
schwindigkeitsgradient33

L(x,t) = [∇∇∇x⊗v(x,t)]⊺ = F̊ ⋅F−1 (A.46)

Lkl(x,t)ek⊗el =
∂ vk(x,t)

∂xl
ek⊗el = F̊kK F−1

Kl ek⊗el (A.47)

aus dem EULERschen Geschwindigkeitsfeld berechnet. Letzteres ergibt sich aus der materiellen Ableitung
des EULERschen Verschiebungsfeldes

v(x,t) = ů(x,t) = vk(x,t)ek = ůk(x,t)ek = [∂uk(x,t)
∂ t

+uk,l (x,t)vl (x,t)]ek . (A.48)

Damit bestimmt sich der EULERsche Deformationsgeschwindigkeitstensor durch34

d(x,t) = 1
2
[L(x,t)+L⊺(x,t)] = dkl(x,t)ek⊗el =

1
2
[Lkl(x,t)+Llk(x,t)]ek⊗el . (A.49)

Er ist mit der materiellen Ableitung des EULERschen Verzerrungstensorse̊(x,t) = e̊kl(x,t)ek⊗el (Eringen
1962; S. 79) und dem EULERschen Verzerrungstensor selbst über35

d(x,t) = e̊+L⊺ ⋅e+e⋅L = dkl(x,t)ek⊗el = (e̊kl +Lnkenl +eknLnl) ek⊗el (A.50)

verknüpft. Es ist zu erkennen, dassdi j nicht identisch ist mit der materiellen Ableitung vonei j

(Eringen und Maugin 1990a; S. 13). Der LAGRANGEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor ist mit
dem EULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensor über diepull backOperation36

D(X,t) = F⊺(X,t) ⋅d(x,t) ⋅F(X,t) (A.51)

DKL(X,t)eK ⊗eL = FkK(X,t)eK ⊗ek ⋅dkl(x,t)ek⊗el ⋅FlL(X,t)el ⊗eL = FkKdklFlLeK⊗eL (A.52)

und umgekehrt über diepush forwardOperation37

d(x,t) = F−⊺(x,t) ⋅D(X,t) ⋅F−1(x,t) (A.53)

dkl(x,t)ek⊗el = F−1
Kk (x,t)ek⊗eK ⋅DKL(X,t)eK ⊗eL ⋅F

−1
Ll (x,t)eL⊗el = F−1

Kk DKLF−1
Ll ek⊗el (A.54)

verbunden. Der linearisierte LAGRANGEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor (Gleichung (A.81))
und der linearisierte EULERsche Deformationsgeschwindigkeitstensor (Gleichung (A.99)) stimmen für
geometrisch lineare Theorie überein (Gleichung (A.103)).

31Der LAGRANGEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor wird weniger oft angewendet (Schwarzl 1990; S. 300).
32(Eringen 1962; S. 71, 79)
33(Ogden 1984; S. 123), (Krawietz 1986; S. 101), (Macosko 1994; S. 68), (Giesekus 1994; S. 16), (Holzapfel 2000; S. 95),

(Haupt 2002; S. 43), (Parisch 2003; S. 91), (Greve 2003; S. 6), (Spencer 2004; S. 85), (Altenbach 2012; S. 112)
34(Eringen 1962; S. 70), (Krawietz 1986; S. 101), (Schwarzl 1990; S. 300), (Eringen und Maugin 1990a; S. 12), (Holzapfel

2000; S. 97), (Betten 2001; S. 65), (Liu 2002; S. 21), (Haupt 2002; S. 45), (Parisch 2003; S. 91), (Greve 2003; S. 24), (Betten
2005; S. 39), (Altenbach 2012; S. 112)

35(Eringen 1962; S. 79), (Eringen und Maugin 1990a; S. 13), (Holzapfel 2000; S. 102), (Haupt 2002; S. 48), (Betten 2005;
S. 39), (Altenbach 2012; S. 112)

36(Eringen 1962; S. 71, 79), (Ogden 1984; S. 123), (Eringen und Maugin 1990a; S. 13), (Holzapfel 2000; S. 101), (Haupt 2002;
S. 48), (Parisch 2003; S. 97), (Altenbach 2012; S. 112)

37(Schwarzl 1990; S. 301), (Haupt 2002; S. 48), (Altenbach 2012; S. 112)
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A.2 Geometrische Linearisierung des LAGRANGEschen und EULERschen
Verzerrungstensors

Im Rahmen geometrisch linearer Theorie ist der Verschiebungsvektor wesentlich kleiner als eine charak-
teristische Längeℓ0 des zu betrachteten materiellen Körpers38

∥u∥ = ∥uKeK∥ = ∥ukek∥ =√uK uK =
√

ukuk≪ ℓ0 . (A.55)

Aufgrund der Beschränkung auf kleine Verschiebungsgradienten ist der Absolutwert∣ ∣ jeder Koordinate
des Verschiebungsgradienten viel kleiner als die Zahl Eins39

∣H∣ = ∣uK,L∣eK ⊗eL = ∣uk,L∣ek⊗eL≪ 1 eK ⊗eL (A.56)∣h∣ = ∣uk,l ∣ek⊗el = ∣uK,L∣eK ⊗el ≪ 1 ek⊗el . (A.57)

Daher ist die Norm∥ ∥ des Verschiebungsgradienten ebenfalls viel kleiner als die Zahl Eins40

∥H∥ =√uK,L uK,L =
√

uk,L uk,L≪ 1 (A.58)∥h∥ =√uk,l uk,l =
√

uK,l uK,l ≪ 1 . (A.59)

Infolgedessen können die quadratischen Terme

∥H⊺ ⋅H∥ = ∥uM,KuM,LeK ⊗eL∥ =√uM,K uM,L uN,K uN,L =
√

um,K um,L un,K un,L≪ ∥H∥ (A.60)∥h⊺ ⋅h∥ = ∥um,kum,l ek⊗el∥ =√um,kum,l un,k un,l =
√

uM,k uM,l uN,k uN,l ≪ ∥h∥ (A.61)

im Vergleich zu den linearen Termen vernachlässigt werden41.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Referenz- und Momentankonfiguration für geometrisch lineare
Theorie zusammenfallen. Das wird exemplarisch für den LAGRANGEschen und EULERschen Verzer-
rungstensor entsprechend Gleichung (A.39) gezeigt. Dazu sei in beiden Formulierungen der materielle
Punkt XKeK ausgewertet. In der EULERschen Formulierung ist diese Forderung erfüllt, wenn der
Raumpunktxmem die Koordinaten entsprechend der Bahnlinie des zu betrachtenten materiellen Punktes
xm(X,t)em nach Gleichung (A.17) einnimmt. Daher geht Gleichung (A.39) über in

EKL(X,t)eK ⊗eL = FkK(X,t)eK ⊗ek ⋅ekl [x = x(X,t),t]ek⊗el ⋅FlL(X,t)el ⊗eL . (A.62)

Die EinheitsdyadeeK ⊗ eL (Spencer 2004; S. 19) kann auf beiden Seiten ausgeklammert werden. Zur
übersichtlichen Darstellung werden daher im Folgenden lediglich die Koordinaten mitgeführt. In Be-
zug auf Gleichungen (A.20), (A.35) und (A.37) werden der materielle Deformationsgradient sowie der
LAGRANGEsche Verzerrungstensor durch den materiellen Verschiebungsgradienten ausgedrückt, und der
EULERsche Verzerrungstensor durch den räumlichen Verschiebungsgradienten

1
2
(uK,L +uL,K +uM,K uM,L) = (δMKQ−1

Mk+uk,K) 1
2
(uk,l +ul ,k−um,k um,l) (δNLQ−1

Nl +ul ,L) . (A.63)

Wegen Gleichungen (A.56) und (A.57) können quadratische Terme gegenüber linearen Termen vernach-
lässigt werden

1
2
(uK,L +uL,K +(((((uM,K uM,L) =1

2
(uk,l +ul ,k−����um,kum,l) (Q−1

KkQ
−1
Ll +uk,K ul ,L +Q−1

Ll uk,K +ul ,LQ−1
Kk) (A.64)

=1
2
(uk,l +ul ,k)(Q−1

Kk Q−1
Ll )+ 1

2
[((((((uk,l uk,K ul ,L +����uk,l uk,K Q−1

Ll +����uk,l ul ,L Q−1
Kk]

(A.65)

+
1
2
[((((((ul ,k uk,K ul ,L +����ul ,k uk,K Q−1

Ll +����ul ,k ul ,L Q−1
Kk] (A.66)

Elin
KL(X,t) =Q−1

Kk elin
kl [x(X,t),t]Q−1

Ll . (A.67)

38(Haupt 2002; S. 53), (Kästner 2010; S. 6)
39(Truesdell und Toupin 1960; S. 303), (Malvern 1969; S. 161), (Mälmeisters 1977; S. 81), (Silber und Steinwender 2005;

S. 67), (Spencer 2004; S. 78), (Ottosen 2005; S. 23)
40(Haupt 2002; S. 53), (Greve 2003; S. 22), (Kästner 2010; S. 6)
41(Malvern 1969; S. 161), (Mälmeisters 1977; S. 81), (Betten 2001; S. 42), (Greve 2003; S. 23), (Ottosen 2005; S. 23),

(Silber und Steinwender 2005; S. 67)
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Dabei wurde berücksichtigt, dass

H⊺ ⋅h ⋅1≠H⊺ ⋅H (A.68) uk,K uk,l Q−1
Ll ≠ uk,K uk,L . (A.69)

Die Umrechnungen des materiellen und räumlichen Verschiebungsgradienten erfolgen nach Gleichungen
(A.32) und (A.33). Die nach der geometrischen Linearisierung verbleibenden Terme definieren die
linearisierten Verzerrungsmaße42, 43

Elin =Elin
KL(X,t)eK ⊗eL =

1
2
[uK,L(X,t)+uL,K(X,t)]eK ⊗eL =

1
2
(H+H⊺) (A.70)

elin = elin
kl [x(X,t),t]ek⊗el =

1
2
{uk,l [x(X,t),t]+ul ,k[x(X,t),t]}ek⊗el =

1
2
(h+h⊺) . (A.71)

Letztlich muss nur noch gezeigt werden, dass der materiellePunktX und der räumliche Punktx gleich-
gesetzt werden können, sodass keine Notwendigkeit bestehtzwischen räumlichen und materiellen Koor-
dinaten zu unterscheiden (Haupt 2002; S. 57). Dazu wird der linearisierte EULERsche Verzerrungstensor
für kleine Verschiebungen in Bezug auf Gleichung (A.17) mittels der TAYLOR Reihe um den Raumpunkt
(Altenbach 2012; S. 120)

x = x(X,tR) =X (A.72)

approximiert. Daher nimmt das Argument vonelin den Wertx ⋅em = xm=X ⋅em=XKQmK an und man erhält
(Altenbach 2012; S. 120)

elin
kl [x(X,t),t] = elin

kl [x(X,t),t]∣
x=X
+

∂ elin
kl [x(X,t),t]

∂xm
∣
x=X

[x(X,t) ⋅em−X ⋅em]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=u⋅em

+ . . . (A.73)

≈elin
kl [x = X,t] . (A.74)

Im Zuge der Einschränkung auf kleine Verschiebungen kann nach Gleichung (A.55) der zweite Term der
TAYLOR Reihe gegenüber dem ersten Term vernachlässigt werden. Dadurch wird deutlich, dassX das
einzige Argument der beiden linearisierten Verzerrungsmaße ist. Infolgedessen sind die linke und rechte
Seite von Gleichung (A.67) identisch44 und man erhält

Elin(X,t) ≈ elin(x,t) =∶ εεε (A.75) Elin
KL(X,t) ≈Q−1

Kk elin
kl (x,t)Q−1

Ll =∶ εKL . (A.76)

Die linearisierten Verzerrungsmaße gehen in das technische Verzerrungsmaß

εεε =
1
2
(uk,l +ul ,k)ek⊗el =

1
2
(uK,L +uL,K)eK⊗eL (A.77)

über und es ist nicht notwendig zwischenx undX zu unterscheiden. Somit ist gezeigt, dass die Referenz-
und Momentankonfiguration für geometrisch lineare Theoriein guter Näherung zusammenfallen45. Daher
braucht man nicht zwischen LAGRANGEschen und EULERschen Verzerrungstensor zu unterscheiden46.
Damit verbunden ist ebenfalls, dass der materielle und räumliche Verschiebungsgradient nahezu identisch
sind47

H ≈ h . (A.78)

42(Truesdell und Toupin 1960; S. 306), (Eringen 1962; S. 16), (Eringen 1980; S. 19), (Betten 2001; S. 40), (Betten 2005; S. 38)
43Der linearisierte LAGRANGEsche Verzerrungstensor ist inBecker und Bürger(1975; S. 49), Mälmeisters(1977; S. 81),

Krawietz (1986; S. 145),Maugin (1992; S. 31 ff.), Giesekus(1994; S. 47),Kaliske (1995; S. 28),Haupt (2002; S. 56),Liu
(2002; S. 10),Greve(2003; S. 22),Parisch(2003; S. 83),Silber und Steinwender(2005; S. 67 ff.) undBertram(2008; S. 110)
aufgeführt, der linearisierte EULERsche Verzerrungstensor in (Altenbach 2012; S. 121).

44(Truesdell und Toupin 1960; Gl. (57.10)), (Eringen 1980; S. 20), (Betten 2005; S. 38)
45(Truesdell und Toupin 1960; S. 308), (Eringen 1980; S. 20), (Krawietz 1986; S. 146), (Eringen und Maugin 1990a; S. 10),

(Maugin 1992; S. 31), (Holzapfel 2000; S. 399), (Kästner 2010; S. 6)
46englisches Originalzitat: „Thus in the infinitesimal deformation theory the distinction between the Lagrangian and Eulerian

strains disappear“ (Eringen 1980; S. 20), (Eringen und Maugin 1990a; S. 10), (Betten 2001; S. 40).
47(Truesdell und Toupin 1960; S. 308), (Spencer 2004; S. 78), (Altenbach 2012; S. 120)
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A.3 Linearisierung des LAGRANGEschen und EULERschen Deformations-
geschwindigkeitstensors für geometrisch linearen einfachen Schub

Im Folgenden werden Deformationsgeschwindigkeitstensoren für geometrisch linearen einfachen Schub
ausgewertet. Der LAGRANGEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor kann über die materielle Ablei-
tung des LAGRANGEschen Verzerrungstensors berechnet werden. Die Linearisierung erfolgt unter Be-
rücksichtigung kleiner Verschiebungsgradienten entsprechend Gleichung (A.58), aus dem sich

∥H⊺ ⋅ H̊∥ = ∥uM,K ůM,LeK ⊗eL∥ =√uM,K ůM,L uN,K ůN,L≪ ∥H̊∥ (A.79)

und folglich

Dlin = E̊lin = Ėlin (A.80) Dlin
KL = E̊lin

KL = Ėlin
KL (A.81)

ergeben48, 49.

Um den EULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensor für geometrisch lineare Theorie bereit-
zustellen, wird unter Berücksichtigung von Gleichungen (A.20) und (A.31) zunächst

1= F ⋅F−1 = (1+H) ⋅(1−h) (A.82)

δklek⊗el = (δKMQ−1
Kk+uk,M)ek⊗eM ⋅(δnlQ

−1
nN−uN,l)eN⊗el = (Q−1

Nk+uk,N)(QlN −uN,l)ek⊗el (A.83)

ausgewertet und man erhält

H ⋅1−H ⋅h−h = 0 (A.84) uk,NQlN −uk,NuN,l −uk,l = 0 . (A.85)

Dabei ist analog zu Gleichung (A.69) zu beachten, dass

H ⋅1≠ h (A.86) uk,NQlN ≠ uk,l . (A.87)

Die materielle Ableitung von Gleichung (A.84)

H̊ ⋅1− H̊ ⋅h = h̊+H ⋅ h̊ (A.88) ůk,NQlN − ůk,NuN,l = ůk,l +uk,NůN,l (A.89)

wird anschließend zur Linearisierung des Geschwindigkeitsgradienten50 benötigt.

Der Geschwindigkeitsgradient kann unter Verwendung von Gleichungen (A.47) und (A.89) mittels
der materiellen und räumlichen Verschiebungsgradienten beschrieben werden

L = H̊ ⋅1− H̊ ⋅h = h̊+H ⋅ h̊ (A.90) Lkl = ůk,NQlN − ůk,NuN,l = ůk,l +uk,NůN,l . (A.91)

Im Rahmen kleiner Verschiebungsgradienten, wie in Gleichungen (A.56) und (A.57) unterstellt ist, können
jeweils die zweiten Summanden

∥H ⋅ h̊∥ = ∥uk,NůN,l ek⊗el∥ =√uk,NůN,l uk,M ůM,l ≪ ∥h̊∥ (A.92)

∥H̊ ⋅h∥ = ∥ůk,NuN,l ek⊗el∥ =√ůk,NuN,l ůk,MuM,l ≪ ∥H̊ ⋅1∥ (A.93)

gegenüber den Ersten vernachlässigt werden. Damit ergibt sich der geometrisch linearisierte Geschwin-
digkeitsgradient

L lin ≈ H̊ ⋅1≈ h̊ (A.94) Llin
kl ≈ ůk,NQlN ≈ ůk,l . (A.95)

Aufgrund der Tatsache, dass der materielle Verschiebungsgradient H von den materiellen Koordinaten
X abhängt, ist die materielle Ableitung nach Gleichung (A.42) identisch der partiellen Zeitableitung.
Die materielle Ableitung des räumlichen Verschiebungsgradienten besteht nach Gleichung (A.43) aus
der Summe der partiellen Ableiung und einem zweiten Summanden. Für einfachen Schub ergibt sich
der zweite Summand exakt zu Null, da der räumliche Verschiebungsgradient nach Gleichung (3.21)

48(Malvern 1969; S. 342)
49Der linearisierte LAGRANGEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor ergibt sich direkt aus dem linearisierten LAGRAN-

GEschen Verzerrungstensor (Gleichung (A.70)).
50(Haupt 2002; S. 56)
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ortsunabhängig und somituk,lm = 0 ist. Folglich kann die materielle Ableitung exakt durch die partielle
Zeitableitung ersetzt werden51

L lin ≈ Ḣ ⋅1≈ ḣ (A.96) Llin
kl ≈ u̇k,NQlN ≈ u̇k,l . (A.97)

Letztere Betrachtung gilt ebenfalls für homogene einachsige Zug-/Druckbeanspruchung, sodass Glei-
chung (A.96) auch zur Modellierung des Druckversuchs in Abschnitt9 angewendet werden kann.
Unter Berücksichtigung von Gleichung (A.49) erhält man somit für den linearisierten EULERschen
Deformationsgeschwindigkeitstensors

dlin = 1
2
(ḣ+ ḣ⊺) (A.98) dlin

kl =
1
2
(u̇k,l + u̇l ,k) . (A.99)

Mit Gleichung (A.71) ergibt sich

dlin = ėlin (A.100) dlin
kl = ėlin

kl , (A.101)

das sich ebenfalls aus der Linearisierung von Gleichung (A.50) mit e̊kl = e̊lin
kl −

1
2(um,kum,l )̊ erschließt. In

Bezug auf Gleichungen (A.54) und (A.72) bis (A.74) kann man letztlich zusammenfassen, dass

Dlin(X,t) ≈ dlin(x,t) = ε̇εε (A.102) Dlin
KL(X,t) ≈Q−1

Kkdlin
kl (x,t)Q−1

Ll = ε̇KL . (A.103)

A.4 Komplexe Schreibweise von LAOS in elastischer und dissipativer In-
terpretation

A.4.1 Komplexe Schreibweise in dissipativer Interpretation

Ausgangspunkt zur Berechnung der komplexen Schreibweise in dissipativer Interpretation ist Gleichung
(3.104)

τ∞̃ (t) = γ̂ ω
∞

∑
k

[ck(ω , γ̂)cos(kω t)+dk(ω , γ̂)sin(kω t)] k= ungerade. (3.104)

Unter Berücksichtigung von

−arctan(dk

ck
) ck≥0

dk≥0= arctan(−dk

ck
) (A.104)

kann Gleichung (3.141) zu

τ∞̃ (t) = γ̂ ω
∞

∑
k

√
c2

k+d2
k cos[kω t −arctan(dk

ck
)] k= ungerade (A.105)

= γ̂ ω
∞

∑
k
R{√c2

k+d2
k e

j [kω t−arctan( dk
ck
)]} k= ungerade (A.106)

τ∞̃ (t) = γ̂ ω
∞

∑
k
R{√c2

k+d2
k e

j [−arctan( dk
ck
)]

ej kω t} k= ungerade (A.107)

= γ̂ ω
∞

∑
k

R{√c2
k+d2

k e
j arctan( −dk

ck
)
ej kω t} k= ungerade (A.108)

umgeformt werden. Die Umrechnung zwischen exponentiellerund algebraischer Darstellung für komplexe
Zahlen

τ∞̃ (t) = γ̂ ω
∞

∑
k
R{(ck− j dk) ej kω t} k= ungerade (A.109)

liefert die komplexe Schreibweise in dissipativer Interpretation

τ∞̃(t) = γ̂ ω
∞

∑
k

[R{η∗k ej kω t}] k= ungerade. (3.110)

51(Maugin 1992; S. 32), (Miehe 1992; S. 1)
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A.4.2 Komplexe Schreibweise in elastischer Interpretation

Die komplexe Schreibweise in elastischer Interpretation resultiert ausgehend von Gleichung (3.100)

τ∞̃ (t) = γ̂
∞

∑
k
[ak(ω , γ̂)sin(kω t)+bk(ω , γ̂)cos(kω t)] k= ungerade. (3.100)

Unter Verwendung von Gleichung (3.141) sowieej π
2 = j und Gleichung (A.104) ergibt sich daraus

τ∞̃(t) = γ̂
∞

∑
k

√
a2

k+b2
k cos[kω t −arctan(ak

bk
)] k= ungerade (A.110)

= γ̂
∞

∑
k

√
a2

k+b2
k sin[π

2
+kω t −arctan(ak

bk
)] k= ungerade (A.111)

= γ̂
∞

∑
k
I{√a2

k+b2
k e

j [ π
2+kω t−arctan( ak

bk
)]} k= ungerade (A.112)

τ∞̃(t) = γ̂
∞

∑
k

I{√a2
k+b2

k ej π
2 e

j [−arctan( ak
bk
)]

ej kω t} k= ungerade (A.113)

= γ̂
∞

∑
k
I{√a2

k+b2
k j e

j arctan(−ak
bk
)

ej kω t} k= ungerade. (A.114)

Die Umrechung zwischen exponentiellen und algebraischer Darstellung für komplexe Zahlen liefert zu-
nächst

τ∞̃ (t) = γ̂
∞

∑
k

I{ j (bk− j ak) ej kω t} k= ungerade (A.115)

= γ̂
∞

∑
k
I{(ak+ j bk) ej kω t} k= ungerade (A.116)

und führt auf die komplexe Schreibweise in elastischer Interpretation

τ∞̃(t) = γ̂
∞

∑
k

[I{G∗k ej kω t}] k= ungerade. (3.109)

A.5 Identifikation der Spannung des endochronen MAXWELL Elements
als Gleichgewichtsspannung

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Spannung des endochronen MAXWELL Elements eine Gleichge-
wichtsspannung ist. Dazu werden die konstitutiven Beziehungen aus Gleichungen (3.58), (6.8), (6.9) und
(6.10)

u̇= ∣γ̇ch∣ (A.117)

γ̇ch = γ ′chu̇ (A.118)

τ̇ch = τ ′chu̇ (A.119)

Gγ ′ch(u) = G

β
τch(u)+τ ′ch(u) (A.120)

Gγ̇ch =
G

β
τchu̇+ τ̇ch (A.121)

unter Relaxations- und Kriechbelastung ausgewertet. Als erstes wird das Erreichen des Gleichgewichtszu-
standes infolge dem Aufbringen einer Relaxationsbedingung untersucht (Kammer 2015; S. 30). Dazu wird
γch = konst→ γ̇ch = 0 undu̇= ∣γ̇ch∣ = 0 in Gleichung (A.121) eingearbeitet

���Gγ̇ch=
�
�
��G

β
τchu̇+ τ̇ch (A.122)
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und man erhält für

Relaxation(γch = konst) ∶ τ̇ch = 0 → τch≡ τeq
ch → γch = γeq

ch . (A.123)

Während eines Relaxationsversuchs ergibt sich somit keinezeitliche Änderung der Spannung. Die zeitlich
unmittelbar vor Relaxationsbeginn wirkende Spannung bleibt auch während der gesamten Relaxations-
haltezeit bestehen. Die Spannung des endochronen MAXWELL Elements ist daher eine Gleichgewichtss-
pannung. Dasselbe Ergebnis erhält man für Kriechen,τch = konst→ τ̇ch = 0. Unter Berücksichtigung von
Gleichung (A.119) kann Kriechen zunächst rein formal über

① ∶ u̇= 0, τ ′ch ≠ 0 (A.124)

② ∶ u̇= 0, τ ′ch = 0 (A.125)

③ ∶ u̇≠ 0, τ ′ch = 0 (A.126)

realisiert werden. Aus der Bedingung ˙u= 0 im Fall ① ergibt sich unter Beachtung von Gleichung (A.118)
für

Kriechen(τch = konst) ∶ γ̇ch = 0 → γch ≡ γeq
ch → τch= τeq

ch . (A.127)

Da die Spannung, welche direkt vor Beginn der Kriechbelastung präsent ist, auch während der Kriech-
haltezeit bestehen bleibt, wird die Spannung des endochronen MAXWELL Elements als Gleichgewichts-
spannung identifiziert. Infolgedessen findet keine Entwicklung der inneren Variablenq statt. Entsprechend
Gleichungen (6.2a) und (A.127) bleibt die innere Variable während einer Kriechbelastungkonstant. Als
nächstes muss gezeigt werden, dassγ̇ch = 0→ γch = konst nicht im Widerspruch zu Gleichung (A.120)
steht. Da die Spannung definitionsbedingt während Kriechenkonstant ist, ergibt sich das Integral∫ du

von Gleichung (A.120) unter Berücksichtigung vonτ ′ch ≠ 0 zuγch = τch( 1
G +

u
β )+C = konst. Hierbei istC

die Integrationskonstante. Somit ist gezeigt, dass Gleichung (A.120) nicht im Widerspruch zu Gleichung
(A.127) steht.
Im zweiten Fall② wird Gleichung (A.120) unter der Bedingungτ ′ch = 0 ausgewertet, sodass das Integral

∫ ( )du auf γch = τch
β u+C = konst führt. Die Schubverzerrung ergibt sich wiederum als konstant und ist

demnach im Einklang mit Gleichung (A.127).
Im dritten Fall③ ist es erforderlichγ ′ch zu bestimmen, um Gleichung (A.118), welche aufgrund ˙u≠ 0 nicht
Null ist, auswerten zu können. Dazu wird Gleichung (A.120) betrachtet und man erhältγ ′ch =

τch
β . Unter

Verwendung von Gleichung (A.117) geht Gleichung (A.118) in γ̇ch = τch
β ∣γ̇ch∣ über. Beachtet man außer-

demγ̇ch= sign(γ̇ch)∣γ̇ch∣, ergibt sichτch= sign(γ̇ch)β . Das bedeutet, dass plastisches Fließen entweder unter
τch = +β im Fall von γ̇ch > 0 oderτch = −β für γ̇ch < 0 auftritt. Dass die Schubverzerrungsrate, unter der
plastisches Fließen auftritt, allein durch die Spannungsvorgabe nicht eindeutig definiert ist, ergibt sich ana-
log zum Reibelement (Boisly et al. 2014a) und PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b; S. 5). Der Betrag
der Schubverzerrungsrate, unter der entwederτch=+β oderτch= −β aufgebracht wird, muss bekannt sein,
damit die Entwicklung voṅγch bestimmt werden kann.
Liegt die Spannung im Bereich von−β < τch< β kannu̇≠ 0 nicht erfüllt werden. Es liegt der Fall ˙u= 0 vor,
wonach das endochrone MAXWELL Element nicht fließt.

A.6 LAOS-Verhalten des endochronen MAXWELL Elements

A.6.1 Asymptotische Spannungsantwort für sinusförmige verzerrungsgeregelte Anregung

Zur Berechnung der Spannungsantwort wird zunächst die kinematische Bogenlänge der sinusförmigen ver-
zerrungsgeregelten Anregung nach Gleichung (3.59) bestimmt. Dies erfolgte im Rahmen der studentischen
Belegarbeit vonKammer(2015; S. 37). Aufgrund des wechselnden Vorzeichens der Schubverzerrungsrate
ist die kinematische Bogenlänge eine stückweise definierteFunktion. Dazu wird die sinusförmige Schub-
verzerrungsrate in Abschnitte gleichen Vorzeichens aufgeteilt. Die Abschnitte werden, wie in Abbildung
A.1 gezeigt ist, fortlaufend durchnummeriert,n = 0,1,2,3, . . . . Somit ist die kinematische Bogenlänge
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γ c
h

t

γ̇ c
h

−γ̂

0

γ̂

−γ̂ω

0

γ̂ω

0 π
2ω

3π
2ω

5π
2ω

7π
2ω

9π
2ω

11π
2ω

12π
2ω

n= 0 n= 1 n= 2 n= 3 n= 4 n= 5 n= 6

dt
dγch

Abbildung A.1: Unterteilung der Schubverzerrungsrate in Abschnitte gleichen Vorzeichens exemplarisch
für γch = γ̂ sin(ω t)mit ω = 3

2
rad
s . Nummerierung in aufsteigender Reihenfolgen= 0,1,2,3, . . ..

durch

n= 0 0≤ t ≤ π
2ω

∶ u(t) = γ̄ ∣γ̂ sin(ω t)
0 = γ̂ sin(ω t) (A.128)

n= 1
π

2ω
≤ t ≤ 3π

2ω
∶ u(t) = γ̄ ∣γ̂0− γ̄ ∣γ̂ sin(ω t)

γ̂ = γ̂ [2−sin(ω t)] (A.129)

n= 2
3π
2ω
≤ t ≤ 5π

2ω
∶ u(t) = γ̄ ∣γ̂0− γ̄ ∣−γ̂

γ̂ + γ̄ ∣γ̂ sin(ω t)
−γ̂ = γ̂ [4+sin(ω t)] (A.130)

n= 3
5π
2ω
≤ t ≤ 7π

2ω
∶ u(t) = γ̄ ∣γ̂0− γ̄ ∣−γ̂

γ̂ + γ̄ ∣γ̂
−γ̂ − γ̄ ∣γ̂ sin(ω t)

γ̂ = γ̂ [6−sin(ω t)] (A.131)

gegeben. Das Schema wiederholt sich in gleicher Art und Weise und ist in Gleichung (6.39) zusammenge-
fasst. Auf dieser Grundlage wird die Spannungsantwort abschnittsweise bestimmt und man erhält

n≥ 1 ∶ τch= β [(−1+2
n

∑
i=1
(−1)i+1 e(2i−1) γ̂

γcr ) e−
u(t)
γcr +(−1)n] (2n−1)π

2ω
≤ t ≤ (2n+1)π

2ω
(A.132)

n≥ 1 ∶ τch= β
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎝2
(−1)n+1 e(2n+1) γ̂

γcr +e
γ̂

γcr

e
2γ̂
γcr +1

−1
⎞⎟⎠ e−

u(t)
γcr +(−1)n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2n−1)π

2ω
≤ t ≤ (2n+1)π

2ω

(6.40b)

unter Berücksichtigung der endlichen geometrischen Reihe

n

∑
i=1
(−1)i+1 e(2i−1) γ̂

γcr = −e−
γ̂

γcr

n

∑
i=1
(−e

2γ̂
γcr )i

= (−1)n+1 e(2n+1) γ̂
γcr +e

γ̂
γcr

e
2γ̂
γcr +1

. (A.133)

Gleichung (A.132) motiviert sich aus der zweiten Version von Gleichung (6.12)

n= 0 0≤ t ≤ π
2ω

∶ τch(t) = β [+e
ū

γcr ∣u(t)
0
] e−

u(t)
γcr (A.134)

= β [(−1) e−
u(t)
γcr +1] (A.135)

n= 1
π

2ω
≤ t ≤ 3π

2ω
∶ τch(t) = β [+e

ū
γcr ∣u(t= π

2ω )=γ̂

0
− e

ū
γcr ∣u(t)

u(t= π
2ω )=γ̂

] e−
u(t)
γcr (A.136)

= β [(−1+2e
γ̂

γcr ) e−
u(t)
γcr −1] (A.137)

n= 2
3π
2ω
≤ t ≤ 5π

2ω
∶ τch(t) = β [+e

ū
γcr ∣γ̂

0
− e

ū
γcr ∣u(t= 3π

2ω )=3γ̂

γ̂
+ e

ū
γcr ∣u(t)

u(t= 3π
2ω )=3γ̂

] e−
u(t)
γcr (A.138)

= β [(−1+2e
γ̂

γcr −2e
3γ̂
γcr ) e−

u(t)
γcr +1] (A.139)

n= 3
5π
2ω
≤ t ≤ 7π

2ω
∶ τch(t) = β [+e

ū
γcr ∣γ̂

0
− e

ū
γcr ∣3γ̂

γ̂
+ e

ū
γcr ∣u(t= 5π

2ω )=5γ̂

3γ̂
− e

ū
γcr ∣u(t)

u(t= 5π
2ω )=5γ̂

] e−
u(t)
γcr (A.140)

= β [(−1+2e
γ̂

γcr −2e
3γ̂
γcr +2e

5γ̂
γcr ) e−

u(t)
γcr −1] . (A.141)
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Daraus leitet sich die asymptotische Spannungsantwort desendochronen MAXWELL Elements infolge
einer sinusförmigen verzerrungsgeregelten Anregung ab (Kammer 2015; S. 38 ff.)

τch.∞̃ = lim
u(t)→∞τch(t) = lim

u(t)→∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
β

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎝2
(−1)n+1e(2n+1) γ̂

γcr

e
2γ̂
γcr +1

⎞⎟⎠ e−
u(t)
γcr +

�
�
�
�
�
��⎛⎜⎝

e
γ̂

γcr

e
2γ̂
γcr +1

−1
⎞⎟⎠���e−

u(t)
γcr +(−1)n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
.

(A.142)
Wird die kinematische Bogenlänge im Anschluss dessen durchGleichung (6.39) ersetzt, so erhält man

τch.∞̃ = β
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎝2
(−1)n+1 e(2n+1) γ̂

γcr

e
2γ̂
γcr +1

⎞⎟⎠ e−
γ̂

γcr
[2n+(−1)n sin(ω t)]

+(−1)n
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2n−1)π
2ω

≤ t ≤ (2n+1)π
2ω

(A.143)

= β
⎡⎢⎢⎢⎢⎣2
(−1)n+1 e

γ̂
γcr
[1+(−1)n+1 sin(ω t)]

e
2γ̂
γcr +1

+(−1)n⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(2n−1)π

2ω
≤ t ≤ (2n+1)π

2ω
(A.144)

= β
⎡⎢⎢⎢⎣(−1)n+1 2

e
γ̂

γcr +e−
γ̂

γcr

e(−1)n+1 γ̂
γcr

sin(ω t)
+(−1)n⎤⎥⎥⎥⎦

(2n−1)π
2ω

≤ t ≤ (2n+1)π
2ω

(A.145)

τch.∞̃ = β
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(−1)n+1

cosh( γ̂
γcr
) e(−1)n+1 γ̂

γcr
sin(ω t)

+(−1)n
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2n−1)π
2ω

≤ t ≤ (2n+1)π
2ω

. (6.49)

A.6.2 Speichermodul des endochronen MAXWELL Elements

Der Speichermodul wird analog zum Vorschlag vonKammer(2015; Absch. A.3, A.4) berechnet. Aus-
gangspunkt ist Gleichung (3.119). Wird die asymptotische Spannungsantwort zugrunde gelegt, so kann
der Integrationsbeginn willkürlich festgelegt werden. Zweckdienlich ist jedoch den Integrationsbereich
π

2ω . . . π
2ω +

T
2 =

3π
2ω zu verwenden, da es sich nach Gleichung (6.39) um den geschlossenen Abschnittn= 1

handelt. Mit der Transformation

θ =ω t ↔ dθ =ω dt (A.146)

erhält man

G′ch(γ̂) = 2
γ̂ π

β
cosh(Gγ̂

β )
3π
2

∫
π
2

e
Gγ̂
β sin(θ) sin(θ)dθ . (A.147)

Hieraus ist ersichtlich, dass der Speichermodul nicht von der Kreisfrequenz abhängt. Somit bestätigen
sich die ratenunabhängigen Eigenschaften des endochronenMAXWELL Elements (Folgerung 10). Da der
Ausdruck∫ esin(θ) sin(θ)dθ kein Standardintegral ist, wird die Exponentialfunktion unter Verwendung
von Gleichung (6.60) in eine unendliche Potenzreihe umgeformt

G′ch(γ̂) = 2
γ̂ π

β
cosh(Gγ̂

β )
∞

∑
i=0

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(Gγ̂

β )i
i !

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3π
2

∫
π
2

sini+1(θ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

i ∈N (A.148)

= 2
γ̂ π

β
cosh(Gγ̂

β )
∞

∑
i=1

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(Gγ̂

β )i−1

(i−1) !
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3π
2

∫
π
2

sini(θ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

i ∈N+ . (A.149)

Das Resultat kann mithilfe

∫ sini(θ)dθ = −1
i

sini−1(θ) cos(θ)+ i−1
i ∫ sini−2(θ)dθ i ∈N+ (A.150)

rekursiv gelöst werden. Ein erneutes Anwenden dieser Gleichung führt auf

∫ sini(θ)dθ = −1
i

sini−1(θ) cos(θ)− i−1
i (i−2) sini−3(θ) cos(θ)+ (i−1)(i−3)

i (i−2) ∫ sini−4(θ)dθ , i ∈N+ .

(A.151)
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Das mehrfache Anwenden der rekursiven Prozedur führt auf

∫ sini(θ)dθ =− 1
i

sini−1(θ) cos(θ)− 1
i

l−1

∑
m=3
{ m

∏
n=3

i−n+2
i−n+1

} sini−m(θ) cos(θ)+{ l−1

∏
m=1

i−m

i−m+1
} ∫ sini−l(θ)dθ

i ∈N+, m= ungerade, n= ungerade, l = gerade, l ≤ i . (A.152)

Anschließend werden in der Summe und dem ersten Produkt die Substitutionenm→ 2m+3 undn→ 2n+3
durchgeführt. Im zweiten Produkt wirdm→ 2m+1 ersetzt. Dadurch geht das rekursive Schema über in

∫ sini(θ)dθ =− 1
i

sini−1(θ) cos(θ)− 1
i

l
2−2

∑
m=0
{ m

∏
n=0

i−2n+1
i−2n−2

} sini−2m−3(θ) cos(θ)+⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
l
2−1

∏
m=0

i−2m−1
i−2m

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭∫ sini−l(θ)dθ

i ∈N+, m∈N, n ∈N, l = gerade, l ≤ i . (A.153)

Die Summation überi ∈N+ kann ini = gerade undi = ungerade aufgeteilt werden. Iterationeni = ungerade
gehen einher mitl = i−1 und

∫ sini(θ)dθ =− 1
i

sini−1(θ) cos(θ)− 1
i

i−1
2 −2

∑
m=0
{ m

∏
n=0

i−2n+1
i−2n−2

} sini−2m−3(θ) cos(θ)−⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
i−1
2 −1

∏
m=0

i−2m−1
i−2m

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ cos(θ)+C

i = ungerade, m∈N, n ∈N . (A.154)

C ist eine Integrationskonstante. Füri = gerade Iterationen giltl = i, sodass

∫ sini(θ)dθ =− 1
i

sini−1(θ) cos(θ)− 1
i

i
2−2

∑
m=0
{ m

∏
n=0

i−2n+1
i−2n−2

} sini−2m−3(θ) cos(θ)+⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
i
2−1

∏
m=0

i−2m−1
i−2m

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ θ +C

i = gerade, m∈N, n ∈N . (A.155)

Diese Gleichungen werden nun analog zu Gleichung (A.149) für den Integrationsbereichθ = π
2 . . .

3π
2 aus-

gewertet. Für Gleichung (A.154) resultiert

3π
2

∫
π
2

sini(θ)dθ = 0 i = ungerade. (A.156)

Gleichung (A.155) ergibt sich zu

3π
2

∫
π
2

sini(θ)dθ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

i
2−1

∏
m=0

i−2m−1
i−2m

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ π i = gerade, m∈N . (A.157)

Wendet man Gleichungen (A.156) und (A.157) auf Gleichung (A.149) an, so erhält man

G′ch(γ̂) = 2
γ̂ π

β
cosh(Gγ̂

β )
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Gγ̂
β

π
2
+
∞

∑
i=4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(Gγ̂

β )i−1

(i−1) !
⎛⎜⎝

i
2−1

∏
m=0

i−2m−1
i−2m

⎞⎟⎠ π
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

i = gerade, m∈N (A.158)

= G

cosh(Gγ̂
β ) +

2β
cosh(Gγ̂

β )
∞

∑
i=4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(G

β )i−1
γ̂ i−2

(i−1) !
⎛⎜⎝

i
2−1

∏
m=0

i−2m−1
i−2m

⎞⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

i = gerade, m∈N . (A.159)

Anschließend wird der Summationsindex miti → 2i+4 substituiert

G′ch(γ̂) = G

cosh(Gγ̂
β ) +

2β
cosh(Gγ̂

β )
∞

∑
i=0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(G

β )2i+3
γ̂ 2(i+1)

(2i+3) !
i+1

∏
m=0

2(i−m)+3
2(i−m+2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i ∈N, m∈N . (A.160)
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Das Produkt kann in

Pi =
i+1

∏
m=0

2(i−m)+3
2(i−m+2) = (2i+3) !

22i+3(i+2)[(i+1) !]2 (A.161)

überführt werden, was durch

i = 0 ∶ P0 =
3⋅1
4⋅2
= 1

22(2⋅1) 3⋅2⋅1
2
= 1

22(2⋅1) 3!
21(1) = 3!

23 ⋅2⋅(1!)2 (A.162)

i = 1 ∶ P1 =
5⋅3⋅1
6⋅4⋅2

= 1
23(3⋅2⋅1) 5⋅4⋅3⋅2⋅1

4⋅2
= 1

23(3⋅2⋅1) 5!
22(2⋅1) = 5!

25 ⋅3⋅(2!)2 (A.163)

i = 2 ∶ P2 =
7⋅5⋅3⋅1
8⋅6⋅4⋅2

= 1
24(4⋅3⋅2⋅1) 7⋅6⋅5⋅4⋅3⋅2⋅1

6⋅4⋅2
= 1

24(4⋅3⋅2⋅1) 7!
23(3⋅2⋅1) = 7!

27 ⋅4⋅(3!)2
(A.164)

i = 3 ∶ P3 =
9⋅7⋅5⋅3⋅1
10⋅8⋅6⋅4⋅2

= 1
25(5⋅4⋅3⋅2⋅1) 9⋅8⋅7⋅6⋅5⋅4⋅3 ⋅2 ⋅1

8⋅6⋅4⋅2
= 1

25(5⋅4⋅3⋅2⋅1) 9!
24(4⋅3⋅2⋅1)

(A.165)

= 9!
29 ⋅5⋅(4!)2 (A.166)

motiviert ist. Letztendlich erhält man den durch die unendliche Potenzreihe beschriebenen Speichermodul

G′ch(γ̂) = 1

cosh(Gγ̂
β )
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G+β

∞

∑
i=0

⎛⎜⎜⎝
1

22i+2(i+2)[(i+1) !]2 γ̂ 2i+2

( β
G)2i+3

⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

i ∈N . (A.167)

A.6.3 Höherharmonische des endochronen MAXWELL Elements

Der Ausgangspunkt zur Berechnung Höherharmonischer sind Gleichungen (3.121) und (3.122). Wie im
Abschnitt zuvor, wird die asymptotische Spannungsantwortnach Gleichung (6.49) zugrunde gelegt. Somit
ist die Wahl des Integrationsbeginns frei wählbar. Am rechentechnisch wenigsten aufwendig ist es, über
eine halbe Periode innerhalb eines Abschnittes zu integrieren. Dies ist mitn= 1 gegeben und man erhält

ach.k(γ̂) = 4
γ̂T

3π
2ω

∫
π

2ω

τch.∞̃(t) sin(kω t)dt . (A.168)

(A.169)

Eine Transformation entsprechend Gleichung (A.146) unter Berücksichtigung von Gleichung (3.88) führt
auf

ach.k(γ̂) = 2
π γ̂

3π
2

∫
π
2

τch.∞̃(θ) sin(kθ)dθ (A.170)

bch.k(γ̂) = 2
π γ̂

3π
2

∫
π
2

τch.∞̃(θ) cos(kθ)dθ . (A.171)

Da wederτch.∞̃(θ) noch sin(kθ) und cos(kθ) von der Kreisfrequenz abhängen, werden die ratenunabhän-
gigen Eigenschaften des endochronen MAXWELL Elements deutlich (Folgerung 10). Anschließend wird
Gleichung (6.49) mit n= 1 eingesetzt, sodass

ach.k(γ̂) = 2β
π γ̂

3π
2

∫
π
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
e

γ̂
γcr

sin(θ)

cosh( γ̂
γcr
) −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
sin(kθ)dθ (A.172)

bch.k(γ̂) = 2β
π γ̂

3π
2

∫
π
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
e

γ̂
γcr

sin(θ)

cosh( γ̂
γcr
) −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
cos(kθ)dθ . (A.173)
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Unter Beachtung von

3π
2

∫
π
2

(−1) sin(kθ)dθ = 0 k= ungerade (A.174)

3π
2

∫
π
2

(−1) cos(kθ)dθ = 2
k
(−1) k−1

2 k= ungerade (A.175)

ergeben sich

ach.k(γ̂) = 2β
π cosh( γ̂

γcr
) γ̂

3π
2

∫
π
2

e
γ̂

γcr
sin(θ) sin(kθ)dθ k= ungerade (6.58)

bch.k(γ̂) = 4β
π γ̂
(−1) k−1

2

k
+

2β
π cosh( γ̂

γcr
) γ̂

3π
2

∫
π
2

e
γ̂

γcr
sin(θ) cos(kθ)dθ k= ungerade. (6.59)

Da dem Autor dieser Arbeit für die Integrale∫ esin(θ) sin(kθ)dθ und ∫ esin(θ) cos(kθ)dθ keine Stan-
dardlösungen bekannt sind, wird die Exponentialfunktion in eine unendliche Potenzreihe überführt

ach.k(γ̂) = 2β

π cosh( γ̂
γcr
)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
γ̂

3π
2

∫
π
2

sin(kθ)dθ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

+
G

β

3π
2

∫
π
2

sin(θ) sin(kθ)dθ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 ∀ k=ungerade

+
∞

∑
i=2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(G

β
)i γ̂ i−1

i !

3π
2

∫
π
2

sini(θ) sin(kθ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
k= ungerade (A.176)

bch.k(γ̂) = 2β

π cosh( γ̂
γcr
)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
γ̂

3π
2

∫
π
2

cos(kθ)dθ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= 2

k (−1) k+1
2 ∀k=ug.

+
G

β

3π
2

∫
π
2

sin(θ) cos(kθ)dθ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 ∀ k=ungerade

+
∞

∑
i=2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(G

β
)i γ̂ i−1

i !

3π
2

∫
π
2

sini(θ) cos(kθ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+

4β
π kγ̂
(−1) k−1

2 k= ungerade. (A.177)

Dies erfolgt unter Verwendung von Gleichung (6.60) analog zur Berechnung des Speichermoduls. Letzt-
endlich erhält man die analytische Lösung ausgedrückt als unendliche Potenzreihe

ach.k(γ̂) = 2β

π cosh( γ̂
γcr
)
∞

∑
i=2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(G

β
)i γ̂ i−1

i !

3π
2

∫
π
2

sini(θ) sin(kθ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
k= ungerade

(A.178)

bch.k(γ̂) = 4β
π kγ̂
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cosh( γ̂
γcr
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π cosh( γ̂
γcr
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β
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3π
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∫
π
2

sini(θ) cos(kθ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
k= ungerade.

(A.179)

Dies ist zugleich die Grundlage für die analytischen Lösungen aus den Gleichungen (6.61) und (6.62),
in denen die unendliche Reihe nachn Summanden abgebrochen ist. Wöllte man die Integrale wei-

terlösen, müsste die Sinusfunktion als unendliche Potenzreihe sin(θ) = ∞∑
n=0

(−1)n
(2n+1)! θ2n+1 ausgedrückt



A.6. LAOS-Verhalten des endochronen MAXWELL Elements 197

werden, da∫ sini(θ) sin(kθ)dθ und ∫ sini(θ) cos(kθ)dθ ebenfalls keine Standardintegrale sind. Als
Ergebnis erhielte man einen Ausdruck mit den Standardintegralen ∫ θn sin(aθ)dθ = −θ n

a cos(aθ) +
n
a ∫ θn−1 cos(aθ)dθ und ∫ θn cos(aθ)dθ = θ n

a sin(aθ)− n
a ∫ θn−1 sin(aθ)dθ . Diese müssten analog zu

Gleichung (A.152) rekursiv gelöst werden. Aufgrund der Doppelsumme
∞

∑
i=2
∫ [∞∑

n=0

(−1)n
(2n+1)! θ2n+1]i ( )dθ

erhielte man jedoch eine zu große Anzahl an Integralen, sodass der Rechenaufwand den Nutzen nicht
rechtfertigen würde. Daher wird die Berechnung der Integrale aus Gleichungen (A.178) und (A.179) im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter vertieft. Stattdessen werden die Integrale numerisch berechnet.
Zur numerischen Berechnung der Höherharmonischen bestehen in dieser Arbeit grundsätzlich zwei
Möglichkeiten. Zum einen kann man die numerische Lösung aufGrundlage der Exponentialaus-
drücke ∫ esin(θ) sin(kθ)dθ und ∫ esin(θ) cos(kθ)dθ aus Gleichungen (6.58) und (6.59) bestimmen.

Zum anderen kann die numerische Lösung aus den Sinusausdrücken
n
∑
i=2
∫ sini(θ) sin(kθ)dθ und

n
∑
i=2
∫ sini(θ) cos(kθ)dθ der Gleichungen (6.61) und (6.62) berechnet werden. Die numerischen Eigen-

schaften beider Lösungsgrundlagen werden folgend in Abschnitt A.6.4untersucht.

A.6.4 Numerische Eigenschaften der analytischen Lösungender harmonischen Material-
funktionen

Der Speichermodul des endochronen MAXWELL Elements besteht nach Gleichung (A.167) aus einer
unendlichen Potenzreihe. Zur praktischen Handhabung wirddiese nachi = 0. . .n Gliedern abgebrochen
und geht in die endliche Potenzreihe der Gleichung (6.50) über. Deren Güte hängt somit von der Anzahl
i = 0. . .n berücksichtigter Reihenglieder ab. Die Modellvorhersagen sind in AbbildungA.2 in Abhängig-
keit von n dargestellt. Mehr alsn = 37 Reihenglieder konnten mit MATLAB ® für die Materialparameter
G = 5 ⋅ 104Pa undβ = 5Pa nicht berechnet werden. Um die Güte der numerischen Modellvorhersagen
bewerten zu können, wird der Speichermodul zunächst mithilfe einersemi-analytischenLösungsstrategie
ermittelt. Dazu wird die analytisch bestimmte Spannungsantwort nach Gleichung (6.40) mittels der in
MATLAB ® implementierten Trapezregel52 trapz numerisch integriert. Da dieses Vorgehen numerisch
sehr robust und daher vertrauenswürdig ist, eignet es sich zur Bestimmung einer Referenzlösung. Weil

G
′ ch

/ P
a

γ̂ / 1
10−6 10−5 γcr 10−3 10−2 10−110i

10i+1

10i+2

10i+3

G

Abbildung A.2: Semi-analytische Referenzlösung für den Speichermodul nach Gleichung (6.51) mit k= 1
im Vergleich zum Speichermodul auf Basis der endlichen Potenzreiche nach Gleichung (6.50) für G =
5 ⋅104 Pa undβ = 5Pa; semi-analytisch:xxx; Potenzreihe (n = 1): ——, (n = 10): ⋯⋯, (n = 20): −−−,
(n= 37): - ⋅ - ⋅ -

die qualitativen Eigenschaften der semi-analytischen Referenzlösung des Speichermoduls (Abbildung
A.2) mit denen des PRANDTL Elements nachBoisly et al.(2014b; Abb. 4) übereinstimmen, werden sie
als „vertrauenswürdig“ eingestuft. Die analytischen Lösungen des Speichermoduls auf Grundlage der
endlichen Potenzreihe sind in AbbildungA.2 ebenfalls in Abhängigkeit von der Anzahl der Reihen-
glieder n dargestellt. Sie stimmt für „kleinere“ Schubverzerrungsamplituden mit der semi-analytischen

52(Oelschlägel und Matthäus 1988; S. 48), (Schwetlick und Roos 1999; S. 18, 123), (Plato 2006; S. 117), (Freund und Hoppe
2007; S. 166), (Dahmen und Reusken 2008; S. 348)
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Referenzlösung überein. Sie divergiert hingegen mit steigenden Schubverzerrungsamplituden. Je größer
die Anzahl berücksichtigter Reihengliedern, desto später beginnt der auf Grundlage der endlichen
Potenzreihe ermittelte Speichermodul von der semi-analytischen Referenzlösung zu divergieren. Da der
Speichermodul selbst mit der für MATLAB ® größt möglichen Anzahl an Reihenglieder (n= 37) divergiert,
kann er die Güte der semi-analytischen Referenzlösung nicht gewährleisten.

Die analytischen Lösungen fürach.k und bch.k, welche entsprechend den Gleichungen (6.61) und
(6.62) auf der endlichen Potenzreihe basieren, sind in AbbildungA.3 dargestellt. Die Integrale sind auf
Basis der in MATLAB ® implementierten Trapezregeltrapz numerisch ausgewertet. Es ist zu erkennen,
dass die Güte der Modellvorhersage ebenfalls von der Anzahln berücksichtigten Reihenglieder abhängt.
Wie zu erwarten ist, sind die Abweichungen umso geringer je größer die Anzahl berücksichtigter Reihen-
glieder n. Die Obergrenze der mit MATLAB ® berechenbaren Reihenglieder liegt fürG = 5 ⋅104Pa und
β = 5Pa bein= 77. Die maximal mögliche Anzahl berücksichtigter Reihenglieder genügt jedoch nicht, die
auf der Potenzreihe basierende analytische Lösung vonach.k mit der semi-analytischen Referenzlösung
vollends zur Übereinstimmung zu bringen: Fürn = 77 werdenach.k ab Schubverzerrungsamplituden
γ̂ > 5 ⋅ 10−3 unterbewertet. Um die Abweichungen zwischen der auf der endlichen Potenzreihe basie-
renden analytischen Lösung und der semi-analytischen Lösung bewerten zu können, werden zusätzlich
numerische Modellvorhersagen auf Grundlage der Exponentialfunktion nach Gleichungen (6.58) und
(6.59) bestimmt. Die darin vorkommenden Integrale werden mit derin MATLAB ® implementierten
Trapezregeltrapznumerisch integriert. Die Ergebnisse sind ebenfalls in Abbildung A.3 aufgetragen. Die
numerischen Ergebnisse fürach.k, basierend auf der Exponentialfunktion nach Gleichung (6.58), stimmen
für alle Schubverzerrungsamplituden mit der semi-analytischen Vergleichslösung entsprechend Gleichung
(6.51) überein. Fürbch.k ergibt sich das umgekehrte Ergebnis. Die mit der Potenzreihe formulierte
analytische Lösung (Gleichung (6.62)) stimmt für n = 77 mit der semi-analytischen Referenzlösung
nach Gleichung (6.52) für alle Schubverzerrungsamplituden überein. Die auf derExponentialfunktion
basierende analytische Lösung entsprechend Gleichung (6.59) divergiert für γ̂ → 0. Um sicherzustellen,
dass die Divergenzen rein numerischer Natur und physikalisch unbegründet sind, wird der Grenzwert
lim
γ̂→0

bch.k ausgehend von Gleichung (6.62) bestimmt. Dazu wird die Gleichung zunächst in

bch.k =
2β

π cosh( γ̂
γcr
) γ̂
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[(−1) k+1
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i=2
(G

β
)i γ̂ i

i !

3π
2

∫
π
2

sini(θ)cos(kθ)dθ

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
(A.180)

umgeformt. Der Grenzwert des letzten Summanden ist Null

lim
γ̂→0
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∑
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)i γ̂ i−1

i !

3π
2

∫
π
2

sini(θ)cos(kθ)dθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0 , (A.181)

sodass

lim
γ̂→0

bch.k =
4β
π k

lim
γ̂→0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(−1) k+1

2 +(−1) k−1
2 cosh( γ̂

γcr
)

γ̂ cosh( γ̂
γcr
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (A.182)

Weil

lim
γ̂→0
[(−1) k+1

2 +(−1) k−1
2 cosh( γ̂

γcr
)] = 0 ∀ k= ungerade (A.183)

lim
γ̂→0
[γ̂ cosh( γ̂

γcr
)] = 0 , (A.184)

wird die Gleichung mittels der Regel von BERNOULLI-L’H OSPITAL

lim
γ̂→0

f1(γ̂)
f2(γ̂) = lim

γ̂→0

f ′1(γ̂)
f ′2(γ̂) (A.185)
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Abbildung A.3: Vergleich von Modellvorhersagen der Höherharmonischen basierend auf drei Berech-
nungsgrundlagen fürG= 5 ⋅104Pa undβ = 5Pa;semi-analytischeReferenzlösung mittels numerischer In-
tegration der Gleichungen (6.51) und (6.52); analytische Lösung auf Grundlage einer Exponentialfunktion
nach Gleichungen (6.58) und (6.59); analytische Lösung auf Basis einer endlichen Potenzreihe nach Glei-
chungen (6.61) und (6.62); semi-analytisch:⋯⋯, Exponentialfunktion:——, Potenzreihe (n = 5): −−−,
(n= 20): - ⋅ - ⋅ -, (n= 77): ——
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auf

lim
γ̂→0

bch.k =
4β
π k

lim
γ̂→0
[(−1) k−1

2 sinh( γ̂
γcr
)]

lim
γ̂→0
[cosh( γ̂

γcr
)+ γ̂ sinh( γ̂

γcr
)] =

0
1
= 0 (A.186)

umgerechnet. Die Grenzwertbetrachtung der analytischen Lösung zeigt, dassbch.k mit kleiner werdender
Verzerrungsamplitude analog zum PRANDTL Element (Boisly et al. 2014b; Abb. 5) gegen Null geht.
Damit ist gezeigt, dass die Divergenzen vonbch.k für γ̂ → 0 aus AbbildungA.3 unphysikalisch und rein
numerischer Natur sind. Die numerischen Eigenschaften vonGleichung (6.59) scheinen demnach für
„kleine“ Verzerrungsamplituden nicht gut konditioniert zu sein.
Da die semi-analytische Lösung fürach.k undbch.k abschnittsweise mit mindestens einer der analytischen
Lösungen übereinstimmt, wird die semi-analytische Lösungals glaubwürdig eingestuft. Außerdem
wird die Sinnhaftigkeit der semi-analytischen Lösung durch Parallelen zu den analytischen Lösungen
des PRANDTL Elements ausBoisly et al. (2014b) bestätigt. Die Parallelen werden in AbschnittA.6.5
ausgearbeitet. Zusammenfassend kommt man also zum Schluss, dass die semi-analytische Referenzlösung
die präziseste aller Lösungen ist.

Die Verläufe der normierten Intensitäten, die sich aus den drei Beschreibungsweisen ergeben, sind
in AbbildungA.4 dargestellt. Die Divergenz der analytischen Lösung basierend auf der Exponentialfunk-
tion im Fall von γ̂ → 0 ist eine direkte Konsequenz der Divergenz vonbch.k. Die gute Übereinstimmung
der semi-analytischen Referenzlösung und der analytischen Lösung auf Basis der endlichen Potenzreihe
täuscht über deren numerische Diskrepanzen aus AbbildungA.3 hinweg.
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Abbildung A.4: Vergleich von Modellvorhersagen der normierten Intensitäten basierend auf drei Berech-
nungsgrundlagen fürG = 5 ⋅104 Pa undβ = 5Pa;semi-analytischeReferenzlösung mittels numerischer
Integration der Gleichungen (6.51) und (6.52), (k= 3): xxx, (k= 5): xxx, (k= 7): xxx, (k = 9): xxx; analyti-
sche Lösung auf Grundlage einer Exponentialfunktion nach Gleichungen (6.58) und (6.59), (k = 3): ——,
(k = 5): −−−, (k = 7):⋯⋯, (k = 9): - ⋅ - ⋅ -; analytische Lösung auf Basis einer endlichen Potenzreihenach
Gleichungen (6.61) und (6.62), (n = 77, k = 3): ——, (n = 77, k = 5): −−−, (n = 77, k = 5): ⋯⋯, (n = 77,
k= 3): - ⋅ - ⋅ -

A.6.5 Harmonische Materialfunktionen des endochronen MAXWELL Elements im Ver-
gleich zu denen des PRANDTL Elements

Wie bereits mehrfach erwähnt, sind die Eigenschaften des endochronen MAXWELL Elements in qualitati-
ver Hinsicht mit denen des PRANDTL Elements vergleichbar. Daher liegt es nahe, die Materialfunktionen
beider rheologischer Elemente direkt gegenüberzustellen. Die Gegenüberstellung erfolgt in diesem Ab-
schnitt für harmonische Materialfunktionen, welche einerverzerrungsgeregelten sinusförmigen Anregung
zugeordnet sind. AbbildungA.5 vergleicht Speicher- und Verlustmodul des endochronen MAXWELL

Elements mit denen des PRANDTL Elements. Die Höherharmonischen sowie normierte Intensitäten sind
in Abbildung A.6 dargestellt. Speicher- und Verlustmodul des endochronen MAXWELL Elements sind
mithilfe der semi-analytischen Referenzlösung berechnet, das heißt mittels der numerischen Integration
der analytischen Spannungsantwort aus Gleichung (6.40). Wie in AbschnittA.6.4 gezeigt wurde, liefert
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Abbildung A.5: Vergleich der Speicher- und Verlustmoduli des endochronen MAXWELL und PRANDTL

Elements fürG = 5 ⋅104 Pa undτy = β = 5Pa; Speicher- und Verlustmodul des endochronen MAXWELL

Elements entsprechen der semi-analytischen Referenzlösung (Gleichungen (6.51) und (6.52) mit k = 1);
G′p(γ̂): ⋯⋯, G′′p(γ̂): ⋯⋯, G′ch(γ̂): ——, G′′ch(γ̂): ——

dies die numerisch geeignetste Berechnungsgrundlage. Dienumerische Integration erfolgt unter Verwen-
dung der in MATLAB ® implementierten Trapezregeltrapz. In Abbildung A.5 ist zu erkennen, dass der
Speichermodul beider rheologischer Elemente nahezu identisch ist. Geringfügige Unterschiede treten
ausschließlich im Bereich der kritischen Schubverzerrungγcr auf. Da während eines verzerrungsgeregelten
Amplitudensweepŝγ = γcr den fest-flüssig Übergang des PRANDTL Elements infolge des Erfüllens der
Fließbedingung markiert, das endochrone MAXWELL Element im Gegensatz dazu keinen scharfen Fließ-
beginn besitzt, ist dieses Ergebnis plausibel. Aus demselben Grund unterscheiden sich die Verlustmoduli
beider rheologischer Elemente im Bereichγ̂ ≤ γcr erheblich. Der Verlustmodul des PRANDTL Elements ist
im Vorfließbereich identisch Null (Boisly et al. 2014b; Gl. (36)). Da das endochrone MAXWELL Element
infolge jeder noch so kleinen Last plastisch fließt, ist der Verlustmodul verschieden von Null. Wie zu
erwarten war, sind die Verlustmoduli beider rheologischerElemente im Bereicĥγ ≥ 2γcr nahezu identisch.

Die Höherharmonischen sowie die normierten Intensitäten sind in Abbildung A.6 dargestellt. Auf-
grund der Tatsache, dass sich beide rheologische Elemente hinsichtlich der Existenz eines fest-flüssig
Übergangs unterschiedlich verhalten, sind die Höherharmonischen des endochronen MAXWELL Elements
im Bereich γ̂ ≤ γcr verschieden von Null und die des PRANDTL Elements identisch Null. Mit steigender
Schubverzerrungsamplitude nähern sich die Höherharmonischen beider Elemente immer weiter an.
Die dritten Harmonischena3(γ̂) und b3(γ̂) sind ungefähr ab̂γ ≥ 10γcr nahezu identisch, die fünften
Harmonischena5(γ̂) und b5(γ̂) ab γ̂ ≥ 30γcr, die siebenten Harmonischena7(γ̂) und b7(γ̂) ab γ̂ ≥ 50γcr

und die neunten Harmonischena9(γ̂) und b9(γ̂) ab γ̂ ≥ 70γcr. Die Annäherung der Höherharmonischen
beider rheologischer Elemente wird durch die normierten Intensitäten in AbbildungA.6(e) belegt. Diese
sind analog zum Verlustmodul bereits abγ̂ ≥ 2γcr nahezu identisch. Dass die normierten Intensitäten des
endochronen MAXWELL Elements mit denen des PRANDTL Elements „praktisch identisch“ sind, validiert
rückwirkend betrachtet das semi-analytische Berechnungsverfahren als Referenzlösung.
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Abbildung A.6: Vergleich der Höherharmonischen und der normierten Intensitäten des PRANDTL und
endochronen MAXWELL Elements fürG= 5 ⋅104 Pa undτy = β = 5Pa; die Höherharmonischen des endo-
chronen MAXWELL Elements entsprechen der semi-analytischen Referenzlösung (Gleichungen (6.51) und
(6.52))
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A.7 Rohdaten der Messungen zur Fließkurve sowie Speicher- und Ver-
lustmodul einer 40 vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulver von
BASFTM suspendiert in die Trägerflüssigkeit MOTUL 300V

Im Folgenden sind die Rohdaten derjenigen Materialfunktionen einer magnetorheologischen Flüssigkeit
aufgeführt, die in dieser Arbeit zur Modellierung des Materialverhaltens in Abschnitt8 ausgewertet wer-
den. Das beinhaltet die Fließkurve sowie Speicher- und Verlustmodul einer 40 vol% Suspension aus Car-
bonyleisen Pulver von BASFTM, welche in die Trägerflüssigkeit MOTUL 300V suspendiert sind. Die Ma-
terialfunktionen sind für die Magnetfelder∣B∣ = 0mT, ∣B∣ = 50mT, ∣B∣ = 150mT und∣B∣ = 300mT in den
nachfolgenden Tabellen hinterlegt. Das Verhalten für∣B∣ = 0mT gleicht dem einer normalen Suspension,
welche in Abschnitt8.1gesondert betrachtet ist.

Tabelle A.1: Rohdaten der Fließkurve einerΦ = 40vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulver von
BASFTM suspendiert in die Trägerflüssigkeit MOTUL 300V

i ˙̃γi / s−1 τ i
∞.meas( ˙̃γi) / Pa

∣B∣ = 0mT ∣B∣ = 50mT ∣B∣ = 150mT ∣B∣ = 300mT

1 1.00E-03 5.879E-01 9.5070E+01 1.9190E+03 4.34600E+03
2 5.13E-03 1.749E+00 1.3920E+02 2.3370E+03 6.73400E+03
3 9.25E-03 2.537E+00 1.7630E+02 2.5370E+03 8.51100E+03
4 1.34E-02 3.304E+00 2.0660E+02 2.6360E+03 9.69900E+03
5 1.75E-02 4.118E+00 2.2910E+02 2.6940E+03 1.03600E+04
6 2.16E-02 4.803E+00 2.4570E+02 2.7390E+03 1.06700E+04
7 2.58E-02 5.407E+00 2.5840E+02 2.7780E+03 1.08500E+04
8 2.99E-02 6.088E+00 2.6860E+02 2.8090E+03 1.09800E+04
9 3.40E-02 6.722E+00 2.7730E+02 2.8370E+03 1.10100E+04

10 3.81E-02 7.307E+00 2.8480E+02 2.8610E+03 1.10800E+04
11 4.23E-02 7.864E+00 2.9140E+02 2.8780E+03 1.11000E+04
12 4.64E-02 8.430E+00 2.9730E+02 2.8860E+03 1.11000E+04
13 5.05E-02 8.956E+00 3.0290E+02 2.8970E+03 1.11300E+04
14 5.46E-02 9.413E+00 3.0800E+02 2.9090E+03 1.11100E+04
15 5.88E-02 9.804E+00 3.1290E+02 2.9230E+03 1.11200E+04
16 6.29E-02 1.014E+01 3.1750E+02 2.9340E+03 1.11300E+04
17 6.70E-02 1.043E+01 3.2180E+02 2.9460E+03 1.11500E+04
18 7.11E-02 1.069E+01 3.2580E+02 2.9560E+03 1.11600E+04
19 7.53E-02 1.091E+01 3.2970E+02 2.9670E+03 1.12000E+04
20 7.94E-02 1.109E+01 3.3320E+02 2.9770E+03 1.12000E+04
21 8.35E-02 1.127E+01 3.3650E+02 2.9890E+03 1.12100E+04
22 8.76E-02 1.141E+01 3.3940E+02 3.0010E+03 1.12000E+04
23 9.18E-02 1.155E+01 3.4210E+02 3.0090E+03 1.11800E+04
24 9.59E-02 1.168E+01 3.4450E+02 3.0200E+03 1.11900E+04
25 1.00E-01 1.178E+01 3.4660E+02 3.0300E+03 1.12200E+04
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Tabelle A.2: Rohdaten des Speichermoduls einerΦ = 40vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulver von
BASFTM suspendiert in die Trägerflüssigkeit MOTUL 300V

i γ̂i / 1 G
′ i
meas(γ̂i) / Pa

∣B∣ = 0mT ∣B∣ = 50mT ∣B∣ = 150mT ∣B∣ = 300mT

1 1.001E-05 4.5913E+02 4.5090000E+05 1.69633333E+06 3.71000000E+06
2 1.550E-05 5.5990E+02 4.6700000E+05 1.80200000E+06 2.15800000E+06
3 2.404E-05 5.7000E+02 4.7043333E+05 1.81800000E+06 2.73566667E+06
4 3.728E-05 5.7000E+02 4.6210000E+05 1.82000000E+06 2.76233333E+06
5 5.779E-05 5.7360E+02 4.3830000E+05 1.81633333E+06 2.76933333E+06
6 8.961E-05 5.5610E+02 3.9593333E+05 1.78933333E+06 2.77133333E+06
7 1.389E-04 5.5163E+02 3.3750000E+05 1.72633333E+06 2.76700000E+06
8 2.154E-04 5.3140E+02 2.7286667E+05 1.60766667E+06 2.75300000E+06
9 3.340E-04 4.8493E+02 2.0950000E+05 1.42366667E+06 2.71500000E+06

10 5.180E-04 4.2817E+02 1.5403333E+05 1.18833333E+06 2.64233333E+06
11 8.031E-04 3.6347E+02 1.1030000E+05 9.37833333E+05 2.51700000E+06
12 1.245E-03 2.9150E+02 7.7660000E+04 7.05233333E+05 2.32866667E+06
13 1.931E-03 2.4140E+02 5.4383333E+04 5.15166667E+05 2.03100000E+06
14 2.994E-03 1.9523E+02 3.8010000E+04 3.73566667E+05 1.68666667E+06
15 4.641E-03 1.5660E+02 2.6626667E+04 2.72666667E+05 1.08356667E+06
16 7.196E-03 1.2434E+02 1.8666667E+04 1.97833333E+05 7.54466667E+05
17 1.116E-02 9.7370E+01 1.2940000E+04 1.39533333E+05 5.39366667E+05
18 1.730E-02 7.6640E+01 8.7933333E+03 9.46833333E+04 3.70400000E+05
19 2.682E-02 6.1133E+01 5.8280000E+03 6.09433333E+04 2.46800000E+05
20 4.159E-02 4.7593E+01 3.7526667E+03 3.73833333E+04 1.56166667E+05
21 6.449E-02 3.5337E+01 2.3483333E+03 2.22533333E+04 9.46766667E+04
22 1.000E-01 2.5193E+01 1.4390000E+03 1.36666667E+04 5.52966667E+04

Tabelle A.3: Rohdaten des Verlustmoduls einerΦ = 40vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulver von
BASFTM suspendiert in die Trägerflüssigkeit MOTUL 300V

i γ̂i / 1 G
′′ i
meas(γ̂i) / Pa

∣B∣ = 0mT ∣B∣ = 50mT ∣B∣ = 150mT ∣B∣ = 300mT

1 1.001E-05 4.4380E+02 7.976000E+04 1.1764000E+05 4.4403333E+04
2 1.550E-05 4.4507E+02 7.919333E+04 1.0550000E+05 2.8701667E+05
3 2.404E-05 4.2897E+02 7.827667E+04 9.6473333E+04 4.1850000E+04
4 3.728E-05 4.3350E+02 8.075667E+04 8.6106667E+04 3.8053333E+04
5 5.779E-05 4.3310E+02 8.584333E+04 8.9570000E+04 3.7053333E+04
6 8.961E-05 4.2550E+02 9.341000E+04 1.0223000E+05 3.7643333E+04
7 1.389E-04 4.2427E+02 9.943667E+04 1.2993333E+05 4.0146667E+04
8 2.154E-04 4.2270E+02 1.016133E+05 1.8330000E+05 5.0003333E+04
9 3.340E-04 4.1907E+02 9.785000E+04 2.6153333E+05 7.1590000E+04

10 5.180E-04 4.1533E+02 8.843333E+04 3.4013333E+05 1.1741667E+05
11 8.031E-04 4.0443E+02 7.567333E+04 3.8503333E+05 2.0190667E+05
12 1.245E-03 3.7550E+02 6.199000E+04 3.8090000E+05 3.1562333E+05
13 1.931E-03 3.5533E+02 4.937000E+04 3.3733333E+05 4.6323333E+05
14 2.994E-03 3.2473E+02 3.862667E+04 2.7610000E+05 5.6650000E+05
15 4.641E-03 2.8973E+02 2.972333E+04 2.1580000E+05 6.5446667E+05
16 7.196E-03 2.5327E+02 2.251333E+04 1.6593333E+05 5.4363333E+05
17 1.116E-02 2.1780E+02 1.683000E+04 1.2710000E+05 4.1936667E+05
18 1.730E-02 1.8367E+02 1.238333E+04 9.6383333E+04 2.9593333E+05
19 2.682E-02 1.4867E+02 8.928667E+03 7.1353333E+04 2.0570000E+05
20 4.159E-02 1.1452E+02 6.257000E+03 5.0270000E+04 1.4273333E+05
21 6.449E-02 8.5447E+01 4.222333E+03 3.3073333E+04 9.6296667E+04
22 1.000E-01 6.4313E+01 2.723333E+03 2.0446667E+04 6.1036667E+04
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In dieser Dissertation wird das viskoplastische Schubverhalten eines ma-
gnetorheologischen Fluids (MRF) modelliert. Mithilfe eines phänomenologi-
schen Modellierungsansatzes auf Basis nichtlinearer rheologischer Elemente
können die gemessenen Fließkurven sowie Speicher- und Verlustmoduli
abgebildet werden. Ein MRF ist ein Material mit fest-flüssig Übergang.
Es besitzt von einem Magnetfeld abhängige Materialeigenschaften. Um
diese beschreiben zu können, wird zunächst eine phänomenologische
Stoffklassifizierung eingeführt. Auf deren Grundlage teilen sich Stoffe
allgemein in Flüssigkeiten, Festkörper und Materialien mit fest-flüssig
Übergang auf. Zur Beschreibung des Materialverhaltens von MRF werden
drei viskoplastische Modelle formuliert und gegenübergestellt. Zur Identi-
fikation der Materialparameter wird eine Identifikationsstrategie auf der
Grundlage charakteristischer Punkte entwickelt. Charakteristische Punkte
sind exklusive Punkte von Materialfunktionen, die analytisch beschrieben
und ohne Weiteres experimentell ermittelt werden können. Analytische
Ausdrücke für charakteristische Punkte der Speicher- und Verlustmoduli
werden über das Analogieprinzip unter Verwendung von Lissajous Dia-
grammen abgeleitet. Infolgedessen können die Materialparameter durch
das Auswerten algebraischer Zusammenhänge identifiziert werden, ohne
nichtlineare Optimierungsverfahren anwenden zu müssen. Hierbei stellt die
Fließspannung einen signifikanten Materialparameter dar. Deswegen werden
die Standardverfahren zur Bestimmung der Fließspannung auf rheologische
Modelle angewendet und bewertet.
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