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1. Zielstellung und Aufbau der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Modellierung des makroskopistiéaterialverhaltens einamagnetorheologi-
schen Komposi(MRK). Das MRK besteht aus einem offenzelligen Polyuretf@b)) Schaum mit ge-
richteten Hohlraumstrukturen, welche mit einemagnetorheologischen FIu{d/RF) beflillt sind. Auf die
Herstellung des MRK sei an dieser Stelle nicht weiter eiagggn. Sie ist ilDohmen et al(2014) de-
tailliert erklart. Die mehrskalige Betrachtung des hiehischen Werkstoffaufbaus ist in Abbildurigl
schematisch dargestellt. Die Bestandteile des MRK singdigmere Matrix inklusive Lufteinschlissen

offenzelliger Schaum Tragerﬂu\SSng6It polymere

> =S Matrix
Homogenisierung [(f7 =
—
kalisierun
9,

(X
Lufteinschluss
i

NG c/ O
Hohlraum befillt mit MRF magnetisierbarer Partikel
Makroebene Mesoebene Mikroebene

Abbildung 1.1: Mehrskalige Betrachtung des hierarchiackiéerkstoffaufbaus eines magnetorheologi-
schen Komposites, bestehend aus einem Polyurethan Matkgteff mit vier zylinderférmigen Hohl-
raumstrukturen, die nadbohmen et al(2014) mit einem magnetorheologischen Fluid beftllt sind.

und die in eine Tragerflissigkeit eingebrachten magndsien Partikel. Diese elementaren Bestandteile
sind auf der Mikroebene vollstandig aufgeltst. Die vierrmyérformigen Hohlraumstrukturen des MRK
sind auf der Mesoebene zu erkennen. Sie sind mit MRF befiidt werleihen dem Komposit magne-
torheologische (MR) Eigenschaften. Unteagnetorheologischen Eigenschaftarsteht man die Veran-
derbarkeit der Materialeigenschaften in AbhangigkeiesiMagnetfeldes. Dieser Effekt wird deshalb als
magnetorheologischer Effelsezeichnet. Er ist in Abbildungy.1durch die auf der Makroebene magnetisch
veranderbaren elastischen, viskosen und reibungsbtratiggenschaften schematisch dargestellt.

Die Modellierung des effektiven Materialverhaltens seligt konstitutive Beschreibung sowohl des Ma-
trixwerkstoffs als auch des MRF voraus. Weil es in der Liwgrausreichend viele Materialgesetze zur
Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Polyrhegin ist diese Arbeit auf die Modellierung
des Materialverhaltens magnetorheologischer Fluidedsikut.

Allgemeine Informationen zu magnetorheologischen Fluistawie die in dieser Arbeit angewendete Stra-
tegie zur Materialmodellierung werden in Absch@ittrklart. Die Bestandteile von MRF sind in Abschnitt
2.1vorgestellt. Die Zusammensetzung des in dieser Arbeit @edeten MRF ist in Abschni@.2 hinter-
legt. Auf das von der Partikel Volumen Konzentration abhgagd/erhalten wird in AbschnitR.3 einge-
gangen. Im Anschluss dessen wird auf den Wirkmechanismu$/geEffekts (Abschnit2.4) sowie den
aus phanomenologischer Sicht definierten fest-fliissigdaimgy (AbschnitR.5) eingegangen. Es folgen in
Abschnitt2.6 die Anwendungsbereiche von MRF. Die Parallelen zu elef&ologischen Fluiden (ERF)
werden in Abschnit2.7 aufgezeigt, um Erkenntnisse auch zur Modellierung fur MRFhatzen. Die
magnetischen und mechanischen Eigenschaften der in dieseit verwendeten magnetorheologischen
Flissigkeit werden in Abschnif.8 vorgestellt. Um diese abbilden zu kénnen, werden in Abst2m®
Anséatze zur Modellierung des Materialverhaltens maghetapgischer Fluide diskutiert. Im Hinblick auf

l(Tschoegl 1989 (Schwarzl 199) (Lion 1994, (Keck 1999, (Sedlan 200§ (Nasdala 2000(Lion 2000h, (Haupt 2002,
(Kardelky 2004, (Kéastner 201D



die Modellierung des makroskopischen Materialverhaltdes magnetorheologischen Komposites, bie-
tet sich fur MRF die phanomenologische Materialbeschragban. Eine zweistufige phanomenologische
Modellierungsstrategie auf der Grundlage eindimensamislaterialbeziehungen von rheologischen Ele-
menten wird in Abschnit.10vorgestellt. Die phanomenologische Materialmodelligrenfolgt in dieser
Arbeit auf der Grundlage von Scherversuchen. Dazu werdeeiddimensionalen Zusammenhénge zwi-
schen der Schubspannungskoordinatend der zugeordneten Schubverzerrygfiir Versuche sowohl
mit konstanter Scherrate als auch sinusférmiger SchemnBereichgeometrisch linearer Theoriaus-
gewertet. Die Abfolge von Teilarbeitsschritten einer atgfigen Modellierungsstrategie ist in Abbildung
2.8 gegeben. Entsprechend werden Schwerpunkte dieser Adf@itett. Dazu gehtren die Berechnung
der Modellvorhersagen fir die FlieRkurve und fimdRIER Transformierte. Sie bilden die Voraussetzung
zur Entwicklung von Materialmodellen auf Grundlage von Btsten. Diese Arbeit zielt ebenfalls auf
die Identifizierung sogenannter charakteristischer Rumkih Materialfunktionen ab. Diese charakteristi-
schen Punkte dienen als Startwerte fur eine physikaliscliviexe Parameteridentifikation, welche rein
mathematisch arbeitende nichtlineare Optimierungskiezfaersetzt. Weitere Schwerpunkte sind die wenn
maoglich analytische Berechnung von Materialantworten egefpenen Lasten, die Klassifikation von Ma-
terialien in die drei StoffklasseRestkorper Flussigkeitund Material mit fest-flissig Ubergangpwie die
Motivation zur Definition der Viskositat als differentielViskositat.

In Abschnitt3 werden die fiir diese Arbeit benétigten grundlegenden Aspelr Materialmodellierung
betrachtet. Auf die kinematische Beschrankung hinsiditiier Modellierung von physikalisch nichtli-
nearem Materialverhalten im Bereich geometrisch linedtexorie wird in Abschnitt3.1 eingegangen.
Anschliel3end werden in AbschnBt2 die kinematischen Beziehungen fiir einfachen Schub austgwe
Die Bestimmung der Gleichgewichtsspannung wird in Absitt#B diskutiert. Sie beruht nachlaupt
(2002 auf der additiven Aufteilung der Gesamtspannung in eireédBfjewichts- und Uberspannung. Auf
praktische Aspekte hinsichtlich der Interpretation vorp&imenten wird in AbschnitB.4 eingegangen.
Dabei werden die Gedanken vomblPT zur Bestimmung der Gleichgewichtsrelation fortgefuhrtl auf
alle Stoffklassen angewendet. Als Ergebnis wird die Glegchchtigung zwischen der Bestimmung der
Gleichgewichtsrelation mittels Relaxations- oder Kriegherimenten aufgezeigt. In Abschr8tbwird ei-

ne Mdglichkeit zum Nachweis voRatenabhangigkeaufgefihrt. Neben der Gleichgewichtsrelation wer-
den in Abschnitt3.6 ratenabhéngige Eigenschaften fur die Einteilung von Nlterhalten nachiHaupt
(2002 S. 269) in die vier Materialklassdblastizitat Plastizitat Viskoelastizitatund Viskoplastizitataus-
gewertet. Die Materialklassifikation nachadPT ermdglicht eine systematische Einordnung der in dieser
Arbeit verwendeten rheologischen Elemente. Die Bestingrwam Materialfunktionen rheologischer Ele-
mente zu verzerrungsgesteuerten Anregungen, sowohlakdastals auch oszillatorischer Scherrate, ist in
den Abschnitter8.7 und 3.8 erklart.

Die Begriffe verzerrungsgesteuetind spannungsgesteuenterden in dieser Arbeit folgendermalfen ver-
standen: Sowohl theoretische als auch praktische Expetinkénnen entweder kraft- oder verschiebungs-
geregelt gesteuert werden. Bei kraftgesteuerten Versusind Krafte und/oder Momente asil3ere Be-
lastungbeziehungsweiséauRere Anregungebekannt Balke 2010b Absch. 1.2). Verschiebung und/oder
Verdrehungen stellen sich dementsprechend ein. Fir velgcigsgesteuerte Versuche werden Verschie-
bungen und/oder Verdrehungen als auf3ere Anregungen edrgegKrafte und/oder Momente werden ge-
messen. Daher sind die Begrifpannungsgeregelind verzerrungsgeregeftir homogene Feldverteilun-
gen zutreffendaupt 1977 S. 139). Infolgedessen kénnen Spannungen aus KréaftenderdMomenten
beziehungsweise Verzerrungen aus Verschiebungen umd/eddrehungen direkt ermittelt werden. Die
Begriffe Anregungund Belastungwverden im Folgenden gleichbedeutend interpretiert. Eatsend einer
analogen Argumentation unter der Voraussetzung homodeidwerteilungen, werden in dieser Arbeit
das ,Messen einer Spannung®, ,Messen einer Verzerrungiesdas ,Messen einer Materialfunktion®,
wie beispielsweise der FlieRkurve als auch Speicher- unididfenodul, verstanden.

Ein Ergebnis dieser Arbeit ist die Einflihrung einer Stafdifizierung in Abschnitdl. Sie beriicksich-
tigt eine dritte Stoffklasse, den Materialien mit fest-fligsUbergang, in die sich viele Vertreter von Soft
Matter (weiche Materie) einordnen. Diese Stoffklasse iis¢ ért Zwischenklasse von Flissigkeiten und
Festkorpern. Weil die Begriffsdefinition teilweise nhkitieRenverknpft ist, wird in Abschnité.1 zwi-
schen viskosem (ratenabhangigem) und reibungsbehafles@emunabhangigem) Fliel3en unterschieden.
Um Nutzen und Notwendigkeit der Stoffklassifizierung zu wieten, werden im Abschnit4.2 einige

2(Mezger 2010S. 249), Mezger 2015S. 82)



1. Zielstellung und Aufbau der Arbeit 3

in der Literatur bestehenden Ansétze zur Begriffsdefinitton Festkorperund FlUssigkeitprasentiert.
Darauf aufbauend ergibt sich in Abschnti3 die Klassifizierung von Stoffen in drei Stoffklassen, den
Festkorpern, Flussigkeiten und Materialien mit fest-flji¢sbergang.

In den Abschnitterb und 6 werden rheologische Modelle untersucht, die im Anschlusdvindellierung
der in Abschnit2.8 dargestellten Messergebnisse eines magnetorheologisthiels genutzt werden. Das
sogenannte rROSSBINGHAM-HOOKE Element wird in Abschnitb eingefiihrt. Die theoretische Vorbe-
trachtung des endochronenaMwELL Elements wird in Abschnit6 dargelegt. Zu Beginn werden in den
Abschnitten5.1 und 6.2 die konstitutiven Beziehungen der rheologischen Elemketgeleitet. Weil der
Autor dieser Arbeit die konstitutiven Beziehungen deRoSsBINGHAM-HOOKE Elements bezuglich
gegebener Anregungen nicht mehr analytisch l6sen konntelem stattdessen numerische Losungen be-
rechnet. Die numerische Implementierung der Materiatplengen des rRosSsBINGHAM-HOOKE Ele-
ments ist in Abschnitb.2erklart. Die Materialantwort bezulglich einer konstantem2érrungsrate wird fur
das riROSsSBINGHAM-HOOKE Element in Abschnitb.3und fir das endochrone AXweLL Elementin
Abschnitt 6.3 hergeleitet, um die Modellvorhersage fir die FlieRkurvetibemen zu kénnen. Die Mo-
dellvorhersagen fiir Speicher- und Verlustmodul sowie Hiddenonische werden in den Abschnitied
und6.4ermittelt. Ziel dabei ist es, charakteristische PunkteMiaterialfunktionen zu identifizieren, die es
ermdglichen, Materialparameter rheologischer Modellbestimmen, ohne rein mathematisch arbeitende
nichtlineare Optimierungsverfahren zur Minimierung voesiiuen verwenden zu missen.

Ein fir Materialien mit fest-flissig Ubergang entscheidamidaterialparameter ist die FlieRspannung be-
ziehungsweise die pseudo FlieRspannung. WeiKaesezept der FlieRspannung der Literatur teils kon-
trovers diskutiert wird, positioniert sich der Autor diegliglich in Abschnitt7. Auf die Berechtigung
des Konzepts der FlieBspannung, im Sinne der phanomesctagi Materialmodellierung, wird in Ab-
schnitt 7.1 naher eingegangen. Die Flie3spannung wird in dieser Adigiphdnomenologischer Mate-
rialparameter interpretiert, der im Rahmen der Materialefieerung unter idealisierten Annahmen und
Arbeitshypothesen Anwendung findet. Um die Arbeitsweissgawahlter Methoden zur Identifizierung
der FlieBspannung zu untersuchen, werden diese in den Aitiscty.2 bis 7.8 fur rheologische Modelle
verschiedener Material- und Stoffklassen diskutiert.

Die Materialmodellierung eines magnetorheologischendBlunter einfachem Schub wird in Abschnitt
8 durchgefiihrt. Das in dieser Arbeit verwendete MRF hat eiagill Volumen Konzentration von
® = 40vol%. Es besteht aus BASH Carbonyleisen Pulver (CIP) vom Typ CC mit einem mittlerendu
messer von einem bis funf Mikrometer, welches in die Tragssfgkeit MOTUL 300V suspendiert ist. Zu-
nachst wird in Abschnit8.1das Materialverhalten ohne dem Einfluss eines auf3eren Malgies model-
liert. Das MRF verhalt sich in diesem Fall wie eine ,normaffspensionAnschlie3end werden verschie-
dene Gesamtmodelle zur Modellierung des Materialverhsltenter dem Einfluss eines &uf3eren Magnet-
feldes aufgezeigt. Diese unterscheiden sich in der WahVidkeplastischen beziehungsweise plastischen
Teilmodells, welchem ein rRossMAXWELL Element Boisly et al. 201% parallel geschalten wird. In
Abschnitt8.2 wird das Gesamtmodell auf Basis deRiSSBINGHAM-HOOKE Elements aus Abschnitt

5 fur die Modellierung der Messergebnisse von AbschhBtzugrunde gelegt. Anschlie3end wird in Ab-
schnitt8.3ein Gesamtmodell basierend auf demARDTL Element Boisly et al. 2014hausgewertet. Das
auf dem endochronen MkweLL Element (Abschnit6) aufgebaute Gesamtmodell findet in Abschaig
Anwendung. Die Motivation fur jedes dieser Modelle wird antl deren qualitativen Eigenschaften zu Be-
ginn des ersten Modellierungsschrittes aufgezeigt. Arefdbnd werden die Materialparameter mittels den
in Experimenten ermittelten charakteristischen Punkinativ bestimmt. Die Modellvorhersagen werden
mit den Messwerten verglichen und diskutiert. In Absch®ifwerden abschlieRend die Modellierungs-
strategien evaluiert.

Somit stehen alle phdnomenologischen MaterialmodelleBeschreibung des makroskopischen Verhal-
tens eines magnetorheologischen Komposites unter Drlagtbag zur Verfligung. Auf der Grundlage des
auf dem rGRossBINGHAM-HOOKE Element basierenden Gesamtmodells wird fir das MRK in Atiisich

9 ein Finite Elemente (FE) Modell im Programmsystem MSC.Mdenta® erstellt. Dabei werden die
geometrischen Gegebenheiten des MRK berticksichtigt,heedmnahmen hinsichtlich der Modellierung
des Materialverhaltens von MRF zur Vereinfachung rectigfen. Als Resultat dessen wird die linearisier-
te Form des auf dem r@®ssBINGHAM-HOOKE Element basierenden Gesamtmodells aus AbscBuaitt
ermittelt und fir die Materialbeschreibung des MRF im MRKibit. Anschlie3end werden Messergeb-
nisse und makroskopische Modellvorhersagen gegentilveliges






2. Informationen zu magnetorheologischen Fluiden
und Anséatze zur Materialmodellierung

Magnetorheologische Fluide kénnen in die Klagselligenter Materialient eingeordnet werdeh In-
telligente Materialien sind Stoffe, fir welche mindestense ihrer Eigenschaften Uber eine aul3ere Sti-
mulierung beeinflusst werden kafirDas Materialverhalten eines MRF kann man mithilfe eineeéien
Magnetfeldes gezielt einstellen.

2.1 Bestandteile von magnetorheologischen Fluiden

Vom Wesen sind magnetorheologische FluRlespensionerdas heildt ein Gemisch aus festen Partikeln
und einer Tragerflissigkéit Die Partikel magnetorheologischer Fluide simdgnetisierbarund Mikro-
meter grof3. Als Ausgangsmaterial fir magnetisierbarekeavterden in der Literatur verschiedene Werk-
stoffe verwendetRabinow (1948 S. 1312 ff.) erwéhnt die Herstellung von MRF mittels Carfeisen
Pulver®, Eisenlegierung aus Eisen—Kobalt oder Eisen—Nickehpur et al. 1996S. 125), nicht-rostenden
Stahlspénen, wasserstoff reduziertes Eisen und Eisefibgnetit)®. Carbonyleisen Pulver wird durch
die thermische Trennung von Eisenpentacarbonyl herdfedislist aufgrund der gro3en Sattigungsma-
gnetisierung vorpMs = 2.1 T weit verbreitet Yicente et al. 2011S. 3701Y. Zwar ist die Sattigungsma-
gnetisierung von Eisen—Kobalt Legierungen gréRRer, sigigetirca 2.4 T, jedoch ist die Herstellung von
Carbonyleisen preiswerter Eine weitere vorteilhafte Eigenschaft von Carbonyleistmie ,geringe®
Koerzitivfeldstarke'®. Carbonyleisen ist in guter Naherung weichmagnetischs Hai3t die magnetische
Hysterese ist vernachlassighar Diese Eigenschaft ist zwingend notwendig fur die Herstejlvon ma-

! There is no standard definition for smart materials, anchgesuch as intelligent materials, smart materials, adaptiateri-
als, active devices, and smart systems are often usedtiategeably* Schwartz 2002S. 545, 860).

2(Kordonsky 1993 S. 395), Jolly etal. 1996 S. 607), Yeh und Chen 1997S. 274), Carlson und Jolly 20Q0S. 555),
(Simon et al. 2001S. 273), Chen und Yeh 2002bS. 461), Butz und von Stryk 2002S. 3), Schwartz 2002S. 217, 392),
(Zschunke 2005S. 1), Brigadnov und Dorfmann 200%. 29), Chaudhuri et al. 20065. 261), Harris 2011 S. 2), {icente et al.
2011 S. 3701)

3 The termsmart materialgenerally designates a material that changes one or maiebiperties in response to an external
stimulus” (Schwartz 2002S. 545, 860). ,SMART materials (SM). Generally speaking3is we mean such materials whose
main utility characteristics expressed by means of the ihadm of one physical field strongly depends on the magninfde
another field* Kaleta et al. 2009S. 35). ,What all smart materials have in common is the Bbit convert one type of energy
to another. [...] A key to practical applications is the fHwit this conversion can occur in a controlled manner. Neltethat
manifest this property of responding in a controllable faslto changes in the environment are commonly termed snednals*
(Bhavsar et al. 20085. 32).

4(Hackley und Ferraris 2001S. 3), Figura 2004 S. 59), Verein Deutscher Ingenieure 2Q06. Lah 1), Pal 2007 S. 73),
(Sato et al. 2013S. 2)

5(Harvey 1953, (Ashour et al. 1996S. 125), Laun et al. 1996S. 417), Bolter und Janocha 199B. 149), {olkova et al.
200Q S. 91), Bossis et al. 2002S. 224), Genc und Phule 200%. 140), Carlson 2002S. 431), Trendler 2007 S. 4967),
(Samouhos und McKinley 2005. 433)

6(Harvey 1953, (Rosensweig 1982%. 89), Lemaire und Bossis 1998. 1473)

7(Bblter und Janocha 1993%. 149), Tao 2001 S. R979), Brigadnov und Dorfmann 200%5. 30), Michalowsky 2006S. 135)

8(Ashour et al. 1996S. 124), Genc und Phule 2003. 141), Zschunke 2005S. 17), Brigadnov und Dorfmann 2005. 30)

9(JoIIy et al. 1996 Abb. 4), Bolter und Janocha 199B. 149), Bossis et al. 2002S. 224), Genc und Phule 20025. 140,
Abb. 4), Michalowsky 2006 S. 135), Chaudhuri et al. 20065. 261), Lopez-Lopez et al. 20QRbb. 2)

10(Racho et al. 1987S. 384), Recknagel 1990S. 314), O'Handley 2000 S. 21), Kories und Schmidt-Walter 2004. 80),
(Stocker 2005S. 445), Fasching 2005S. 434), Michalowsky 2006 S. 45), Hering et al. 2007S. 374)

1 (0’Handley 2000 S. 21), Kories und Schmidt-Walter 20048. 81), Stocker 2005S. 444), Brandt und Dahmen 2005
S. 270), Fasching 2005S. 441), Michalowsky 2006 S. 131), Hering et al. 2007S. 376)
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gnetorheologischen Fluiden, da sie die reversible Scuditit des magnetorheologischen Effektes sowie
einen groRen Anwendungsbereich sicherstebird Corporation 2011

Das Tragerfluid ist nicht-magnetisiertdrund kann aus Mineraldf, synthetischnem Gf, Silikon6it®,

auf Petroleum basierten & oder aus Wasséf bestehen. Im Allgemeinen kénnen Fliissigkeiten Ver-
wendung finden, die Uber einen ,grof3en” Bereich temperatbitsund nicht entflammbar sind. Damit der
magnetorheologische Effekt eines Probekdrpers im Veldgleum Verhalten ohne auRerem Magnetfeld
nicht vernachlassigbar ist, sollte die Anfangsviskositét Tragerfliissigkeit ausreichend ,gering” s&in
Darunter wird der Bereich vong = 0.01 - 1Pas verstanden.

Der Tragerflissigkeit werden ebenfalls Additive und Stabibren beigemengt, um Eigenschaften be-
ziiglich Sedimentation, Abrasion, Agglomeration (Aggtemd und Redispergierbarkeit zu verbessérn
Daflr kommen thixotrope Substanzen und Tenside wie bdsspéése Xanthan, Kieselsauregel, Steara-
te und Carboxylsaure infrage€érison und Jolly 2000S. 556). Die Verwendung von Olsaure wird bei
Rosensweig1982 S. 89) undGans et al(1999 S. 210) erwahnt. Eine Ubersicht (iber Stabilisatoren in
Abhangigkeit von der Partikel Volumen Konzentration ist Bechunkeg2005 S. 18) zu finden.

2.2 Zusammensetzung des verwendeten magnetorheologisaliduids

Das in dieser Arbeit untersuchte MRF beseht aus BASEIP CC Partikeln. Diese sind dem Motor-
6l MOTUL 300V untergemischt, welches bei 25°C eine dynahes®iskositat von 33 mPas besitzt
(Dohmen et al. 201,05. 207). DiePartikel Volumen Konzentratio® = Vpa” 100vo|% des MRF betragt un-
gefahr® = 40vol%. Dies ist ein Mal3 fur das Verhaltnis zwischen demlkéimolumen Vpart, und dem ge-
samten Volumen der Suspensidy,sp Die nahezu spherische Gestalt der Carbonyleisen PastkelAb-
bildung2.1mittels Rasterelektronenmikroskopie (SEM) gezeigt. lE&SAufnahme wurde von AF DER
LANDWEHR % erstellt und ist auslintze und Heinrich(2011; Abb. 1) entnommen. Die Partikelgroen-
verteilung des Carbonyleisen Pulvers wurde mittels Lasegbng von GIssLER?! gemessen. Dies bein-
haltet die Summenverteilun@(x) € [0,1] in Abhangigkeit der Partikelgrof3eund deren Dichteverteilung
g= dQ(X) in der Einheit Yum. Die Messungen aus Abbildu22wurden erstmals iflintze und Heinrich
(2011 Abb 2) veroffentlicht. Auf der linken Achse sind diskratéerte der Summenverteilur@; () mit

i e N* fUr diskrete PartikelgroRex zu erkennen. Die Dichteverteilurgg,; (X;) = W istin Abhén-
gigkeit der mittleren Partikelgré@e = 4™ bestimmt worden und ist auf der rechten Achse dargestellt.
Daraus ist ersichtlich, dass der Durchmesser der meistgikéd?@wischen einem und finf Mikrometer
liegt.

2(Jolly etal. 1996 S. 607), Hagenbiichle und Liu 1997S. 7664), Jolly etal. 1999b S. 2037), Tao 2001 S. R979),
(Simon et al. 2001S. 273), Genc und Phule 2003. 140), Bossis et al. 2002S. 224), Brigadnov und Dorfmann 200%. 29),
(Smith 2005 S. 34), Chaudhuri et al. 20065. 261), Lopez-Lopez et al. 20065. 543), Dixon 2007 S. 321), Laun et al. 2008
S. 1049), Harris 2011 S. 1), Kuzhir et al. 2011aS. 373)

13(Bt‘)lterund Janocha 1997%. 149), Carlson und Jolly 2000S. 556), Carlson 2002 S. 431), Zschunke 2005S. 17),
(Brigadnov und Dorfmann 2005. 30), Smith 2005 S. 34), Dixon 2007 S. 321), Laun et al. 2008S. 1051), Yang et al.
2009 S. 457), Vicente et al. 2011S. 3701)

H(Ashour et al. 1996S. 123), Carlson und Jolly 20Q05. 556), Brigadnov und Dorfmann 200%. 30)

15(Lemaire etal. 1996S. 3173), Ashour et al. 1996S. 123), Bdlter und Janocha 19985. 149), Carlson und Jolly 2000
S. 556), Wolkova et al. 2000S. 91), Tao 2001 S. R979), Bossis et al. 2002S. 224), Carlson 2002S. 431), Zschunke 2005
S. 17), Emith 2005 S. 34), Brigadnov und Dorfmann 200%. 30), Dixon 2007 S. 321), Vicente et al. 2011S. 3701)

16(Ashour etal. 1996S. 123), Carlson und Jolly 20Q0S. 556), Carlson 2002S. 431), Brigadnov und Dorfmann 2005
S. 30), Vicente und Ramirez 2005. 874), Lopez-Lopez et al. 2008. 902)

(carlson und Jolly 2000S. 556), Zschunke 2005S. 17), Brigadnov und Dorfmann 20055. 30), Harris 2011 S. 2),
(Vicente et al. 2011S. 3701), Rich et al. 2012S. 580)

18(Zschunke 2005S. 17), Ashour et al. 1996S. 123), Genc und Phule 200%. 140), Laun und Gabriel 20Q7S. 665),
(Dixon 2007 S. 212, 321),l(aun et al. 2008S. 1049), Lord Corporation 201)L

9(ashour et al. 1996S. 125), Bélter und Janocha 1997%. 149), Gimon etal. 2001S. 273), Carlson 2002 S. 431),
(Zschunke 2005S. 18), Lopez-Lopez et al. 20Q6(Lopez-Lopez et al. 2008 (Vicente et al. 2011S. 3701), Lord Corporation
2011), (Rich et al. 2012S. 580)

2OMaria Auf der Landwehr; Leibniz-Institut fur Polymerfotaeng Dresden e.V., Abteilungerarbeitungsprozesse

2lywe GeiRler; Leibniz-Institut fiir Polymerforschung Dresck.V., AbteilungPolyelektrolyte und Dispersionen
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Abbildung 2.1: SEM Aufnahme von BASHF Abbildung 2.2: PartikelgroRenverteilung des

CIP CC Pulver® BASF™ CIP CC Pulver;Q;(x): xxx , ¢ (X): xxx
21

2.3 Materialverhalten von Suspensionen in Abhangigkeit dePartikel Vo-
lumen Konzentration

Weil magnetorheologische Fluide Suspensionen sind, miitge Materialeigenschaften wie beispiels-
weise die Viskositat maRgeblich von der Partikel Volumemxantration a?>. Um das in dieser Arbeit
vorgestellte makroskopische Materialverhalten von MR&8litativ nachvollziehen zu kénnen, ist das Ma-
terialverhalten von Suspensionen in Abhangigkeit derilfolumen Konzentration im Folgenden kurz
beschrieben. Betragt die Partikel Volumen Konzentratian maximal® < 0.0323, so spricht man von
verdiinnten Suspension&h EINSTEIN 2° fand heraus, dass sie sich in guter Naherung weg/NoNsche
Fluide verhaltenCoussot 2005S. xi), da ihre Partikel aufgrund der geringen Partikeluvbén Konzen-
tration nicht interagieren. Bis zu einer Partikel VolumesriZentration vor® < 0.1 kann die NewTONsche
Viskositat nach BTCHELOR %6 abgeschétzt werden. Suspensionen mit moderater Partkehén Kon-
zentration bis zur GréRenordnudyw 0.2 zeigen meistiskoelastisches Materialverhalt&€n da Partikel-
wechselwirkungen nicht mehr zu vernachlassigen sind. Algbe kann ein scherinduziertes Ausrichten
der Partikelstrukturen auftrete®dto et al. 2013S. 2), sodass sich Partikel zu Schichten anordnen, die
von der kontinuierlichen Phase umgeben gfhdies wirkt sich auf makroskopischer Ebene &therver-
diinnungaus?®. Mit steigender Partikel Volumen Konzentration erhalt rkanzentriertebeziehungsweise
dichte Suspensiongdie auch als Pasten oder Schlamm bezeichnet wéfd@etragt die Partikel Volu-

22(Barnes etal. 1989%. 122), Macosko 1994S. 427), Larson 1999S. 268 ff.), Barnes 2000S. 133 ff.), Mezger 2010
S. 48), Tadros 2010S. 44)

23(Reiner 1968 S. 229, 239), Berkovsky 1993 S. 29, 33), Tanner und Walters 19985. 119), [arson 1999 S. 265),
(Odenbach 2002155. 23), Tanner 2002S. 266), (Hess, Kroger und Fischer 2006; S. 46R3dfos 2010S. 86)

24(Sood 1991S. 52, 57), Tanner und Walters 199&. 108, 119), @denbach 2002t5. 23), Odenbach 2002&. 126, 127,
187), Pan et al. 2009S. 137), Tadros 2010S. 86)

25(Reiner 1968S. 229, 239), Barnes et al. 198%. 119), Jones et al. 1991S. 480), Berkovsky 1993S. 39), Baus et al.
1995 S. 4), Wrana 1996S. 67), Tanner und Walters 199%. 109), Larson 1999S. 265), Odenbach 2002I85. 23), fanner
2002 S. 266), Morrison und Ross 2002%5. 513), Pan et al. 2009S. 137), Tadros 2010S. 86), Willenbacher und Georgieva
2013 S. 18)

26(Barnes et al. 198%. 120), Jones et al. 1995. 480), Tanner und Walters 1998. 119), Larson 1999S. 265), Odenbach
2002h S. 23), Tanner 2002S. 266), Ovarlez et al. 2006S. 260), (Hess, Kroger und Fischer 2006; S. 48X)pez-Lopez et al.
2008 S. 905), Pan et al. 2009S. 137), Tadros 2010S. 86), Willenbacher und Georgieva 2013. 18)

27(Jones et al. 1991(Carreau et al. 199%. 1300), Tadros 2010S. 86)

28(Strivens 1976S. 476), Barnes et al. 198%5. 119), Schwartz 1999 (Brader 2010Abb. 6)

29(Bird 1987 S. 105), Barnes et al. 198%5. 119), Macosko 1994S. 66, 85, 139),%teffe 1996 S. 22 ff.), (Al-Zahrani 1997,
(Larson 1999S. 267), Barnes 2000S. 56), Escudier et al. 2001 (Hackley und Ferraris 2005. 32), Tanner 2002Abb. 1.2),
(Figura 2004 Absch. 4.3.5), Chhabra und Richardson 2Q08B. 6 ff.), (Susan-Resiga 2009Brader 2010S. 11), Mezger 2010
S. 40), Tadros 2010Abb. 3.9), Paredes et al. 20185. 1)

30(Coussot 2005S. xi), (Dzuy und Boger 1983S. 324), Barnes 1999S. 137, 143), Verein Deutscher Ingenieure 2006
S. Lah 1), Mladenchev 2007S. 1V), (Ardakani et al. 2011S. 1262), Schneider et al. 2036
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men Konzentration zwischeh~ 0.58. .. 0.64 liegt die Suspension im glasartigen Zustand®¥oAufgrund

der ,ausreichend grofSeFl2 Partikel Volumen Konzentration treten Partikel mit inreaddbarn in Kon-
takt (Coussot 2005S. 41), der auch durch einen Flussigkeitsfilm nicht verbihavird. Infolgedessen
existiert in Kompressionsrichtung Kraftschluss zwiscliartikeln. Demnach sind Pasten aufgrund der
Wechselwirkungskrafte solange nicht in der Lage zu FlieB@&ndie aufgebrachte Last einen kritischen
Wert (ibersteigf®. Daher besitzen Pasten Eigenschaften, die zwischen demekiassischen Flissigkei-
ten und Festkorpern liegéf Sie werden aus diesem Grund als Fliissigkeit mit FlieRspan(yield stress
fluid) bezeichnetCoussot 2005S. 22). Dieses charakteristische Verhalten wird in deeritur auch als
Jamming® bezeichnet.

2.4 Magnetorheologischer Effekt

Da die magnetisierbaren Partikel magnetorheologischeidé&IMikrometer grof3 sind, bestehen sie aus
mehrerermagnetischen DoméandiVEIss Bezirke) 6. Es handelt sich um Multidomanen Partikel. In-
nerhalb einer magnetischen Doméane zeigen die atomarenetisgiren Momente in dieselbe Richtung.
Diese summieren sich zu dem resultierenden magnetischeneltoder magnetischen Domane auf. In
einer jungfraulichen magnetisierbaren Probe sind dieggnetsschen Momente stochastisch verteilt und
heben sich im Mittel weg. Die globale Magnetisieruvigeines magnetisierbaren Partikela¢kson 2006

Gl. (5.76)) ergibt somit den Nullvektot! Ohne dem Einfluss eines &uReren Magnetfelds sind deshalb die
Partikel eines MRF in dem Trégerfluid regellos angeordnéets it in der lichtmikroskopischen Aufnah-
me von Abbildung2.3(a)zu erkennen. Nach dem Aufpragen eines aul3eren magnetibela#s richten
sich die magnetischen Momente in Richtung der magnetisEeédinien aus® und tragen somit zu einer
effektiven makroskopischen Magnetisierung hlgidkson 2006Gl. (5.76)). Infolgedessen verhalten sich
magnetisierte Partikel wie ein magnetischer DifSolAnziehungskréfte zwischen den Partikeln filhren in
Abhangigkeit der Partikel Volumen Konzentration zur Aldbing von kettenartigen Strukturen, Klustern
oder einem schwachen Netzwéfkwelche auf der lichtmikroskopischen Aufnahme voriFLSCH und
BLoBEL*! in Abbildung2.3(b)zu erkennen sind. Der Betrag der Magnetisierung hangt voStdeke des
Magnetfeldes ab und ist durch die Sattigungsmagnetisiehegrenzt. Die Magnetisierungskurven von
BASF™ CIP CC Partikeln sind in Abbildung.6 gegeben. Somit steuert das Magnetfeld die Starke der
interpartikularen Anziehungskrafte und folglich die rtegpschen Eigenschaften des MRF. Die geziel-
te Steuerbarkeit der Materialeigenschaften in Abhangfigkaes aufieren Magnetfelds wird ategne-

3Y(Macosko 1994 S. 62), Baus etal. 1995S. 18, 27), Petekidis etal. 2002S. 5), Nugent etal. 2007S. 025702-
1), (Pekerund Helvaci 2008S. 40, 173), $tokes und Frith 2008S. 1135), ILe Grand und Petekidis 2008S. 579),
(Carrier und Petekidis 200%5. 245, 246), Christopoulou et al. 2009S. 5052), Brader 2010 Abb. 3), Narumi et al. 2011
S. 1472)

32(Liu und Nagel 1998 (Petekidis et al. 2005. 9), Coussot et al. 200%. 86, 89)

33Cousso(2005 S. xi ff.), (Schneider et al. 2036

34(Coussot 2005S. xii, 4), (Carrier und Petekidis 200%. 246), Coussot et al. 200%5. 90), Ardakani et al. 2011S. 1262)

35(Strivens 1976S. 476), Trappe et al. 2001 (Liu und Nagel 200}, (Coussot et al. 2002a(Coussot 2005S. xii ff.), (Weeks
2007), (Peker und Helvaci 2008. 174 ff.)

36(Blakemore und Frankel 198%. 42), Carrigan Jr. und Trower 1983. 81), Racho et al. 1987S. 48, 381), Recknagel
1990 S. 317), O'Handley 2000S. 18), Kories und Schmidt-Walter 200&. 79), Stocker 2005S. 443), Brandt und Dahmen
2005 S. 288, 296),Fasching 2005S. 383), Michalowsky 2006 S. 26), Hering et al. 2007S. 372), Fischer et al. 2007S. 233,
281)

37(Racho et al. 1987S. 382), Recknagel 1990S. 318), O’Handley 2000 S. 18), Kories und Schmidt-Walter 200%&. 79),
(Stocker 2005S. 443), Brandt und Dahmen 200%. 296), Fasching 2005S. 383), Hering et al. 2007S. 372), Fischer et al.
2007 S. 281)

38(Racho et al. 1987S. 382), Recknagel 19905. 318), Kories und Schmidt-Walter 200&. 79), Brandt und Dahmen 2005
S. 296), Fasching 2005S. 383), Hering et al. 2007S. 372)

39(Ginder et al. 1996S. 3294), Jolly et al. 1999aS. 5), Hagenbichle und Liu 19985. 7664), Genc und Phule 2003. 140),
(Kories und Schmidt-Walter 2004. 79), Brigadnov und Dorfmann 200%. 30), Chaudhuri et al. 2006S. 261), Bose et al.
2013 S.1)

4OBossis etal. 1994 S. 335), Ginderetal. 1996 S. 3294), Lemaireetal. 1996 (Ashouretal. 1996 S. 125),
(Tang und Conrad 1996. 1167), Ginder et al. 1996S. 3294), Hagenbiichle und Liu 1995. 7664), Jolly et al. 1999aS. 5),
(Tao 2001 S. R979), §imon et al. 2001S. 274), Zschunke 2005S. 7), Brigadnov und Dorfmann 200%. 30), Smith 2005
S. 34), (Chaudhuri et al. 20065. 261), Deshmukh 2007S. 107), Peng et al. 2008S. 28), Laun et al. 2008S. 1049)

4lKarin Thielsch, Swen Blobel; Technische Universitat Deesd=akultat fir Maschinenwesen, Institut fiir Festkorema-
nik, Professur fur Nichtlineare Festkdrpermechanik
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Partikel
Tragerflissigkeit B
(a) Zufallig verteilte Partikel fuB =0 (b) Ausrichtung der Partikel entlang der

magnetischen Feldlinien f8 = 0

Abbildung 2.3: Lichtmikroskopische Aufnahme einer Suspen von THIELSCH und BLOBEL

torheologischer Effek? bezeichnet. Er erméglicht eine schnelle und reversibeténderung der visko-
serf®3, elastischen und plastischen Eigenschaften (FlieRspahfft Harris (2011; S. 2) &uRert sich sinn-
gemal, dass das Fluid umso steifer je starker das MagnistfeBaitz und von StryK2002 S. 3) berichten
Uber eine Veranderbarkeit der Viskositat von einem fligsigéhnlichen hin zu eineimalbfesten Zustand
in wenigen Millisekundef®. Die in wenigen Millisekunden liegende Schaltzeit rheidober Eigenschaf-
ten ist auf die kurze Zeit zur Ausbildung der Kettenstrutuzuriickzufiihref?. Laun und Gabrie(2007

S. 665) weisen jedoch auf die Tatsache hin, dass bereitseneehutoren Versuche zur Charakterisierung
der Schaltzeit unternommen haben, es aber keine generelptidrte Messprozedur gibt. Daher reicht
der Bereich gemessener Schaltzeiten von 0.1 ms bis 100 mseltiv grol3e Streubreite ist darauf zu-
rickzufihren, dass in den meisten Fallen nicht die reinel8ait zur Strukturbildung im MRF gemes-
sen wird. Vielmehr wird die Schaltzeit der gesamten Apyida@ ermittelt, welche malRgeblich vom De-
sign des magnetischen Kreises abha@gr(c und Phule 20035. 141). Auf die Ermittlung der effektiven
Schaltzeit eines MR Dampfers unter Bericksichtigung séhat Einflussfaktoren wird beispielsweise in
Strecker et al(2015 hingewiesen.

Der magnetorheologische Effekt hangt von der TemperaarRichtung und Starke des Magnetfeldes,
der Nullviskositat der Tragerfllssigkeit, der Anfangssyibilitat, der Sattigungsmagnetisierung, der Par-
tikelform und der PartikelgroRenverteilung ab. Die mittlé€artikelgroR3e ist ebenfalls ein wichtiger Ein-
flussfaktor, da von ihr die Existenz kolloidaf€roder nicht-kolloidale Wechselwirkung&habhangt. Sie ist
somit fur das Sedimentationsverhalten eines MRF ausspéiteyd. AulR3erdem korreliert die Partikelgro-
Re mit der Anzahl der magnetischen Doméanen pro Partikel ahdolglich entscheidenden Einfluss auf

42(Kordonsky 1993 (Launetal. 1996S. 417, 418), Ashour et al. 1996S. 123, 126), Ginder etal. 1996S. 3293 ff.),
(Jolly et al. 1999b S. 2036), Jolly etal. 1996 S. 607, 611), $imon et al. 2001 S. 274), Genc und Phule 2002S. 141),
(Zschunke 2005S. 7), Claracq et al. 2004S. 38), Kittipoomwong et al. 2005S. 1521), Goncalves 2005S. 68), Janocha
2006 S. 4), (opez-Lopez et al. 2008 (Lopez-Lopez et al. 2009%6. 120 ff.), ¥icente et al. 2011S. 3701 ff.), Kuzhir et al.
20113 S. 373), Bose et al. 2013S. 1), Wereley 2014S. 1)

“3pie magnetisch induzierte Veranderung der Viskositat retigierbarer Fluide ist beBerkovsky et al. (1980 S. 338),
Shulman et al(1986 S. 936),Ashour et al(1996 S. 125),0denbach{20023, Odenbact{2002h S. 3 ff.), llg et al. (2005 S. 1)
undHarris(2011%; S. 2) auch alsnagnetoviskoser Effekezeichnet.

“4(Ashour et al. 1996S. 126), folly et al. 1999aS. 5), Smith 2005 S. 34), Chaudhuri et al. 2006S. 261), Dixon 2007
S. 321), Vicente und Ramirez 2005. 867), Lopez-Lopez et al. 20065. 543), {fang et al. 2009S. 457), Wereley 2014S. 1)

45Originalzitat: .Electro- and magnetorheological fluide amart, synthetic fluids changing their viscosity from iéjio semi-
solid state within milliseconds if a sufficiently strong etiéc or magnetic field is applied.Butz und von Stryk 2002S. 3)

46(Kordonsky 1993 S. 395), Hagenblichle und Liu 1997S. 7664), Yeh und Chen 1997S. 273), Tao 2001 S. R979),
(Bossis et al. 2002S. 224), Genc und Phule 200%5. 141), Goncalves 2005S. 90), Janocha 20Q6S. 4), (Trendler 2007
S. 4972), Laun und Gabriel 2007S. 665), Peng et al. 2008S. 28), Bhavsar et al. 2008S. 38), BASF 2009, (Vicente et al.
2011 S. 3701), Wang und Liao 2011S. 1), Raynauld und Fath 2013. 141)

4"(Rosensweig 19825. 92 f.), Good 1991 S. 2), Halsey 1992 S. 761), Husband et al. 19935. 215), Abel et al. 1994
S. 456), Popplewell und Rosensweig 1996Coussot und Ancey 199%. 4447), Doérfler 2002 S.6 f.), Coussot 2005S. 49),
(Jones 2002S. 1), Weeks 200Y, (Andelman und Rosensweig 2008. 16), Nam et al. 2011S. 925), Segovia-Gutierrez et al.
2012 S. 1429)

48(Shulman et al. 19865. 935), Ashour et al. 1996S. 123), Parthasarathy und Klingenberg 199@olly et al. 1999aS. 5),
(Coussot und Ancey 199%. 4447, 4451),Jolly et al. 1999bS. 2036, 2037),&hen und Yeh 2001 (Brigadnov und Dorfmann
2005 S. 29), Coussot 2005S. 51)
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dessen magnetische EigenschaftBtakemore und Frankel 1983%5. 42). Weitere Untersuchungen zum
Einfluss der PartikelgroRe findet man beim Vergleich zwiscmagnetorheologischen Fluiden uRelr-
rofluiden*® (FF). Ferrofluide bestehen im Gegensatz zu MRF aus Nanomeien Partikeln. Sie sind
daher kolloidale Suspensionen. Da Nanometer gro3e Hagikdomanenteilchen sind, begriinden sich
die unterschiedlichen magnetischen Eigenschaftéiir MRF und FF.

2.5 Phanomenologischer fest-flissig Ubergang eines magmeteologi-
schen Fluids

Magnetorheologische Fluide besitzen aus phanomenolwgisicht einen sogenannten fest-fliissig Uber-
gang. Steht ein MRF nicht unter dem Einfluss eines magnetisEkrldes, verhalt es sich wie eine ,norma-
le" Suspension@enc und Phule 20035. 140). In diesem Fall hat es viskoelastische EigensamaBeim
Vorhandensein eines magnetischen Feldes besitzt das MRF&&Rspannurif, welche eine direkte Fol-
ge des magnetorheologischen Effekts ist. Das Verhaltasairagnetorheologischen Fluids gleicht daher
dem einer Flussigkeit mit FlieRspannung. Die fur Flussigkemit FlieRspannung typischen Eigenscharf-
ten, welche in Abschnid.3auszugsweise dargelegt sind, kdnnen Uber das Magnetigdohblicklich und
reversibel zu- und abgeschaltet werd&rRosensweid1982 S. 89) schreibt: ,Beispielsweise erstarrt die
Kupplungsflissigkeit zu einer festen Masse, sobald sia det® Einfluss eines magnetischen Feldes ge-
rat. Das heil3t, sie hort gerade dann auf eine Flussigkeieiy wenn sie magnetisch aktiv wird — und
umgekehrt.”

Das Prinzip des idealisierten fest-fliissig Ubergangs eVeF ist in Abbildung?2.4 schematisch darge-
stellt. Es beruht auf den Untersuchungen ¥dimgenberg und Zukoski199Q S. 17),Simon et al(2001;

S. 273) und_aun et al (2009 Abb. 3). Es wurden nicht-magnetisierbare Platten sowidhemogenes Ma-
gnetfeld angenommen. Abbildu@g(a)illustriert den inneren Aufbau eines MRF wenn es keinem reagn

':00" TB:::QTB:,-,- TB"'

(a) In Tragerflussig- (b) In Feldlinienrichtung aus- (c) VorflieRbereich: Ketten (d) NachflieBbereich: Ketten
keit zufallig verteil-  gerichtete Partikel neigen sich aufgrund der Last brechen aufgrund der Last
te Partikel furB =0 Fpre Fpostund MRF flief3t

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung des fest-fliistigriangs von magnetorheologischen Fluiden

tischen Feld ausgesetzt ist. Die Partikel sind zufélligen @ragerflissigkeit verteilt. Eine entsprechende
reale Aufnahme dieses Zustandes ist in Abbild@rg(a)dargestellt. Sobald ein magnetisches Feld zuge-
schaltet wird, ordnen sich die Partikel in kettendhnlicB&mukturen an, welche sich entlang der Feldlinien
ausrichten. Dies ist in Abbildung.4(b)auf der Grundlage von Abbildurg,3(b)dargestellt. Wenn an der
oberen Platte eine horizontale Kr&fe angreift, werden die Ketten zunachst ausgelenkt, ohneeaibn.
Unterstellt man, dass sich das MRF wie eine Flussigkeit ig38pannung verhélt, resultieren im MRF
infolge Fpre Beanspruchungen im Vorfliebereich. Ebenfalls ist idedl@$en der Partikel an den Platten
angenommen. Der Lastfall ist in Abbildur4(c) skizziert. Wirde man die Kraft entfernen, so wirde

49(Rosensweig 1982X. 93), Schafer 200p (Odenbach 2003a(Odenbach 20029b (Krdger et al. 2008 (Kroger 2004 Ab-
schnitt 7.5), Lopez-Lopez et al. 20065. 543), Odenbach 2009

50(Rosensweig 1982. 89), Ashour et al. 1996S. 123 ff.), Wang und Holm 2003S. 1), Gamouhos und McKinley 2007
S. 432), Dixon 2007 S. 216), Harris 2011 S. 2)

51(Lemaire etal. 19955. 1012), Tang und Conrad 1996. 1167), Hagenbiichle und Liu 199%B. 7664), Claracq et al. 2004
S. 38), Peng et al. 2008S. 28)

52(Jolly et al. 1996 S. 611), Hagenbiichle und Liu 199%. 7664), Simon et al. 2001S. 274), Tao 2001 S. R979), See
2003 S. 299), Claracq et al. 2004S. 38), Rwei et al. 2005S. 1253), [Lopez-Lopez et al. 200%5. 115), YVicente et al. 2011
S. 3701), Lord Corporation 2011
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das MRF wieder seine Ausgangskonfiguration einnehthebies kann beispielsweise durch ausreichend
grol3e Reibkrafte (Kraftschluss) oder stoffschltissigeoMelungen zwischen Partikeln und Wand (Kleben,
SchweilRen) realisiert werden. Wandglei®érist daher per Definition ausgeschlossen. Es ist auRerdem
angenommen, dass sich eine Richtung der magnetischeneDipdbtromungsfeld zwischen der Ketten-
langsrichtung und der Magnetfeldrichtung einstellt. Dietfung des Magnetisierungsvektors héngt dabei
vom Wechselspiel zwischen hydrodynamischen Kraften undnet@gscher Relaxation alClaracq et al.
2004 S. 38). Magnetische Relaxation kann man unterteilen gelldsche und Bownsche Relaxation.
Bei NEELscher Relaxation rotiert das magnetische Moment unabg&ogn Partikel. Hingegen dreht sich
das magnetische Moment beRBwNscher Relaxation aufgrund der Rotation des Partikels. ZgHtten

ist, dass derjenige Prozess mit der kleineren Relaxagitndiz magnetische Relaxation dominitim
Falle von Mikrometer grof3en Partikeln dominiert nad@denbach(2002ly Tab. 2.1) undLissek (200Q

S. 5) die BRowNsche Relaxation. Daher erfolgt die magnetische RelaxatiaBgeblich Uber Drehung
der Partikel, wobei die Partikel selbst unter dem Einflusdrbgynamischer Krafte mit der Tragerflis-
sigkeit interagierenKroger et al. 2003S. S1404). In Abbildun@.4(d)wirkt eine horizontale Kraffpost

mit |Fpos{ > |Fpre|, sodass fiir das MRF Beanspruchungen im NachflieBbereialiieesn. Infolgedessen
ist die FlieRbedingung des MRF erfillt. Die kettenartigarnuuren aus Abbildung.3(b) brechen an
dem Punkt, an welchem die FlieBbedingung zuerst erfuilffider FlieRBvorgang wird nun malgeblich
von den Materialeigenschaften des NachflieRbereichs fhesst?’. Fiir eine stationare Stromung herrscht
dabei ein Gleichgewicht zwischen Kettenreil3en und Ketabilddung Butz und von Stryk 2002S. 4).

2.6 Anwendungsbereich magnetorheologischer Fluide

In den letzten Jahren wurden auf Basis magnetorheologigtdhigle zahlreiche Applikationen entwickelt.
Darunter zéhlen zum Beispiel rotatorische MR Gerate wiemagheologische Bremsen und MR Kupp-
lunger?®. Magnetorheologische Dampférsind translatorisch wirkende MR Geréate und kommen unter
anderem bei erdbebensicheren Anwendungen zum Einsatafdiibeverden sie fur die Aufhangung von
Sitzen und zur adaptiven Federung und Dampfung von Fahepelgnutzt. Beispielsweise werden sie in
den Militarfahrzeugen Humvees, Stryker und M915A3 verl{@atrison et al. 2007 Delphi Corporation
(2005 entwickelte das MR DampfersystemagneRidé", welches in einigen Cadillac’s und Ferrari’s,
Chevrolet Corvette, Audi TT und Audi R8 sowie im Range Roveodtie eingesetzt wiff. Weitere
Anwendungsbereiche von MRF sind taktile Feedback-Gelitesteer-By-Wire Systeme in Gabelsta-
blern®!, Force-Feedback Komponenten wie Joysticks zur SteuerangndustrieroboternWiehe et al.
2009, MR Lager im Automobilba§?, flexible Befestigungsvorrichtung#ng et al. 1999 MR Tiirschlie-
Rer Wiehe et al. 200Bund medizinische Anwendungen wie das sogenarmekneebeziehungsweise
das prosthetische BefA. Magnetorheologische Komposite wurden unter anderemGemtson (1999,
Carlson und Jolly2000, Chrzan und Carlso(2001), (Goncalves 2005S. 12),Kaleta und Lewandowski
(2007, Deshmukh und McKinley2007), Kaleta et al(2007) und Dohmen et al(2014) hergestellt. MRF

53(Rabinow 1948 S. 1314), Gamota und Filisko 1991S. 418), Bdlter und Janocha 1995. 155), Hagenbiichle und Liu
1997 S. 7664), Gans et al. 1999S. 209), Kordonskii et al. 1999S. 842), Tang et al. 2000S. 2635), Butz und von Stryk
2002 S. 4), Lietal. 2003 S. 280), Claracq et al. 2004S. 45), Gandhi und Bullough 20055. 238, 241), Peng et al. 2008
S. 28), {fang et al. 2009S. 457), §ang et al. 20095. 1168)

54(Lemaire und Bossis 19985. 1477), Volkova et al. 2000S. 91), Peng et al. 2008 (Lopez-Lopez et al. 200%. 120)

55(Lissek 2000S. 4), Odenbach 200215. 20), Odenbach 2002&. 20), Odenbach 200%. 16)

56(Lemaire et al. 1996 (Popplewell und Rosensweig 1998. 2300), Butz und von Stryk 2002S. 4), Claracq et al. 2004
S. 45), Lopez-Lopez et al. 200%B. 120)

57(Rosensweig 199%. 179), Felt et al. 1996S. 590)

58(Bt‘)lter und Janocha 1998. 151), Nakano und Yamamoto 199$. 2068), Goncalves 2005S. 13), Smith 2005 S. 36),
(Carlson et al. 2007 (Bose 2007, (BASF 2009, (Guth et al. 2013 (Guth et al. 2013g (Desrosiers et al. 20}3(Bose et al.
2013, (Guth et al. 2013p (Wereley 2014S. 248)

59(Bdlter und Janocha 1993%. 154), Falah et al. 1998 (Nakano und Yamamoto 1998. 2068), Jeon et al. 1999 (Jolly et al.
19993, (Butz und von Stryk 2002 (Goncalves 2005S. 11), Carlson etal. 2007 (Bose 2007, (Dixon 2007 S. 324),
(Wiehe et al. 2008 (Bose und Ehrlich 2010 (Glith et al. 2013p (Wereley 2014S. 237), Gtrecker et al. 2005

60(Goncalves 2005S. 8), (Carlson et al. 2007 (Dick et al. 2007 S. 6), Wiehe et al. 2008 (Raynauld und Fath 2012

61(Carlson et al. 2007 (Wiehe et al. 2008 (Guth et al. 2013n

62(Janocha 20065. 4), Bose 2007, (Carlson et al. 2007 (Wiehe et al. 2008

63(Herr und Wilkenfeld 2008 (Goncalves 2005S. 13), Bhavsar et al. 20085. 38), Guth et al. 2013n
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werden aulRerdem als Prazisions-Poliermittel fiir maghetdogisches Finishing verwendét Dies ist
eine Methode zur Herstellung von komplexen Optiken mit h@henauigkeit und Oberflachenglattheit.

2.7 Magnetorheologisches Fluid — das magnetische Analog@um elek-
trorheologischen Fluid

Magnetorheologische Fluide sind das magnetische Analpgetfektrorheologischen Fluidé. Das phy-
sikalische Prinzip zur Schaltbarkeit rheologischer Esgéaften ist in beiden Fallen ahnli¢h Die Ma-
terialeigenschaften kénnen durch ein duReres Feld gesteaiglen. Im Falle von MRF werden sie durch
ein magnetisches Feld und bei ERF mittels einem elektris€ledd gesteuert.

Magnetorheologische Fluide wurden von Jacob Rabftiam US National Bureau of Standards entdeckt
und entwickelP®. Rabinow(1948 zeigte, dass eine in MRF eingetauchte und dem Feld einés &itea-
gneten ausgesetzte Platte das Gewicht einer schlankeml&rddasse von circa 53 kg tragen kann.

Im selben Zeitraum arbeitete Willis M. Winslow an elektreotogischen Fluidef?. Winslow (1949 ver-
offentlichte ein Elektro-Viskosimeter sowie elektrisegelbare Ventile, Bremsen und Kupplund@n

Da die qualitativen Eigenschaften von ERF und MRF vergleaetsind, kdnnen die in dieser Arbeit vor-
geschlagenen Modelle aufgrund ihres phanomenologischarakters zur Modellierung des Materialver-
haltens beider Materialien verwendet werden. Hinsidhtliggenieurtechnischer Anwendungen sind die
Unterschiede zwischen ERF und MRF von Interekemaire et al(1995 S. 1011) weist darauf hin, dass
fur die Effektivitat von elektro- und magnetorheologisahduiden gewdhnlich die dynamische Flie3span-
nung entscheidend ist. Diesbezuglich besitzen MRF Vertgdgeniber ERRVeiss et al. (1994 S. 1),
Ginder et al.(1996 S. 3293) undTao (2001, S. R979) verweisen auf die gréRere FlieBspannung von
MRF ", sodass sie im VorflieRBbereich groRere Dampfungskréftetrdgen kénnen als ERE. AuRer-
dem muss fiir MRF weniger Energie bereitgestellt werden, iesetbe FlieRspannung zu erreicférEin
Nachteil von MRF gegenlber ERF ist das groR3ere Gewicht. Biegarauf zurlickzufihren, dass MRF
gewohnlich aus Eisenpartikeln bestehen. Dadurch tritS#Bmentationsproblem fur MRF stérker in den
Vordergrund als fiir ERF*. Eine Gegeniiberstellung der Eigenschaften von ERF und MRdichtlich

64(Kordonski und Golini 1999 (Tao 2001 S. R979), Harris 2013, (Kuzhir et al. 2011aS. 373), Wereley 2014S. 261)

55(Jolly et al. 1999aS. 5), Kittipoomwong et al. 2005S. 1521)

56(Ashour et al. 1996S. 124), Ginder et al. 1996S. 3294), Kuzhir et al. 2011aS. 374)

573acob Rabinow ist Erfinder zahlreicher Anwendungen, wisdieisweise auf MRF basierendmment- und kraftiibertragen-
de Geratg(US Patent 2575360, 19473toRdampfe(US Patent 2667237, 194&)ochgeschwindigkeits-KupplungédS Patent
2622713, 1949) unRadialfeld-KupplungeUS Patent 2629471, 1949).

68(Ginder et al. 1996S. 3293), Laun et al. 1996S. 418), feh und Chen 1997 (Larson 1999S. 376), Tao 2001 S. R979),
(Bossis et al. 2002S. 224), Genc und Phule 2003. 140), Claracq et al. 2004S. 38), Zschunke 2005S. 16), Smith 2005
S. 34), Gamouhos und McKinley 2005. 432), Dixon 2007 S. 303), {fang et al. 2009S. 457), Wang und Liao 201)}L

69(Larson 1999S. 361), Bossis et al. 2002S. 224), Genc und Phule 2003. 140), Rwei et al. 2005S. 1253), Smith 2005
S. 34), Pixon 2007 S. 303)

"Olm Jahre 1942 reichte Winslow das US Patent 2417850 iitethod and means for translating electrical impulses into
mechanical forceein, welches durch das US Patent 3047%5@W responsive force transmitting compositians Jahre 1960
aktualisiert wurde. Er erfand ebenfalls eine hochgeraetdupf-RegelungUS Patent 2661825, 1949), welche in elektrischen
Motoren mit feldgesteurter Kupplung (US Patente 2663808 2886151, 1949) zur Anwendung kam, sovéédgesteuerte
hydraulische Applikatione(US Patent 2661596, 1950).

71englisches Originalzitat: MRF are ,low voltage countetpairf electrorheological (ER) fluids. Yield stresses of ot kPa,
some two orders of magnitude larger than in practical ER dlhiave been obtained in MR fluids exposed to applied magnetic
fields of 3 kOe, or 240 kA/m;> which are readily generated by electromagnets or permanaghets” Ginder et al. 1995

"?Bossis et al(1997 S. 687) undBossis et al(2002 S. 224) schreiben: ,Magnetorheological suspensions henaived less
attention than electrorheological suspensions mainlabse the weight and the space required by the coils to pratieama-
gnetic field was thought to be a severe restriction for pcatfipplications. [...] Nevertheless, just comparing ttagnetostatic
energy densit)uoHS for Hy = 30000e and the electrostatic energy denaj@(z) for a fieldEg = 3kV/mm(close to the breakdown
field) it appears that the former is larger by an order of miagiei. This is the first reason why yield stresses obtainegumwégne-
torheological (MR) fluids are much larger than those obthinih electrorheological (ER) fluids. Yield stresses clts&00 kPa
are obtained with magnetic suspensions made of carbonyl(ikiss et al., 1994), whereas 15 kPa seems to be the maximum
yield stress ever obtained with an ER fluid (Haveka, 1994jtHeumore these ER fluids are difficult to use commerciallg thu
a too high power consumption®.

"3(Ashour et al. 1996S. 124), Tao 2001 S. R980), Smith 2005 S. 36)

"4 arson(1999 S. 377), (DIN.51480-1; S. 11 ff.)DNeshmukh 2007S. 13 ff.)
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der Stabilitat sowie der Sensitivitat gegeniiber Additiverd Temperaturveranderungen findet man bei
Ashour et al (1996 S. 124) undDeshmukh(2007 S. 13 ff.).

2.8 Magnetomechanische Eigenschaften des verwendeten matprheolo-
gischen Fluids

Das in dieser Arbeit verwendete MRF wurde vopAv und BoRIN > aus der Gruppe von ENBACH
hergestellt und experimentell untersucht. Die mechaeisdhigenschafen in Abhangigkeit vom &uf3eren
Magnetfeld wurden fur magnetische InduktionBn=0mT,|B|=50mT,|B| =150mT undB|=300mT mit
dem kommerziellen Rheometer MCR 501 der Firma Anton Paamies. Zum einen wurde die FlieR3-
kurve T n.ad ¥) und zum anderen Speicher- und Verlustmodiflj..{ ) und G..{y) gemessen. Die
gemessenen FlieRkurven sind in Abbilduh§(a)im semilogarithmischen MaRstab dargestellt. Die FlieR-
kurve ist diejenige Materialfunktion, die den Zusammerhawischen dem Vektor konstant gehaltener
Scherrateryy und dem Vektor gemessener Schubspannung im stationareéanduseschreibt. Die Defi-
nition der FlieRkurve ist in AbschniB.7 gegeben. Messwerte fiir Speicher- und Verlustmoduli sind im
doppellogarithmischen Mal3stab in AbbilduBgdp(b)prasentiert. Speicher- und Verlustmodul sind Materi-
alfunktionen flr eine verzerrungsgeregelte sinusformigeegung, die mittels einerduRIER Analyse des
Spannungssignals ermittelt werden. Die Definition von &pat und Verlustmodul erfolgt in Abschnitt
3.8. Die Rohdaten der Messungen sind in Anh#ng hinterlegt. Die Magnetisierungskurve der BASF

1o 104 HEXRXREXXX 1o
xx : ZRXX
- 104 sx()vv" wwwwwwwwwww 0000 ) 106)()()()()()‘ X 106
T f 10 ¢ &
~ OOOAIRIOOIIONNK a 1 1
§ 102§ ERT: o 3
E qEJ ! gl S £
|~8| 10t xxxxx»( OOGEEEERE | l@mmW; 10 Ol
10° k 107 X 107
107 10!

10° 104 10°% 1072 1031
/1
(b) Speichermodulk x x und Verlustmodulooo in Ab-

N . . .. rad
hangigkeit von der Verzerrungsamplitude tie 2

0 0025 Q05 0.075 0.1
y/s*
(a) FlieRkurve

Abbildung 2.5: Materialfunktionen eines MRF bestehenddaus40vol% BASFM CIP CC Partikeln, die
in die Tragerflussigkeit MOTUL 300V suspendiert sind; Maggen flr verschiedene Starken der aul3eren
magnetischen Induktiof8| =0mT, [B|=50mT, [B| = 150mTund |B| = 300mT

CIP CC Partikel wurde ebenfalls vonDAM und BORIN aus der Gruppe von RENBACH ermittelt. Sie
wurde mithilfe eines Magnetometefsmit vibrierender Probe des Herstellers Lake Shore bestirba
innere Magnetfeld der BASE! CIP CC Messprobe wurde v@pieler(2012) unter Beriicksichtigung des
Demagnetisierungsfaktofé von 044 berechnet. Das magnetische Feld einer magnetisiertgal Kuel-

che Grundlage fir die Definition démneren magnetischen Induktid®) und derinneren magnetischen
FeldstarkeH; ist, wird beispielsweise be&schmutze(2005 S. 690),Jackson(2006 S. 233) undHenke
(2007 S. 199) angegeben. In Abbildug6(a)werden die Messwerte der entlang der Feldlinien gerichte-
ten Komponente des Magnetisierungsvektdrsiber korrospondierende Messwerte der Komponente der
inneren magnetischen Indukti@) nachSpieler et al(2014 Abb. 1) aufgetragen. Das entsprechende Dia-
gramm in Abhangigkeit von der korrospondierenden innereldstarkeH; ist in Abbildung2.6(b) nach
Spieler et al(2013 Abb. 6b) dargestellt. Zur Modellierung der Magnetisiegskurve verwendeBpieler

"SFrank Adam, Dmitry Borin; Technische Universitat DresdBakultat Maschinenwesen, Institut fir Stromungsmechanik
Professur fur Magnetofluiddynamik (Professor Odenbach)

76(Lakeshore 2004 (Michalowsky 2006S. 86)

"(Shulman et al. 1986S. 939), Racho etal. 1987S. 387), Lakeshore 2004S. A-2), Michalowsky 2006 S. 285),
(Hering et al. 2007S. 374), Kordonski und Gorodkin 2009
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Abbildung 2.6: Magnetisierungskurven der BASFCIP CC Partikel wurden von dam und BORIN
gemessen und i(@). Spieler et al(2014 Abb. 1) und(b): Spieler et al(2013 Abb. 6b) vertffentlicht

(2012 und Spieler et al(2013 ein phdnomenologisches Modell auf Basis denGEVIN Funktion. Ein
phanomenologischer Ansatz basierend auf dem Tangens Ibtjigeis ist inSpieler et al.(2014) vorge-
schlagen.

2.9 Ansatze zur Modellierung des Materialverhaltens magnerheologi-
scher Fluide

Zur Modellierung des Materialverhaltens magnetorhegsiclygr Fluide existieren in der Literatur mehrere
Ansétze. Im Folgenden werden die Optionen zur Modellierdeg makroskopischen Materialverhaltens
von magnetorheologischen Fluiden erortert. Daflr komnamptidnomenologische als auch der mikro-
skopische Modellierungsansatz infrd§eWeil die qualitativen Eigenschaften von MRF und ERF nahezu
identisch sind, siehe Abschnt7, werden auch Modelle zur Abbildung des Materialverhaltems ERF

beriicksichtigt. Die in der Literatur praktizierten ModetLingsstrategien werden in vier Klassen eingeteilt:

1. Kontinuumsmodelle,

2. eindimensionale rheologische Modelle,
3. mikroskopische Modelle sowie

4. Schichtmodelle.

Kontinuumsmodelle stellen phanomenologische konstiéuBleichungeri® bereit, mit denen das dreidi-
mensionale Verhalten von MRF berechnet werden kann, olmenidkrostrukturellen Prozesse direkt zu
modelliererf®. Die phanomenologische Beschreibung erfasst das effgkierschmierte* Resultat der
Effekte tieferer Betrachtungseber‘?énln diesem Sinne wird das Material als KontinuBfbetrachtet, das
eine kontinuierliche Verteilung der FeldgroRen voraugséin schlechtensten Fall sind zu Beginn einer
phanomenologischen Materialbeschreibung keinerlei nsigeaften einer Materialprobe bekannt. Sie
gleicht daher aus mathematischer Sicht einem Black-Boxa@pé&3, der in Abbildung2.7 dargestellt ist.

"8(Maugin 1999 S. 78), Schwartz 2002S. 268)

"O(Reiner 1968S. 8), Malmeisters 1977S. 265), Krawietz 1986 S. 5), Giesekus 1994S. 3, 113), Lemaitre und Chaboche
1994 S. 70), Coussot et al. 200215. 583)

80(Maugin und Chambon 198B. 256), Maugin 1992 S. 38)

81(Giesekus 1994S. 9), Pal 2007 S. 51), Chaboche 2008S. 1642)

82(Schade und Kunz 198$. 6,7,10), Tschoegl 1989S. 5), Eringen und Maugin 1990&. 3), Giesekus 1994S. 9), Parisch
2003 S. 49), Coussot 2005S. 6), Pal 2007 S. 51), Eck et al. 2008S. 198), Haasemann 2008&. 58), Kastner 2010S. 18),
(Altenbach 2012S. 7)

83(Krawietz 1986 S. 33), Maugin 1992 S. 277), Lion 1994 S. 13), {emaitre und Chaboche 1998. 70), Altenbach 1994
S. 157), Maugin 1999 S. 75), Lion 2000k S. 67), Haupt 2002S. 252), Wu 2005 S. 404), Altenbach 2012S. 217)
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Dessen Eigenschaften sind am Ende einer phanomenologiséaterialmodellierung durch eine geeig-
nete Wahl konstitutiver Beziehungen beschrieben. Durcar&itterisierungsexperimente gelingt es, das

Input —1 Output
X0 )

Abbildung 2.7: Betrachtungsweise eines Materials als IBBax Operator, der im mathematischen Sinn
zwischen Inpuk(t) und Outputy(t) vermittelt.

Verhalten des Black-Box Operators Schritt flir Schritt zezfizieren. Die Vorgaben der experimentellen
Anregung definieren den Inpx(t). Die im Experiment gemessene Materialantwort stellt detpGy(t)
dar. In Abhangigkeit von der Art der Anregung, welche spangsd oder verzerrungsgesteuert erfolgen
kann Haupt 2002 S. 252), kénnen somit verschiedekk&aterialfunktionengemessen werden. Fir eine
verzerrungsgesteuerte Anregung ergibt sich als Input clieil$/erzerrungx = y, und fir den Output die
Spannungy = T. Invers dazu verhalt es sich fir eine spannungsgesteuarsgiing.

Im Rahmen dieser Arbeit werden als Materialfunktionen dief3kurve sowie Speicher- und Verlustmo-
duli aus Abschnitt2.8 berlcksichtigt. Ziel der phdnomenologischen Materialeficetung ist es, einen
Satz konstitutiver Beziehungen zu formulieren, welchergémessenen Materialfunktionen wiedergeben
kann. Sofern gewisse Gultigkeitsvoraussetzungen nichetze werden, kann der Satz konstitutiver
Beziehungen zur Bestimmung weiterer Modellvorhersageath $Simulationen genutzt werden. Faktoren
und Parameter, welche den Gultigkeitsbereich des Mateo@lls einschréanken, leiten sich direkt aus
den Rahmenbedingungen ab, unter denen die Charakteniggexperimente durchgefiihrt werden.

Die Gute ph&anomenologischer Materialmodelle korrelieit der Qualitédt der experimentellen Mes-
sungen. Daher ist es von Vorteil, wenn die MessergebnisE®lausibilitéat tberpruft werden kénnen.
Hierfur sind Einblicke in die Mikroebene des Materials tgith, sodass Verhaltenweisen abgeschatzt und
Messergebnisse interpretiert werden kénrigar( 1994 S. 40).

Grundlegende Arbeiten der phdnomenologischen Mategaliveibung fir MRF wurden voEringen
(1980 S. 423 ff.), Eringen und Maugin(19903, Eringen und Maugin(19908, Yeh und Chen(1997),
Maugin (1999 S. 223 ff.),Shkel und Klingenberg@2000, Chen und Yeh2001), Chen und Yeh20028),
Chen und YeR20023, Brigadnov und Dorfmanif2005 und Dorfmann et al(2007) erbracht. Ebenfalls
kann die kontinuumsmechanische Modellierung von BRénd magnetorheologischen Elastoméien
Anregungen geben. Diese Arbeiten bewerten die thermodgeam Zulassigkeit konstitutiver Beziehun-
gen, stehen jedoch weniger in Bezug zu experimentellen Wigss. Infolgedessen findet man fur diese
Modelle in der Literatur kaum Modellvorhersagen fur Speiehund Verlustmoduli sowie Fliel3kurven,
welche jedoch die experimentellen Grundlagen zur Mateodellierung von MRF in dieser und anderen
Arbeiten darstellen. Dies erschwert die Bewertung undaigezModellauswahl von Kontinuumsmodellen
hinsichtlich des Ziels, die Messungen aus Absclihiizu modellieren.

Arbeiten, in denen der Fokus primar auf der Modellierungkketer makroskopischer Messungen liegt,
formulieren meist eindimensionale Modelle auf Basis rbg@icher Elemente. Beispielsweise untersucht
Gandhi und Bullough{2005 Standardmodelle der linearen Viskoelastizitat, welahmis ausschliel3lich
im VorflieBbereich magnetorheologischer Fluide gultigdsiZur Modellierung des NachflielBbereichs
wird auf BINGHAM artige Modellstrukturen verwies€f Laun et al. (1996 S. 422) verwendet ein
generalisiertes BIGHAM-CASSON Gesetzt. DaslerschelBULKLEY Modell wird von Choi et al.(2005
vorgeschlagen und b8iusan-Resigé009 als Teil eines tbergeordneten Modells verwendet. Ein Mode
welches in der Lage ist sowohl den Vor- als auch den Nach#iefith magnetorheologischer Fluide unter
oszillatorischer Scherung physikalisch groRer AmplitudeAOS) zu modellierung, ist vohaun et al.
(2009 publiziert. Es besteht aus einer Parallelschaltung vamionschen Dampfer und IRGHAM -
HooOKE Element. Letzteres ist entsprecheBdisly et al. (2017 eine Reihenschaltung ausoldkescher

84(Rajagopal und Wineman 199ZWineman und Rajagopal 199%Rosensweig 19955. 180 ff.)

85(Dorfmann und Ogden 2003 (Dorfmann et al. 2004 (Kankanala und Triantafyllidis 2004 (Dorfmann und Brigadnov
2004, (Dorfmann und Ogden 2003b(Dorfmann und Ogden 200%a(Dorfmann und Ogden 20Q5(Bustamante et al. 200;7
(Saxenaetal. 2033

88(Klingenberg und Zukoski 1990 S. 18), Rosensweig 1995 S. 169), Ginderetal. 1996 S. 3302),
(Parthasarathy und Klingenberg 199%. 58), (olly etal. 1999aS. 5), (Kordonski et al. 2001S. 1078), See 2003 S. 298),
(Claracq et al. 2004S. 39), Choi et al. 2005 (Kittipoomwong et al. 2005S. 1521)
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Feder und BNGHAM Element.Kaleta et al.(2007) untersucht fir LAOS sowohl ein viskoplastisches
Gesamtmodell, bestehend aus einemXWELL Element und parallel geschaltetermrANDTL Element,
als auch ein plastisches Standardmodell mit linear kinsctegr Verfestigung. Modellvorhersagen fur
Speicher- und Verlustmodul werden allerdings nicht prisgnAnhand experimenteller Untersuchungen
von ERF leitetGamota und Filiskq19921; Abb. 11) eine Reihenschaltung aus\BHAM Element, KeL-
VIN-VOIGT Element und kbokEescher Feder als mechanisches Ersatzmodell ab. In den mé&iaten
kénnen die rheologischen Modelle die zugrunde gelegtersiegen zufriedenstellend modellieren. Eine
Verallgemeinerung des Materialverhaltens auf den dreddsionalen Fall erfolgt nicht zwangslaufig.

Die mikroskopische Modellierungsstrate§ie beschreibt die physikalischen Effekte auf der Mikro-
ebene. Sind in der Beschreibung alle signifikanten mikrpsioien Effekte enthalten, so ergibt sich
das effektive Materialverhalten auf der Makroebene belspieise mittels Homogenisierungstechniken
im Rahmen einer mehrskaligen Modellierungsstratédjiele nachdem wie komplex die Physik auf
mikroskopischer Ebene ist, miissen mehr oder weniger vieleende Kraft& beriicksichtigt werden.
Deen et al.(2007 S. 29) weist explizit auf das Problem hin, eventuell niché &Vechselwirkungen
zwischen Prozessen im kleinen und groRen MaRstab erfasstamit®. Zur Modellierung des Material-
verhaltens von MRF existiert eine Vielzahl mikroskopischodellansatzeNlustin 201Q S. 37-46). Als
Partikel-Level-Simulationen sollen diejenigen Modellezbichnet werden, welche die Bewegungsglei-
chungen aller Partikel auf der Mikroebene unter Beriickigjahg treibender Kréfte l6seéfh. Die konkrete
Vorgabe, dass sich Partikel zu kettenférmigen Strukturemdnen, wird in Kettenmodellen unterstéfit
Modelle des nachsten Abstraktionsgrades berlicksichtigankollektive Verhalten von Partikelketten in
entsprechenden Schicht®hund kénnen daher als Schichtenmodelle bezeichnet werdese Dnterstel-
len streifenformige, zylinderférmige oder ellipsoidalagmetisierbare Struktureklustin (2010 S. 37-48)

Somit stehen verschiedene Ansétze zur Modellierung deserMbterhaltens magnetorheologischer
Fluide zur Verfigung. In Abhangigkeit von der konkreten I&igllung kann jede der oben genannten
Modellierungsstrategien vorteilhaft sein. Die Wahl| delaggie zur Modellierung des Materialverhaltens
von MRF wird im Folgenden begriindet.

2.10 Zweistufige phdnomenologische Materialmodellierunguf Grundlage
eindimensionaler Materialgleichungen rheologischer Elmente

Aus der Betrachtung des vorherigen Abschnittes wird etlgibl dass mikroskopische und phdnomeno-
logische Modellierungsstrategien derartige Vor- und Neitd besitzen, dass sie sich in idealer Weise
erganzen und komplettiereRéiner 1968 S. 8). Die konkrete Wahl einer Modellierungsstrategiegtan
von Ziel und Art der Aufgabenstellung ab.

Die Modellierung des Materialverhaltens der magnetoigisthen Flussigkeit ist Teil der Beschreibung
des makroskopischen Verhaltens des magnetorheologisaimapositwerkstoffs entsprechend Abbildung
1.1 Den Aufwand fur eine mikroskopische Materialmodelliegumit anschlielender Homogenisierung
von Mikro- zu Mesoebene sieht der Autor dieser Arbeit aldnigerechtgertigt an. Stattdessen bietet
sich sowohl fir das MRF als auch flir den offenzelligen Pathan Schaumstoff die phanomenologische
Materialbeschreibung an, denn es ist ineffizient mehr alsemdig zu investiere?f. Die Kontinuumsmo-

87(Lemaitre und Chaboche 1998. 70), Coussot et al. 200215. 582), Kroger 20053, (Kroger 2005bh

88(Simon et al. 200}, (van der Hoef et al. 2004(Deen et al. 2007Abb. 1), Haasemann 200&. 58 ff.), (Kastner 2010S. 18)

89(Russel etal. 198%6. 12 ff.), Parthasarathy und Klingenberg 199@.y et al. 1999, (Coussot und Ancey 199%. 4446),
(van der Hoef et al. 20045. 5160, 5163),Yadav et al. 2006S. 147, 149),Zhu et al. 200Y, (Chu und Yu 2008

90englisches Originalzitat: ,Note that in principle it is nguarenteed that all correlations between small- and lsacgée
processes can be captured by effective interactions".

91(Mohebi etal. 1995 (Ly etal. 1999, (Kittipoomwong et al. 2005 (Yadav et al. 2005 (Pappas und Klingenberg 2006
(Vicente und Ramirez 2007(Krishnamurthy et al. 2008und Ekwebelam und See 20D9

92(Davis 1993, (Martin und Anderson 1996 (Ginder et al. 1995 (Jolly et al. 1998, (Tang et al. 1995 (Bossis et al. 1997
(Martin 2000, (Shkel und Klingenberg 200Q,1(Bossis et al. 2002 (Zhang et al. 2004 (Si et al. 2008, (Mustin 2010 S. 37-46)

93(Lemaire et al. 1995 (Rosensweig 19955. 184 ff.), Lemaire et al. 1996 (Bossis et al. 1997S. 688 ff.), Tang und Conrad
2000, (Kuzhir et al. 2003g (Kuzhir et al. 2003k, (Kuzhir et al. 2011

94englisches Originalzitat: It is inefficient to do more wiwan be done with lessBarnes 1999S. 171)
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delle fir MRF und Schaumstoffmatrix dienen auf der Mesoelsm FE Modell als Eingangsdat&n

Zur Formulierung phdnomenologischer konstitutiver Bleaiggen fir magnetorheologische Fluide stehen
die experimentellen Befunde der FlieRkurven aus Abbild@rkfa) sowie Speicher- und Verlustmoduli
aus Abbildung2.5(b) zur Verfigung. Dem Autor dieser Arbeit sind fur die Kontimusmodelle von
MRF aus Abschnitt2.9 keine Modellvorhersagen fiir Speicher- und Verlustmodutabet. Einzig
und allein fur das rheologische Modell nathun et al.(2009 konnten Vorhersagen zu Speicher- und
Verlustmodul beztglich oszillatorischer Scherung phatisich groRer Amplituden (LAOS) recherchiert
werden. Deshalb wird in dieser Arbeit eirmveistufige Modellierungsstrategieerfolgt. Im Rahmen
einer phanomenologischen Materialmodellierung bieteh siie Kombination der beiden erstgenannten
Modellierungsansatze aus Abschi@t® an, da sie sich in idealer Weise erganzen: Rheologische IMode
die im ersten Modellierungsschritt den Bezug zu experiglmt Messergebnissen sicherstellen, werden
anschlieBend mittels Kontinuumsmodellen in die dreidisimmale Welt eingebettet. Durch die chrono-
logische Abfolge leitet sich eine strukturierte zweistafidodellierungsstrategie ab, die in der Literatur
bereits erfolgreich praktiziert wirtf. Sie lasst sich in zwei Schwerpunkte unterteilen.

(1) Der erste Schwerpunkt beinhaltet die Motivation einieslienensionalen Gesamtmodells basierend auf
rheologischen Elementen, welches in der Lage ist die Mgsbaisse fir einfachen Schub aus Abbildung
2.5zu modellieren. Dazu wird der Zusammenhang zwischen eitlanl&pannung, beispielsweise 112,

und der zugeordneten Schubverzerrung yi», ausgewertet. Weil die Beanspruchungen im Rahmen
dieser Arbeit auf geometrisch lineare Theorie beschrénkt, st die Betrachtung der ingenieurtechnisch
definierter?” Spannungs- und Verzerrungstensorsen; oy 6 ® g und € = g &, ® g, ausreichend. Fur

k 1 ergeben sich die Schubspannunggn= oy und Schubverzerrungen (Gleitungew) = 2¢&. Der
ingenieurtechnisch definierte Verzerrungstensast in Gleichung A.77) definiert. Der ingenieurtech-
nisch definierte Spannungstengnr-n = c‘j'—L beschreibt den Zusammenhang zwischen dem differentiellen
Schnittkraftvektordf und dem Betrag des differentiellen Flachenelemeifswelches in Richtung des
Flachennormaleneinheitsvektonszeigt®®°°. Entsprechend den Gleichunge®i24) und .25 ist eine
weitere Folge der Beschrankung auf geometrisch linearerihedass Normalspannungseffekte eine
GrolRenordnung kleiner als Schubspannungseffekte sinehit3@nnen geometrisch lineare, einfache
Schubbelastungen bereits durch das eindimensionale @Gusdell beschrieben werden. Die zur Mo-
dellierung von einfachen Schub formulierten rheologischModelle kénnen ebenfalls zur rheologischen
Modellierung von Normalbeanspruchungen (Zug-Druck) amgalet werden. Dazu mussen lediglich die
Schubspannung und Schubverzerrung durch die Normalspannung = 01 und die Dehnung = €11
ersetz£%® sowie Materialparameter angepasst werden.

(I) Der zweite Schwerpunkt sieht die dreidimensionale algemeinerung®® des eindimensionalen
Gesamtmodells in den dreidimensionalen Rahmen der Kamtistheorie vor. Der zweite Schwerpunkt
ist nicht wesentlicher Teil dieser Arbeit. Die dreidimensgle Verallgemeinerung kann in weiterfihrenden
Arbeiten auf Grundlage der in Abschnt9 genannten Kontinuumsmodelle umgesetzt werden.

Die zweistufige Modellierungsstrategie basierend auf Idggschen Elementen wird ebenfalls von
Krawietz (1986 S. 285 ff.) vorgeschlagen. In dem Kapitel ,11.4 Zur fornmlgbertragbarkeit der
rheologischen Modelle* schreibtrawIETZ: ,Der oft gehérte Einwand, die rheologischen Modelle seien

BIm weitlaufigen Sinn kann man die phanomenologische Mdteddellierung dieser Hauptbestandteile des MRK an sich
auch als direkten Weg einer Mikro-Meso-Homogenisierurigrpretieren.

%(Krawietz 1986 S. 285 ff.), Maugin 1992 S. 7 ff.), Miehe 1992 S. 10), (ion 1994 S. 40, 41, 49, 62) Keck 1998 S. 34),
(Sedlan 2000S. 61), Freund und lhlemann 2018&. 408 ff.), Késtner 2010S. 51, 60, 70),Kastner et al. 2012 (Boisly et al.
2016

97(Hahn 1985S. 43), Haupt 2002S. 186 f.), Schnell et al. 2002S. 10, 12), Greve 2003S. 22), Parisch 2003S. 83, 175),
(Ottosen 2005S. 23), Silber und Steinwender 2005. 26, 29, 65, 69, 424)Rust 2009 S. 22, 48 f., 52, 192) Bower 2010
S. 24, 47), Balke 2010aS. 15), Nasdala 2010S. 11), Altenbach 2012S. 215, 307),Bertram und Gliige 2013. 10, 13)

98 (Giesekus 1994S. 25), Betten 2001S. 71 ff.), Spencer 2004p. 47), Altenbach 2012S. 141 ff.)

“pie Darstellung unterstellt den ersten Indeges Spannungstensarg als Richtung der Flachennormale und den zweiten
Index| in Wirkungsrichtung der Spannung. Eine Definition in umdeker Reihenfolge wird zum Beispiel biliolzapfel(200Q
S. 111) verwendet.

100weipert et al. 1993S. 93), (DIN 13343; S. 2) Betten 2005S. 195)

Ol Krawietz 1986 S. 4, 284), Goldner 1989S. 137), Lion 1994 S. 62), Betten 2001S. 296), Kletschkowski 2001S. 238),
(Tanner 2002S. 150), Gerlach 2003S. 48), Betten 2005 S. 151), Gilber und Steinwender 2005. 190), Lubliner 2008
S. 64)
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nicht hinreichend verallgemeinerungsfahig, wird durchare Ergebnisse widerlegt. Allerdings fuhrt nicht
ein einfacher formaler Weg, sondern nur das Vorgehen dea@emgange der Kapitel 9 bis 11 zum Ziel“.
IHLEMANN und Mitautorert® benutzen dakKonzept reprasentativer Raumrichtungair Vorhersage des
dreidimensionalen Materialverhaltens auf Grundlageimirdsionaler konstitutiver Beziehungen. Alter-
nativ dazu haben Ihlemann uide3ling et al.(2016) ein Konzept der direkten Verkniipfung rheologischer
Elemente fir groBe Deformationen aufbereitdibricht (1976 S. 22) undMaugin (1992 S. 7 ff.) nutzen
den padagogischen und heuristischen Wert rheologischdelo Sie verweisen auf die anschauliche und
bildhafte Darstellbarkeit von komplexen Materialverbalauf Basis von Reihen- oder Parallelschaltungen
einiger weniger Standardelemente (Feder, Dampfer, Raibmit), wonach durch direkte Addition von
Dehnungen und Spannungen schnell Materialgesetze aegeleirden konnetf®. Als Beispiel sei auf
Maugin (1992 Kapitel 5.1) hingewiesen, in dem die dreidimensionalealfgemeinerung anhand von
verfestigendem plastischen Materialverhalten gezeigt.uwieck (1998 S. 34) benutzt ebenfalls rheologi-
sche Elemente und hebt die Vorziige der zweistufigen Modaligesstrategie hervor. Er schreibt: ,Um die
Komplexitat, die eine dreidimensionale kontinuumsmedde Formulierung fiur grof3e Verzerrungen
mit sich bringt, vorerst zu vermeiden und damit den Blick dig wesentlichen Grundelemente des
Modells nicht zu verstellen, wird zunachst ein eindimenales Modell fir inkompressibles Material
formuliert, das die eingangs beschriebenen Effekte adbildann. Auf3erdem wird sich zeigen, dass
es sinnvoll ist, die Parameteridentifikation mit diesem Klbdlurchzufuhren, weil so relativ geringe
Rechenzeiten erreichbar sind“. Eine VerallgemeinerungyGuindlage eindimensionaler konstitutiver
Gleichungen hat ebenfallson (1994 S. 62) unternommen. Die ,Motivation der Materialtheoreeagnem
nichtlinearen rheologischen Modell* ist beion (2000 S. 98 ff.) dargestellt. Er notiert: ,Basierend
auf dieser Betrachtung sowie aus Grinden der Anschaulichkel der Stringenz bei der Wahl der
inneren Variablen wird die Methode zur Entwicklung der Metheorie eng an rheologische Modelle
angelehnt. [...] Die Ubertragung rheologischer Modellé fmite Deformationen fiihrt zwar nicht auf
die allgemeinst moglichen Stoffgleichungen, sie erméglaber eine zutreffende Materialbeschreibung®.
Zur formalen Ubertragbarkeit rheologischer Modelle fuitéiDeformationen fiihrHaupt(2002 S. 426)
eine Zwischenkonfiguration etf* und erklart das Vorgehen anhand des\WELL Elementes. In
Kastner et al(2012 105 sowie beiKastner(2010 S. 14, 70) ist nachzulesen: ,Durch die unterschiedliche
Schaltung von [rheologischen] Grundelementen und demitmegrundeliegenden Materialgleichungen
kénnen beliebig komplizierte einachsige Materialmod&bastruiert werden. Dieses Vorgehen wird bei
der Entwicklung einer konstitutiven Beschreibung [. . .hg&t.”

Ein systematischer Uberblick einer moglichen zweistufigéodellierungsstrategie ist in Abbildung
2.8 anhand eines Ablaufschemas dargestellt. Es sind vordetigridie Teilarbeitsschritte des ersten
Schwerpunktes der zweistufigen Modellierungsstrategegearbeitet. UnteRahmenbedingungen der
eindimensionalen Materialmodellierungersteht man beispielsweise

» den maximalen Absolutwert der Verzerrung,

+ die GroR3e der Rate der Verzerrung,

» den Temperatur- und Feuchtebereich,

102(Freund und lhlemann 2008Freund und lhlemann 201&. 408 ff.), Freund et al. 201115. 905 ff.), Lorenz et al. 2011
S. 116), Freund et al. 2010a

103englisches Originalzitat: ,A word must be said about théslogical models. Very often we shall have recourse to them
as they exhibit strong pedagogical and heuristic valuesirtse in rheology [...] has become general since ZeneB)19%he
combination in series or parallel of a few standard eleméspsng, dashpot, dry friction, and other) provides a piesgue
illustration of complex behaviours and the direct additairstretches or forces, depending on the case, rapidly s/igitiple
constitutive equations.'Maugin 1992 S. 7 ff.)

104englisches Originalzitat: ,Even in the rheological modefilassical linear viscoelasticity internal variablesraremployed
to represent the states of displacement in damping elerjentsTransferring this very simple model structure toigdnsional
finite deformations is made possible by introducing an metiate configuration. On the one hand this is based on apticative
decomposition of the deformation gradient and, on the dthad, it implies an additive decomposition of the straindnformity
with the one-dimensional situation Maupt 2002 S. 426)

105englisches Originalzitat: ,In line with the experimentssraall strain uniaxial viscoplastic material model is dedysubse-
quently generalized to multiaxial loadings [. . . ]. In mamges simple uniaxial rheological models are the basis édfioitmulation
of constitutive equations which are subsequently germs@lio multiaxial loadings or augmented to capture spebglacteristics

of the material behavior.”
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I Eindimensionale Modellierung auf Grundlage rheologischer Elemente

@ Rahmenbedingungen und Definition zu berticksichtigender Phéanomene

e Bereich maximaler Verzerrungen (klein oder grof})

e Bereich der Raten der Verzerrung (klein oder grof})

Beobachtungsdauer (experimentelles Fenster)

e Eigenschaften der Last (konstant, linear steigend, sinusférmig, transient)

v t

@ Experimente zur Identifikation @ Modellierungsansatz

Modellierung

e Experimente zur Klassifikation »| o cinhergehend mit Klassifizie-
des Materialverhaltens rungsexperimenten

e Anregung aller in Schritt () auf- |¢ e Modellierung aller weiteren in
Schritt (1) definierten Effekte

gefiithrten Phdnomene

Y
@ Verifikation der Implementierung @ Implementierung des Modells

Vergleich von in der Literatur verifi- | e analytische oder numerische
zierten oder analytischen Material- Implementierung

antworten mit den Vorhersagen des e in Schritt (D festgelegte Phiino-
implementierten Materialmodells mene kénnen simuliert werden

Implementierung

[
v

@ Anwendung eines Algorithmus zur Identifikation der Parameter

v
@ Definition eines Abbruchkriteriums (relativ, absolut)

v

Ist das Abbruchkriterium erfillt ?

o O\

JA NEIN

Parameteridentifikation

néchste Iteration

1
v

II  Dreidimensionale Verallgemeinerung

v

Abbildung 2.8: Zweistufige Strategie zur phanomenologiscMaterialmodellierung

« die Eigenschaften der Anregung (konstant, linear ansteigsinusférmig, transient),
 die Haltezeiten bei Relaxations- und Kriechversucheniesow
e den Frequenzbereich bei sinusférmiger Anregung.

Sie sind in Schritt] definiert. Die Beschrankung der experimentellen Untersnghauf eine begrenzte
Zeitspanne ist mit den Begriffen degperimentellen Fenstet®® und der DEBorAH Zahl1%7 verkniipft.
Schritt 0 beinhaltet die Durchfuhrung von Identifikationsexperiteen Ziel ist die Klassifikation des
Materialverhaltens, um die qualitativen Eigenschaftes denachst noch unbekannten Black-Box Ope-
rators festzulegen. In diesem Sinn bietet sich die Einardrdes Materialverhalten in die Klassifikation
nachHaupt(2002 S. 269) an. AnschlieRend kann dem Black-Box Operator edgwelastisches, plasti-
sches, viskoelastisches oder viskoplastisches Materfaiten zugewiesen werden. Es legt die generelle

106(Schwarzl 1990S. 150, 172, 203) Werdin 1996 S. 65), Barnes 1999S. 139), Wieser 1999S. 22), Haupt 2002 S. 255,
257), Kardelky 2004 S. 59)

107(Reiner 1964 (Harris 1977 S. xxxviii), (Tschoegl 1989S. 35), Barnes etal. 1989S. 5), Macosko 1994 S. 136),
(Pahl et al. 1995S. 71), Steffe 1996 S. 332), Larson 1999S. 18), Morrison 2001 S. 448), Owens und Phillips 20055. 7),
(Tadros 2010S. 65)
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Struktur der Materialgleichungen in Schrift fest. Im Anschluss dessen werden weitere Experimente
durchgefuhrt, um entsprechend den geforderten Rahmamhedjen aus Schritfl alle bisher noch nicht
angeregten Effekte und Prozesse zu stimulieren. Am EndeSebnitt O sind konstitutive Gleichungen
formuliert, welche sowohl mit den Klassifizierungsexpegitten einhergehen als auch generell alle ge-
forderten Effekte beinhaltenFdlgerung 3 Um die Messdaten modellieren zu kénnen, muss man in der
Lage sein, rheologische Elemente gezielt parallel odeeihdrschalten zu konnen. Dazu ist es notwendig,
die Vorhersagen fur Materialfunktionen rheologischemigate zu kennen. Deswegen ist die Berechnung
von Modellvorhersagen und Materialfunktionen ein wesemér Aspekt dieser Arbeit. Mit Kenntnis der
Modellvorhersagen fir FlieBkurve sowie Speicher- undug&rhodul kdnnen einzelne rheologische Ele-
mente gezielt verschaltet werden, um ein gewlnschtes Niedelgsergebnis zu erzielen. Dafir kommen
die Regeln zur Kopplung allgemeiner rheologischer Grurdiglie nachAltenbach(2012 S. 297) und
Bertram und Gligé2013 S. 18 ff.) zur Anwendung. Die Reihenschaltung nach Abitgip.9 besteht aus

T {1} —>r e f{i}>T
21 v Yh v
XK 2>X——> <>
(a) Gesamtschaltung (b) Freischnitt desten rheologischen Elements

Abbildung 2.9: Reihenschaltung verrheologischen Elementen

i = 1...nrheologischen Elementen. Die kinetische Bedingung eiméindhschaltung ergibt sich 22f
=T miti=1...n. (2.1)

Die gesamte Schubverzerrung ergibt sich infolge der kitisgteen Bedingung einer Reihenschaltung aus
der Summe der Teilverzerrung&ty

y= ivi : (2.2)

Fur eine Parallelschaltung auus 1...nrheologischen Elementen entsprechend Abbild2ii@ergibt sich

<Y

T1<—— 1 |+

N

Ti<—— i 4>
: Vi 5

Tn<——{ N}
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A —

Abbildung 2.10: Parallelschaltung vorrheologischen Elementen
die kinetische Bedingung Z¢°
n
T=>7. (2.3)
i-1
Die kinematische Bedingung einer Parallelschalttiig
Vi=Vy miti=1...n (2.4)

beinhaltet folglich, dass die Summe der Teilverzerrunglkeicly der Gesamtverzerrung ist. Als Folge
der kinetischen Bedingung einer Parallelschaltung (Gleig @.3)) und der linearen Eigenschaft des

108(Weipert etal. 1993S. 93), Lemaitre und Chaboche 1998. 100), Kardelky 2004 S. 35), Silber und Steinwender 2005
S. 155)

109weipert et al. 1993S. 93), (emaitre und Chaboche 199%. 100), Haupt 2002 S. 198), Gross et al. 2004S. 308),
(Kardelky 2004 S. 35), Silber und Steinwender 2005. 156)

Oweipert et al. 1993S. 93), (emaitre und Chaboche 199%. 100), Haupt 2002 S. 199), Gross et al. 2004S. 302),
(Silber und Steinwender 2005. 165)

lll(Weipert et al. 1993S. 93), Lemaitre und Chaboche 1998. 100), Gilber und Steinwender 2005. 165)
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Differential- und Integraloperators, setzen sich dieFtierve, die differentielle Viskositat, Speicher- und
Verlustmodul sowie Hoherharmonische aus den Beitrdgen=dér. . n parallel geschalteten rheologische
Elemente zusammen

Too = irm (2.5)
Nditt = Zn;rldiﬁ.i (2.6)
G'= iGi’ (2.7)
G'- Y6 28)
a = iak.i (2.9)
by = Zn]:-bk.i : (2.10)

Weil die Experimente in dieser Arbeit aus AbbilduBd verzerrungsgesteuert durchgefiihrt sind, ist es
sinnvoll, das gezielte Verschalten rheologischer Elemenif Parallelschaltungen zu beschranké&ol-(
gerung 3 Schritt 0 der zweistufigen Modellierungsstrategie beinhaltet diplé&mentierung des Mate-
rialmodells. Existieren fur alle zu modellierenden Anregen analytische Losungen, gentgt eine Imple-
mentierung der analytischen Materialantworten. Ein weitdspekt dieser Arbeit ist daher die moglichst
analytische Bestimmung von Materialantworten und Malfem&tionen. Analytische Berechnungen sind
vorteilhafter als numerisches Losen, wenn auf phanomgismber Ebene eine gezielte Analyse der dem
Modell zugrunde liegenden Mechanismen im Fokus steht. fle®e werden numerische Probleme auf
ein Minimum reduziert. Sind jedoch nicht alle Modellant¥arr analytisch berechenbar, ist eine numeri-
sche Implementierung erforderlich. Die numerische Im@eptierung eines Materialmodells ,A* wird in
Schrittd geeignet verifiziert. Diglirekte Verifizierundpeweist die Konvergenz des numerischen Algorith-
mus und erfordert daher tiefer greifendere Kenntnisse a@enischen Mathematik und Logik. Stattdessen
wird in dieser Arbeit ein flr Ingenieure anwendungsfreigidls Verfahren durchgefiihrt. Hierzu werden
die numerischen Vorhersagen des Materialmodells , A" filwibise grenzwertige Materialparameter be-
stimmt. Aufgrund der teilweise grenzwertigen Wahl der Mialparameter, geht das Gesamtmodell ,A"
in einen der Grenzfalle ,B*, ,C“, ... Uber. In diesem Sinnd&r NEwToNsche Dampfer ein Grenzfall des
rCrossDampfers Boisly et al. 201%. Das MAXwWELL Modell ist ein Grenzfall des rROSSMAXWELL
Elements Boisly et al. 201%und das BNGHAM-HOOKE Modell (Boisly et al. 2017 ist ein Grenzfall des
rCROSSBINGHAM-HOOKE Elements. Unterstellt man, dass fur die Grenzfalle ,B*, ,.C. verifizierte
(analytische) Losungen existieren, konnen auf diese Whes&/rhersagen des Gesamtmodells ,A* ab-
geglichen werden. Diese Art der Verifizierung kann dahemalsekte Verifizierungnittels Grenzfallana-
lyse bezeichnet werden. Auch hierflr wird der Stellenwaglgischer Losungen deutlichglgerung 3
Der Vorteil der indirekten Verifizierung, numerisch erraite Modellvorhersagen auf einem anwendungs-
freundlichen Weg validieren zu kdnnen, besitzt jedoch adabhteile. So ist die indirekte Verifizierung
notwendig aber nicht hinreichend fir die korrekte numéegstmplementierung eines Materialmodells.
Daher ist die mdglichst analytische Berechnung von Mdtertevorten und Materialfunktionen ein we-
sentlicher Bestandteil der Materialtheotg. In den Schritteri] und O werden die Materialparameter
mittels Vergleich von Messungen und Modellvorhersagenimest. Die Materialparameter werden so-
lange variiert bis ein gewinschtes Abbruchkriterium dirfgt, infolgedessen die Qualitéat der Modellvor-
hersagen ein Mindestmald erreicht hat. Dazu stehen eineatfiebon Methoden zur Verfligung. Einen
Uberblick findet man beispielsweise Biocks und Steglicli2007). Um Materialparameter nichtlinearer
Modelle, fur die keine analytischen Losungen mehr gefunderden kdnnenBrocks und Steglich 2007

S. 109), zu identifizieren, werden in der Regihtlineare Optimierungsalgorithmén? verwendet. Diese

M2(Haupt 1977 S. 138), Giacomin et al. 2011

113(Lion 1994 S. 103), Werdin 1996 S. 56), Gtreilein 1997S. 148), Keck 1998 S. 54), Gedlan 2000S. 120), Nasdala 2000
S. 105), Beinersdorf 200 (Gerlach 2003S. 53), Kadachevitch 2003S. 67), Panhans 2004S. 108), Samir 2007 S. 79),
(Brocks und Steglich 2005. 114), (Wang und Liao 201]1S. 26)
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optimieren eine Zielfunktion, welche ein Optimierungsérium zur Quantifizierung von Unterschieden
zwischenSollFWerten (Messergebnisse) utst-Werten (Modellierungsvorhersage) darstellt. Weil die An
fangsbedingungen einen entscheidenden Einfluss auf dabritsgnichtlinearer Optimierungsalgorithmen
haben, kénnen mathematisch zuléssige aber physikalisihnige Materialparameter identifiziétt wer-
den. Dies ist darauf zurlickzufihren, dass eine nichtlsn@alfunktion mehrere lokale Minima besitzen
kann und rein mathematisch arbeitende Optimierungséigoen das zum Startvektor nachst gelegene
Minimum identifizieren Brocks und Steglich 20075. 114). Folgerung 4

In dieser Arbeit wird daher ein alternativer Ansatz vertplder rein mathematisch arbeitende nichtli-
neare Optimierungsverfahren in erster Instanz verzichtizcht. Er wird aldMethode charakteristischer
Punktebezeichnet und ist ebenfalls auf nichtlineare Materialafied fir die keine analytischen Losun-
gen mehr existieren, anwendbar. Diese charakteristisBlekte sind in Messungen leicht auffindbar und
stehen in direktem Zusammenhang zu Materialparametemit &Gnnen Materialparameter Schritt fur
Schritt auf der Grundlage von Messdaten in deterministisé&rt und Weise manuell bestimmt werden
(Brocks und Steglich 2007S. 112). Diese Art der Parameteridentifikation wird daherhaalsphysika-
lisch motiviertbezeichnet. In zweiter Instanz kdnnen die mit der Methodgaitieristischer Punkte iden-
tifizierten Materialparameter auch als Anfangsbedinguarfde rein mathematisch arbeitende nichtlineare
Optimierungsverfahren benutzt werdétwlgerung 9. Es ist allerdings nicht Ziel dieser Arbeit.
Charakteristische Punkte sind beispielsweise MaximaMi@ma, Nullstellen, Plateauwerte oder Schnitt-
punkte von Materialfunktionen. Der mathematische Zusanirarg zwischen charakteristischen Punkten
und Materialparametern kann durch eine Kurvendiskussiaytisch definierter Materialfunktionen ge-
funden werdenRolgerung 5. Dies unterstreicht noch einmal den hohen Stellenwelttyiseher Losungen
sowie den Mehrwert gegeniiber numerisch gegebenen Méatektibnen folgerung §. Die Starke die-
ser Methode besteht darin, von charakteristischen Punkégriger komplexen rheologischen Modellen
B ,C", ...per Analogieprinzip auf charakteristische Rkie eines komplexeren Gesamtmodells ,A“ zu
schlieRen. Hierbei wird unterstellt, dass fur die rhedogen Modelle B, ,C, ...aufgrund der gerin-
geren Komplexitat analytische Losungen existieren, weeftih das Gesamtmodell ,A* aufgrund héherer
Komplexitat nicht mehr gegeben sindco{gerung 5 Beispielsweise werden iBoisly et al. (2015 die
charakteristischen Punkte desr@ssMaxwWELL Elements aus denen desaMwEeLL Modells vorher-
gesagt. Die charakteristischen Punkte desdiAM-HOOKE Elements werden iBoisly et al.(2017) aus
denen des RANDTL Elements, M\XWELL Elements und Reibelements abgeleitet. Materialfunktipne
die in dieser Arbeit auf charakteristische Punkte untdtsuerden, sind die FlieRkurve, Speicher- und
Verlustmodul sowie héherharmonische Moduli.

14podge und Kriege(1971; S. 593) undBrocks und Steglick2007 S. 114) weisen ebenfalls auf den Einfluss von Anfangsbe-
dingungen der zu identifizierenden Materialparameter hthDODGE bezeichnet diese als ,Trial Parameter*.



3. Grundlegende Betrachtungen fur die Mate-
rialmodellierung

3.1 Physikalisch nichtlineares Materialverhalten im Beréch geometrisch
linearer Theorie

Die Formulierung von Materialmodellen hangt maRRgeblicmgiiltigen Deformationsbereich ab. Bis zu
einer gewissen Grenze, der sogenannten materialspeeifisotearitatsgrenze, verhalt sich ein Material
phyikalisch linearPhysikalische Linearitét liegt vor, wenn die konstitutiven Beziehungen durch einen
Linearoperato™ beschrieben sind. Der Linearoperator verknipft die unadlgén konstitutiven Varia-
blenx mit den abhangigen konstitutiven Variablgn

y=¥(x) . (3.1)

Die Modellierung von physikalisch linearem Materialvdtea gelingt im Rahmen der linearen Viskoelas-
tizitat 3 und ist Stand der Technik. Ein Linearoperatoraidtlitiv

l-IJ(X]_-i-Xz) = l-IJ(X]_) +L|J(X2) =Yy1+Y2 (32)

undhomogen vom Grad 1
WY(mx) =mW¥(x) =my, (3.3)

mit m als beliebig reelle Zahl. Wird die Linearitatsgrenze Ublriten, verhalt sich ein Materigdhysi-
kalisch nichtlinear*. Physikalische Nichtlinearitat wird auch atsaterielle Nichtlinearitat® bezeichnet.
Das Materialverhalten lasst sich dann nicht mehr durchreirieearoperator beschreiben. Fur die expe-
rimentelle Untersuchung der Linearitatsgrenze ist dieaBagkeit der Messinstrumente ausschlaggebend
(Wilhelm 2002 S. 92). Die Linearitéatsgrenze kann von einer

« kritischen Spannung , (S1)
« kritischen Schubverzerrung, , (S2)
« kritischen Schubverzerrungsrajg & oder von (S3)

l(Knausenberger 198%. 35), Schwarzl 1990S. 138), Morrison 2001 S. 152), Oswald 2009S. 328), Deshpande et al.
2010 S. 94)

2(Barnes et al. 198%5. 4, 38), Deshpande et al. 2018. 94, 98)

3(Tschoegl 1989 (Schwarzl 1999 (Emri und Tschoegl 1992 (Emri und Tschoegl 1993a(Emri und Tschoegl 1993b
(Emri und Tschoegl 1994 (Giesekus 199¢ (Macosko 1994 (Haupt 2002, (Tschoegl et al. 2002 (Silber und Steinwender
2009, (Kastner 2010S. 56, 62, 145),Kastner et al. 2012 (Boisly et al. 201§

4(Krawietz 1986 S. 146), Sedlan 2000S. 62, 71), Wriggers 2001 S. 15), Betten 2001 S. 12, 18, 108, 440) Kardelky
2004 S. 3), Sedlacek 20095. 4), Merkel 2010 S. 245)

5(Holzapfel 2000S. 399), Bathe 2002S. 570), Werkle 2008 S. 469), Nasdala 2010S. 10), Merkel 2010 S. 245), Kuna
201Q S. 175)

6(Fuchs und Cates 2003%. 279), Moller et al. 2009, (Christopoulou et al. 2009%5. 5052), Segovia-Gutierrez et al. 2012
S. 1437)

7(S(:ott Blair 1949 S. 58), {Meiss et al. 1994 (Pahl et al. 1995S. 146), ¥ziquel et al. 1999bS. 14 ff.), Kirsch et al. 2001
S. 556), Wilhelm 2002 S. 93, Abb. 6), (i et al. 2003 S. 282), Uhlherr et al. 2005S. 107), Coussot 2005S. 61, 90), Tiu et al.
2006 S. 653), Hyun et al. 2007S. 1325), Christopoulou et al. 200%. 5057 ff.), Tadros 2010S. 77), Kowalczyk et al. 2010
S. 5), Mezger 2010S. 151), Boisly et al. 2014, Abschnitt5

8(Wilhelm etal. 1998S. 402), Coussot 2005S. 63), (Hess, Kroger und Fischer 2006; S. 39%dwalczyk et al. 2010S. 5),
(Boisly et al. 201%
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« beideny und yg, ° (S4)

abhangen. Verandert sich die Linearitatsgrenze in Ablggedi von der Deformationsgeschichte, so ist
dies auf die Entwicklung innerer Variablen zurtickzufiihrBas kann beispielsweise fir eirRRNDTL
Modell (Boisly et al. 2014 mit isotroper Verfestigund® nachvollzogen werden. Gelegentlich wird die
kritische Schubverzerrung mit dem Eintreten von plasésttFlieRen!! in Verbindung gebracht. Dies
muss jedoch nicht immer der Fall sein. Beispielsweise kidrtie viskoplastischen Materialmodelle aus
Abbildungen8.4und8.13zuerst in einen nichtlinear viskoelastischen VorflieRlmdrébergehen, bevor sie
plastisch zu Fliel3en beginnen.

Eine andere Art der Nichtlinearitat ergibt sich aus der kiatischen Betrachtung eines Feldproblems.
Deformationen setzen sich im Allgemeinen aus VerzerrungehRotationen zusammeBédrtram 2008

S. 110).GroRe (finite) Deformationer? liegen bei groRer Rotation und groRer (finiter) Verzerruog™.

Bei geometrisch nichtlinearer Theorfé ergeben sich groRe Verschiebungen ausschlieRlich infptyer
Rotation. Die Verzerrung ist jedoch kletf.

Im Rahmen vorgeometrisch linearer Theori® sind Bewegungen und Deformationen materieller Punkte
klein. Kleine Bewegungen impliziert kleine Verschiebundé. Diese erzwingen wiederum kleine Rotatio-
nen®. Raumliche und materielle Verschiebungsgradienten diedfalls klein, woraus sich kleine (infi-
nitesimale) Verzerrungel? und kleine RotationeR? ableiten lassen. Der Verschiebungsgradient kann im
Rahmen geometrisch linearer Theorie additiv in einen amtisetrischen Teil, den infinitesimalen Rotati-
onstensor!, und einen symmetrischen Teil, den infenitesimalen Veumrgystensor?, zerlegt werden. Die
Forderung nach kleinen Verschiebungen zusatzlich zuddeierzerrungen ist fur die Beschrankung auf
geometrisch lineare Theorie zwingend erforderliBag¢khaus 1983S. 77), da auch fir groRe Verschiebun-

9(Dealy und Wissbrun 199(. 103), Macosko 1994S. 136), Oswald 2009S. 329 Abb. 6.1),Boisly et al. 201%

lO(G(jldner 1989S. 224-228), Kreillig 1992 S. 2, 54, 59), Itemaitre und Chaboche 1998. 108, 109), Altenbach 1994
S. 214), Khan und Huang 199%. 156), §imo und Hughes 200@. 11, 12, 17, 19, 90)Betten 2001S. 136), Wriggers 2001
S. 54), Haupt 2002S. 452, 461, 479) Liubarda 2002ch. 9.4.1), Ottosen 2005S. 209-218),Kloulsby und Puzrin 20065. 25),
(Lubliner 2008 S. 112, 125, 146, 147)Chaboche 20085. 1644), Sedlacek 20095. 57), Nasdala 2010S. 175), Puzrin 2012
S. 226, 217)

(Doraiswamy et al. 1991S. 656), Nguyen und Boger 19935. 83), (Veiss et al. 1994S. 773), Yziquel et al. 1999pS. 15),
(Lietal. 1999 S. 463), Coussot 2005S. 61)

2(wriggers 2001S. 2), Merkel 2010 S. 246), Kuna 2010 S. 175)

13(Betten 2001S. 38), Bathe 2002S. 570), Betten 2005S. 38), {Merkle 2008 S. 470), Sedlacek 2009S. 4), Altenbach
2012 S. 115)

M(wriggers 2001S. 2), Merkel 2010 S. 245), Kuna 2010 S. 175)

15(pipkin 1972 S. 114, 116),\(riggers 2001S. 25), Bathe 2002S. 570), Werkle 2008 S. 470), Nasdala 2010S. 10)

18(Becker und Biirger 197%. 49), Krawietz 1986 S. 145), Miehe 1992 S. 10), KreiRig und Benedix 2003. 31), Bertram
2008 S. 110), Kienzler und Schroder 200%. 85)

17(Truesdell und Toupin 196@B. 308), Backhaus 1983S. 91), Krawietz 1986 S. 146), Giesekus 1994S. 46), Haupt 2002
S. 185), Kreil3ig und Benedix 2002. 31), Ottosen 2005S. 23), Nasdala 2010S. 11)« (Bathe 2002S. 607), Greve 2003
S. 97), Kéastner 2010S. 6)

18Truesdell und Toupin 1960S. 274, 305), Eringen 1962 S. 16, 33), Pipkin 1972 S. 116 ff.), Eringen 1980 S. 19),
(Backhaus 1983S. 91), Krawietz 1986 S. 145), Giesekus 1994S. 50), Holzapfel 2000 S. 187), Liu 2002 S. 10),
(KreiRBig und Benedix 20025. 31), Greve 2003S. 133), Spencer 2004S. 82), Ottosen 2005S. 67), Altenbach 2012S. 115),
(ABAQUS 2008 S. 1.4.2-5)

19(Truesdell und Toupin 1960S. 306), Eringen 1962 S. 13), Becker und Biirger 1975S. 49), Eringen 1980 S. 19),
(Malmeisters 1977S. 81), Krawietz 1986 S. 145), Maugin 1992 S. 31 ff.), Betten 2001 S. 40, 44), Haupt 2002 S. 53),
(KreiBig und Benedix 2002S. 31), Liu 2002 S. 9), Greve 2003 S. 22), Spencer 2004S. 78), Betten 2005 S. 38),
(Silber und Steinwender 2005. 65), Bertram 2008S. 110), Rust 2009S. 8), MSC.Maré@ 201Q S. 111), Altenbach 2012
S. 115)

20(Truesdell und Toupin 196(65. 306), Eringen 1962S. 16 ff.), Lion 1994 S. 10), Haupt 2002 S. 53), Liu 2002 S. 10),
Spencef2004 S. 82, 83)

2per Zusammenhang zwischen dem infinitesimalen Rotatinsstaind einem infinitesimalen Rotationsvektor istBxhgen
(1962 S. 16),Malvern (1969 S. 131),Spencef2004 S. 78, 82) Kienzler und Schrodef2009 S. 83) aufgezeigt.

22(Eringen 1962 S. 16), Malvern 1969 S. 123-131), [(iu 2002, S. 10), Haupt 2002 S. 56), Spencer 2004S. 78, 82),
(Kienzler und Schréder 200%. 83)
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gen kleine Verzerrungen auftreten kénrfén®*. Als Konsequenz kleiner Verschiebungsgradienten stim-
men die Referenz- und Momentankonfiguration in guter Naigkiberein. Dies ist im Anhang infolge
der GleichungenA.72), (A.76) und (A.103) gezeigt. Deshalb besteht bei geometrisch linearer Téeori
keine Notwendigkeit zwischenAGRANGEscher und EBLERscher Formulierung zu unterscheid®nDie
gesamte Verzerrung kann additiv in elastische, plastiedee viskose Anteile aufgeteilt werdéh

3.2 Kinematische Beschreibung von einfachem Schub

Zur kontinuumsmechanischen Beschreibung der Schubdafmmmwerden dem materiellen Korp&r
kontinuierliche Eigenschaften unterstéift Der materielle Kérper besteht ansateriellen Punkter®.

t=tg t>1R

X1

Abbildung 3.1: Deformation eines materiellen Kérp&susgehend von einer Referenzkonfiguration in
eine Momentankonfiguratiof?

Um die Deformation des Korpers mathematisch zu beschresige@der Kérper zu verschiedenen Konfigu-
rationen betrachtet. Durch den Vergleich eiamentankonfiguratiomum Momentanzeitpunkt> tg mit
derReferenzkonfigurationum Referenzzeitpunit=tg konnen kinematische Grof3en fir einen materiellen
PunktP quantifiziert werden. Im Folgenden wird der makroskopiggansiungsfreie Zustand zu Beginn
einer Deformationsgeschichte als Referenzkonfiguratedimigirt, sodast = to = 0 3% 3, Jeder materielle
Punkt ist durch die Zuordnung mit dem Ortsvektor der Refgtenfiguration

P < X = Xcex K=1,23 (3.4)
lex| =1 (3.5)

23Ein Beispiel dafir ist die Biegung eines BalkerBdtkhaus 19835. 92), ABAQUS 2006 S. 1.4.2-4)] dessen Lange wesent-
lich groRer als die Hohe des Querschnitts ist. Selbst wenBal&en derart gebogen wird, dass sich die beiden Enderiearji
sind die Verzerrungen klein aber die Verschiebungen nalkeriPunkte sind grof3. StarrkdrperrotatioMfcosko 1994S. 28,
36), (Holzapfel 2000S. 82, 187), Betten 2001 S. 42, U 1.3.9), Haupt 2002 S. 32), Spencer 2004S. 63, 79, 86), Bertram
2008 S. 108), Nasdala 2010S. 11) ] ist ein weiteres Beispiel.

24auRerdem weisHaupt(2002 S. 56) darauf hin, dass kleine Verzerrungsraten zushtzlikleinen Verzerrungen unterstellt
werden missen, um alle Ableitungen und Raten kinematisghi#en im allgemeinen Fall zu linearisieren: ,In order tehrise
all derivatives and rates of the kinematic quantities, weeha assume small deformation rates in addition to smatirdedtion”
(Haupt 2002S. 56).

25(Truesdell und Toupin 19605. 308), Eringen 1980S. 20), Krawietz 1986 S. 146), Eringen und Maugin 1990&. 10),
(Maugin 1992 S. 31), Holzapfel 2000S. 399), Betten 2001S. 40), Kastner 2010S. 6)

26(Miehe 1992 S. 11), Kletschkowski et al. 2002k5. 294), Kletschkowski et al. 2002&5. 800), Altenbach 2012S. 252)

27(schade und Kunz 198$. 6,7,10), Eringen und Maugin 1990%. 3), Giesekus 19945. 9), Parisch 2003S. 49), Coussot
2005 S. 6), Pal 2007 S. 51), Eck et al. 2008S. 198), Haasemann 2008&. 58), Kastner 2010S. 18), Altenbach 2012S. 7)

28(Giesekus 1994S. 9), Holzapfel 2000S. 56), Silber und Steinwender 2005. 34), Altenbach 2012S. 12)

29(Eringen 1962S. 6, 14), Eringen 1980S. 7), Eringen und Maugin 1990&. 4), Greve 2003S. 2), Parisch 2003S. 61)

30(Holzapfel 2000 S. 58), Greve 2003S. 1), Parisch 2003S. 60), Spencer 2004S. 33), Silber und Steinwender 2005
S. 35)

31Generell kann nactBecker und Biirge(1975 S. 10), Krawietz (1986 S. 95, 96),Eringen und Maugin(1990a S. 13),
Giesekus(1994 S. 11),Lion (1994 S. 9),Haupt (2002 S. 9), Greve(2003 S. 27) undAltenbach(2012 S. 75) jede Konfi-
guration als Referenzkonfiguration definiert werden.
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unter Verwendung derIESTEINSchen Summationsvereinbahruffy
X € = X1€1 + X262 + X3€3 (3.6)
definiert. Der Ortsvektor in der Momentankonfiguration wdkatch

X = X6 k=1,2,3 3.7)
le) =1 (3.8)

erfasst. Di€Trajektoriexp eines materiellen Punktes33 wird durch die Zuordnungsvorschrigtin Bezug
auf das Koordinatensystea angegeben

xp(t) = X (X-em,t) = Xk (Xw,t) 8= X(X-ew,t) =X (Xu,t) & . (3.9)

Eine vergleichbare symbolische Beschreibung der Abh#edig(X -ey,t) wird beiOgden(1984 S. 102),
Holzapfel (2000 S. 93) sowieTruesdell und Noll(2004 S. 21) aufgefuhrt. Sie wird im Folgenden rein
formal durchx(X,t) ersetzt. Zugunsten der Ubersichtlichkeit wird das einfaetjiingende Produk

( )- () zwischenX und dem Basisvektogy nicht mitgefiihrt. Das einfach verjingende Produkt ist fur
Tensoren definiert als

A-B=Ay&®8 Byt ®em=AuBim&® 8 - & ®en=AyBimin & ®emn=AuBmex®en.  (3.10)

N—

Die Inversex ! der Trajektorie eines materiellen Punkt&s

X(X-8,t) =X T(X-a,t) = X (X8 t) = X O e = X (4, e (3.11)
ergibt sich unter Beriicksichtigung der Identitét
X[X(X'erht)'a\/ht]:X[Xil(x'erht)vt]:X' (312)

Analog wird im FolgenderX (x-&,t) zur Wahrung der Ubersichtlichkeit formal durkl{x,t) ersetzt. Au-
Rerdem findet anstelle vop( ,t) undx~%( ,t) die Notationx( ,t) undX( ,t) Verwendung.

Die Verschiebungi eines materiellen Punktes kann in Abhangigkeit ¥obeztiglich des Koordinatensys-
temsex und der Zeit angegeben werden

X+u(X,t)=b+x(X,t) . (3.13)

Dies kann Abbildun@.1entnommen werden und wird in der Literatur adaterielleoder LAGRANGE For-
mulierung®’ bezeichnet. Diedumlichebeziehungsweise W ERsche Beschreibung der Verschiebung
eines materiellen Punktes

X(x,t)+u(x,t) =b+x (3.14)

32(Prager 1961aS. 14), Kastner 1964S. 21), Betten 1987S. 15), Klingbeil 1993 S. 19), Morrison 2001 S. 34), Parisch
2003 S. 6), (Tinder 2008 S. 13), Schade und Neemann 20®. 1), Kay 2011 S. 1)

33(Hamel 1956 S. 9), (Truesdell und Toupin 1960S. 243 ff.), Prager 1961aS. 169), Eringen 1962 S. 6), Malvern
1969 S. 139, 156), Ripkin 1972 S. 116 ff.), Becker und Burger 19755. 10), Eringen 1980 S. 7), ©Ogden 1984S. 77),
(Eringen und Maugin 1990&. 5), Miehe 1992 S. 32 ff.), Lion 1994 S. 9), Giesekus 1994S. 11), Kaliske 1995 S. 23),
(Schroder 1996S. 9), Spurk 1996 S. 7), Holzapfel 2000 S. 59), Betten 2001 S. 28), Wriggers 2001 S. 20), Haupt 2002
S. 16), Liu 2002 S. 1), Parisch 2003S. 62), Greve 2003S. 2), Spencer 2004S. 34), Silber und Steinwender 2005. 24,
36), (Altenbach 2012S. 72)

34(Kétstner 1964S. 73), Betten 1987S. 106), Klingbeil 1993 S. 45), Morrison 2001 S. 35), Spencer 2004S. 27), Ottosen
2005 S. 5), (Tinder 2008 S. 27), Bertram 2008S. 20), Schade und Neemann 20 69), Altenbach 2012S. 31)

35(Hamel 1956 S. 10), {ruesdell und Toupin 1960S. 243 ff.), E€ringen 1962 S. 6), Malvern 1969 S. 156),
(Becker und Burger 19755. 11), Eringen 1980S. 7, 8), Ogden 1984S. 80), Krawietz 1986 S. 96), Eringen und Maugin
19903 S. 5), Giesekus 1994S. 11), Kaliske 1995 S. 23), Schroder 1996S. 9), Holzapfel 2000S. 59), Betten 2001S. 28),
(Wriggers 2001 S. 22), Parisch 2003S. 63), Spencer 2004S. 35), Silber und Steinwender 2005. 37), Altenbach 2012
S.72)

36(Ogden 1984S. 80), Giesekus 1994S. 11), Schréder 1996S. 9, 11), Holzapfel 2000 S. 59), Silber und Steinwender
2005 S. 37)

37(Ma|vern 1969 S. 138), Krawietz 1986 S. 95), Lion 1994 S. 9), Holzapfel 2000S. 59), Betten 2001S. 29, 33), Haupt
2002 S. 20), Parisch 2003S. 62), Greve 2003S. 3), Silber und Steinwender 2005. 39), Altenbach 2012S. 74)

38(Malvern 1969 S. 138), Holzapfel 2000S. 60), Betten 2001S. 29, 33), Haupt 2002S. 19), Parisch 2003S. 63), Greve
2003 S. 3), Silber und Steinwender 2005. 39), Altenbach 2012S. 74)
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hangt von der Zeit sowie dem Ortx, bezogen auf das Koordinatensystems ab Eringen 1980
Gl. (1.5.6)). Sie ergibt sich ausgehend von Gleichud)(als Inversex~ der Trajektorie eines mate-
riellen Punktes. Zur Vereinfachung wird folgend die Allgeimheit durch

b=0 (3.15)

eingeschrankt. Dies ist nicht zwingenderweise notwerdidilft aber den Fokus auf die fiir die Arbeit
wesentlichen Aussagen zu richten.

Auf Grundlage dieser Beziehungen werden im Folgenden dienkatischen GroRRen fir einfachen
Schub® ermittelt. Ausgehend von der Bahnlinie materieller Purgktieben sich VerzerrungsmaRe, die in
AnhangA.1 definiert sind. Ziel ist es, die fur die geometrisch linealedrie maximal moégliche Schub-
verzerrung zu bestimmen, bei der Unterschiede zwischenveiemerrungsmafien und ihren linearisierten
GroRRen vernachlassigbar sind. Dazu wird der Zusammenhaiggien der aufleren Steuergridie)
und den Verzerrungsmalf3en ermittelt. Die Abmess{hgbeschreibt die Verschiebung der in Abbildung
3.2 grau hervorgehobenen Flach@< X; < /g, X2 =h, 0< X3<b] in x;-Richtung. Die Hohe, Breite und

Vi &)

Abbildung 3.2: Einfacher Schub eines quaderfomigen Ké&per

Tiefe des zu deformierenden Kérpers bleiben wahrend disfacSchub konstant, sodasgs= h = konst,
bp = b = konst und/y = konst. Die Trajektorie eines materiellen Punktes untdiaellem Schub ist durch

t
x:[X1+S—h)X2]e1+X2e2+X3e3 (3.16)
definiert. Die Inverse der Trajektorie ergibt sich zu
s(t)
X = xl—T X2 €1 +Xo €+ X363 . (3.17)
Damit kbnnen die Koordinaten des Verschiebungsvektors
iﬁ)xz ir:)XZ
Uk = 0 (3.18) Uy = 0 (3.19)
0 0

bestimmt werden. Es ist zu erkennen, dass die Hiittie Rolle einer charakteristischen Lange einnimmt.
Der materielle und raumliche Verschiebungsgradient emgejteichermafen

0o M g 0o € g
kL= 0 0 O (3.20) ug=| 0 0 o0]. (3.21)
0O 0 O 0O 0 O

39(Eringen 1962S. 5), Greve 2003S. 3)

40(Truesdell und Toupin 196(B. 292), Eringen 1962S. 54), (odge 1964 S. 38), Reiner 1968S. 52), Becker und Biirger
1975 S. 29, 30, 144),HKringen 1980 S. 56), Backhaus 1983S. 28, 108), ©gden 1984S. 101), Krawietz 1986 S. 223),
(Schwarzl 1990S. 302, 321), Eringen und Maugin 1990&. 347), Giesekus 1994S. 53), Macosko 19948S. 27, 28, 31, 35),
(Wilmanski 1998 S. 25), Holzapfel 2000S. 60, 93), Betten 2001S. 378), Liu 2002 S. 6, 166), Greve 2003S. 17), Spencer
2004 S. 74), {Truesdell und Noll 2004S. 442), Betten 2005S. 173, 184), Silber und Steinwender 2005. 37, 47, 60, 70),
(Bertram 2008S. 113), Altenbach 2012S. 131)
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Der Deformationsgradierf und der inverse Deformationsgradidfit' betragerf

1 W og 1 -4 g
Fk=] 0 1 0 (3.22) Fe=|l 0 1 of. (3.23)
0 0 1 0 0 1

Der LAGRANGESche Verzerrungstensd® wird fur Gleichung 8.18 entsprechend GleichungA35)
berechnet. Der ELERsChe Verzerrungstenserergibt sich fur Gleichung3.19 mittels GleichungA.37).
Damit erhalt marf?

(0o oo J O W o
Exu=3| S0 ()" o (3.24)  e=5| W () o . (325
0 0 0 0 0 0

Alternativ dazu kénnen die Ergebnisse mit Hilfe der Bereaigen nach Gleichunge@ 34) und (A.36)
kontrolliert werden. In beiden Fallen treten die quadciigs) Termauy k Uy und un kUun ausschlieBlich
fur die NormalkomponenteB,,e, ® &, undey, e ® & auf. Fir die linearisierten Verzerrungsgréfgén

S

|~

1s(t)
2

2}
~

EL =i e =| 130 (3.26)

o]
© o4
oo o

verschwinden die quadratischen Terme, sodass beide imdenieurtechnisch definierten Verzerrungs-
tensore = g« ex ® e_ Ubergehen. Die Koordinaten des Verzerrungstensogsdre, unde, ® ; Richtung,
siehe Seitd 7, entsprechen der Halfte der Schubverzerrfthg

_st)
y= ho (3.27)

Daher kénnen Normaleffekt® im Rahmen geometrisch linearer Theorie vernachléassigleveiFir groRe
Deformationen sind sie nicht zu vernachlassigeerfy 1980 S. 27). Die Restriktion zur Gewahr von

geometrisch linearem einfachen Schub: |y(t)| $0.1 (3.28)

ergibt sich notwendigerweise aus Gleichung8r2@, (3.22), (A.56) und (A.57). Um die Abweichung
der linearisierten Verzerrungsmal3e von den exakten Mfeirzgsmallen zu bestimmen, wird die Norm des

Tensors
1Okl =V Oxe (ke (3.29)

ausgewertet und man erhalt
|ER —Exc] _ e -aal _ | ¥?
[Exdl &l 2+y?

Somit ergibt sich eine Abweichung zwischen linearisieded exakten Verzerrungsmaf3en von 7%, inso-
fern die ingenieurtechnisch definierte Schubspannungetnaiig aufy(t)| < 0.1 begrenzt ist

(3.30)

=0.07 - ~0.1<y(t)<0.1. (3.31)

4L(Eringen 1962S. 54), Truesdell und Toupin 196@. 293), Schwarzl 1990S. 302), Giesekus 1994S. 54), Spencer 2004
S. 75), Gilber und Steinwender 2005. 60)

42(Eringen 1962S. 55), Truesdell und Toupin 196(. 295), Ebert 1980 S. 16), Schwarzl 1990S. 302), Giesekus 1994
S. 55), Spencer 2004S. 75), Silber und Steinwender 2005. 61)

43(Giesekus 1994S. 55), Gilber und Steinwender 2005. 70), Ottosen 2005S. 48)

44(FIUgge 1958S. 437), Reiner 1968S. 21, 39), Ogden 1984S. 101), Tschoegl 1989S. 13), Schwarzl 1990S. 82, 235),
(Giesekus 1994S. 54), Macosko 1994S. 7), Silber und Steinwender 2005. 47, 70)

4S(Walters 1975S. 23), Becker und Biirger 19755. 149, 207), Ferry 1980 S. 27), Liu 2002, S. 168), Truesdell und Noll
2004 S. 442)
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Im Falle einer einfachen Schubstromutfgerhalt man mit GleichungA.45) fiir den LAGRANGESchen
Deformationsgeschwindigkeitstensor

(0o = o0
Exi = Dki = > ir:) Zi;) ? 0 (3.32)
0 0 0

Zur Bestimmung des & eERschen Deformationsgeschwindigkeitstensdrsverden zunachst dasuk
LERsche Geschwindigkeitsfeld(x,t) nach GleichungA.48) und der Geschwindigkeitsgradiebtnach
Gleichung A.47) berechnet

Wy, 0o ¥ g (0 Fo
=] 0 (3.33) L=l 0 0 O (3.34) du= > W 0 o (3.35)
0 0O 0 O 0 0 O

Der EuLERsche Deformationsgeschwindigkeitstensor ergibt sichh r@leichung A.49) als symmetri-
scher Anteil des Geschwindigkeitsgradienten. Das Ergekann sowohl mit. = F-F~! entsprechend
Gleichung A.47) als auch Uber die push forward Operation nach Gleichdng2) Uberprift werden. Die
Berechnung des B _ERschen Deformationsgeschwindigkeitstensors anhand veitting A.50) ver-

deutlicht auRerdem, dass sich die Verzerrungsrage e, Richtung exakt zu Null ergibt

dii = & + VmkEm + &mVmI = &1 + &i.m Vm+ Vmk€m| + &mVim| = & + Vmk€m| + &mVim| (3.36)
-0
O o o o)\ [({0o o0 o
ot = 1 s s(P) &) + 0 130s®) o |+] o L&) g (3.37)
K=l & 25w O 2h h Ihoh : :
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Die quadratischen Terme heben sich identisch auf. Somithstin der exakte und linearisiert® BEERsche
Deformationsgeschwindigkeitstensor Uberein

A = ' = & - (3.38)
Dabher treten fiir rein viskose Materialien bei einfachemuBdkeine Normaleffekte auf. Die Relatidh

dy(t) _s(t)
= h (3.39)

ist demnach fur rein viskoses Verhalten auch bei groRenevieragen exakt. Der linearisierteAGRAN-
GEsche Deformationsgeschwindigkeitstensor ergibt sichGtatchung A.81) zu

dip=dhri=€n=en=y(t)=

SORNY
) 0 o]- (3.40)
0 0

Die Abweichung zwischen dem linearisierten und exakteRANGESChen Deformationsgeschwindig-
keitstensor betragt

[Dke-Di | | _2y2

. 3.41
ol \ Tr2/ (341)

Daruberhinaus ist aufféllig, dass die Abweichung unablgiwon der Rate der ingenieurtechnischeir®
e, odere, ® e; Richtung definierten Schubverzerrung ist. Wenn die Besdturdg |y(t)| < 0.1 analog zu

46(Walters 1975S. 22), Becker und Birger 197%. 149, 202),Ebert 1980S. 14), Ferry 1980S. 27), Ogden 1984S. 125),
(Bird 1987 S. 100), Dealy und Wissbrun 19905. 36), Giesekus 1994S. 86, 163), Macosko 1994 S. 71), Spurk 1996
S. 23 ff.), Betten 2001 S. 242), Morrison 2001 S. 106), Tanner 2002 S. 45 ff., 55), Truesdell und Noll 2004S. 442),
(Owens und Phillips 20055. 38), Bertram 2008S. 113)

47(Tschoegl 1989S. 13), Dealy und Wissbrun 199(. 34)
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Gleichung 8.31) bestehen soll, ergibt sich eine Abweichung zwischen deealisierten und exakten
LAGRANGEschen Deformationsgeschwindigkeitstensor von vierzebadnt

2y2
1+2y2

=0.14 N ~0.1<y(t)<0.1. (3.42)

3.3 Gleichgewichtsrelation

NachHaupt(2002 S. 260) wird einGleichgewichtszustanghter der Annahme eingeftihrt, dass ein ,dyna-
mischer Prozess immer zum Stehen kommt, wenn externe Bedjeg konstant gehalten werdefi 4°.
Als externe Bedingungen koénnen in diesem Sinn Kréfte, Mdmeverschiebungen oder Verdrehungen
aber nicht deren Raten verstanden werden. Einem Gleichgwsziustand kann eir@leichgewichtsspan-
nung®® 189 und eineGleichgewichtsverzerrungfd zugeordnet werden. Die?%y2d Beziehung wird daher
auch alsGleichgewichtsrelatiomezeichnet. Die Differenz zwischen der Gesamtspannung

-[ — Teq+ ‘[OV (3.43)

und der Gleichgewichtsspannung wird Blserspannung®’ °! definiert. Im Zustand des Gleichgewichts
verschwindet die Uberspannung definitionsgemidBufpt 2002 S. 420). Die additive Aufteilung nach
Gleichung 8.43 ist hinsichtlich der Materialmodellierung sehr hilfrejcda somit ratenabhéngige und
ratenunabhéngige Phanomene getrennt voneinander neodeiirden konnenHaupt 2002 S. 499). Ra-
tenunabhéangige Phdnomene werden durch die Gleichgevalztisn erfasst, ratenabhangige mittels der
Uberspannung.
Es gibt zwei Mdglichkeiten, die Gleichgewichtsrelatigp®9, 1°9) zu bestimmen. Dies kann entweder
verzerrungs- oder spannungsgesteuert erfolgen. Im Falkdeerrungsgesteuerten Prozessfuhrung werden
mehrstufige Relexationsversuche= konst durchgefiihrt. Mehrstufige Kriechversuatfe- konst eignen
sich fur die spannungsgesteuerte Prozessfuhrung. Deindékk = 1...n nummeriert die Betrage aller
von Null verschiedenen Laststufen. Eine fur beide Prodésshgen verallgemeinerte Darstellung ist in
Abbildung 3.3 skizziert. Die Laststufen sind sowohl in positiver als an€elgativer Richtung aufgetragen.
Somit erhalt man2+ 1 Lasthorizonte, die der Materialprobe in aufsteigendetalvfallender Reihenfolge
nacheinander aufgepragt werden. Die gesamte pro Belastiregu aufgebrachte Z&iT = At + At setzt
sich aus der Zeifstp zum Aufbringen eines Lasthorizontes und der Halte&eiusammen. Hierfir wird
unterstellt, dass die Haltezeit ,ausreichend lartdapt 2002 S. 200) gewahlt ist, um dem Material die
notwendige Zeit einzuraumen, in den Gleichgewichtszustarerzugehen. Unter dieser Arbeitshypothe-
se erhalt man per Definition zuirten Lasthorizont deirten diskreten Punkt der Gleichgewichtsrelation
(Y%, 18%). Je nachdem wie oft die2 1 Belastungsniveaus in aufsteigender und abfallendereRilye
aufgepragt werden, ergeben sichl... mdiskrete Gleichgewichtspunkte nmit> n.
Angenommen die Gleichgewichtsrelatiqry®®', 78%) wird mittels Relaxationsabbruchpunktéd be-
stimmt, so ist der Platzhalter in Abbildury3 durch ( ) = y zu ersetzen. Derte Relaxationsabbruch-
punkt wird durch das zugeordnete konstante Verzerrunganiy = konst identifiziert. Die am Ende der
Relaxation eines Lasthorizonts, das heif3t nach der Zeit&pAT, gemessene Spannung wird als Gleich-
gewichtsspannung _

T = Jim 7 ()] _konst mit i=1...m (3.44)

definiert. Auf3erdem wird das Relaxationsniveau der Gle&ahchtsverzerrung gleichgesetzt und man er-
halt per Definition einen Punkt der Gleichgewichtsrelafigff = ', 7°%').

48englisches Originalzitat: ,Among these is the basic assiompghat a dynamic process always comes to a standstill in a
passive system if the external conditions are kept constdrdt is to say the process tends towards a state of equitibrif
the relative distortion of the end cross-sections of thecispen is regarded as an external condition, then one carecipfe
the hypothesis that an infinitely prolonged relaxation peschas to end in a time-independent equilibrium state e$stand
deformation.” Haupt 2002 S. 260)
49(simo und Hughes 2006. 345), Lubliner 2008 S. 65)
50(Haupt 1993S. 146 ff.), Lion 1994 Abb. 3.1.1 - 3.1.4, 3.2.1.1)Ljon 1996 S. 156), Haupt 2002S. 193, 260, Abb. 6.15)
Y(Lion 1996 S. 153, 156),I(ion 1997 S. 1, 4), Haupt 2002S. 420, 500)
52(Haupt 1993S. 132), Lion 1996 S. 153), Haupt 2002 S. 200, 260), Kastner et al. 201,2S. 41)
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Abbildung 3.3: Mehrstufiger Relaxations- | = y] beziehungsweise Kriechversuch ) = 1] zur Bestim-
mung der Gleichgewichtsrelation mittéds- 1...n von Null verschiedenen Laststufen, d.im+21 Belas-
tungsniveaus, die einer Materialprobe in aufsteigendédrabfallender Reihenfolge nacheinander aufge-
pragt werden. Ebenfalls stellt) = 0 ein Belastungsniveau dar, sodass hier in Sumak...m=1...4n
Abbruchpunkte bzw. Gleichgewichtspunkte angesprocheadewme

Der Platzhalter in Abbildun@.3 ist durch( ) = 7 zu ersetzen, wenn die Gleichgewichtsrelation durch
Kriechabbruchpunktdestimmt wird. Dei-te Kriechabbruchpunkt ergibt sich zu dem konstant geheite
Spannungsniveat = konst nach der Zei\T (Haupt 1993S. 132 ff.). Die nach der ZeifAT identifizierte
Verzerrung wird per Definition der Gleichgewichtsverzegu

yeH :tEIiTA]T Y ()4 —konst mit i=1...m (3.45)
zugeordnet. Rein formal ist das Spannungsniveau identisciGleichgewichtsspannung und man erhalt
einen GleichgewichtspunKty®', 184 = '),

In Abschnitt4.3wird die Bestimmung der Gleichgewichtsrelation fir je eiaterialmodell der drei Stoff-
klassen, Festkorper, Fliissigkeit und Material mit festdig Ubergang erklart. Es wird gezeigt, dass der
Gleichgewichtszustand nicht immer sowohl fiir Relaxatilsreaich Kriechen definiert ist. Es ist zum einen
méglich, dass die Gleichgewichtsrelation nicht durch Ehien gefunden werden kaf# Dies wird in Ab-
schnitt4.3.1anhand einer viskoelastischen Flussigkeit erklart. Diksigch Késtner(201Q Abb. 2.1(b))
gleichermal3en flr entfestigendes Materialverhalten. Znderen ist es auch maoglich, dass Relaxation kei-
ne eindeutige Gleichgewichtsspannung liefert. DiesdrtRalfir starre Flissigkeiten mit FlieRspannung
auf, wie beispielsweise dem Reibelement oder dencBiAM Modell 54 Erist in Abschnitt4.3.3erlau-
tert. (Folgerung J Da starres VorflieBverhalten jedoch eine stark ideatisiBfodellannahme darstellt, ist
anzunehmen, dass dieser Fall mehr akademischen Chardiferjedoch praktisch weniger relevant sein
wird. Denn alternativ dazu kdnnte der starre VorflieRbéreitt ,sehr grolRer” Steifigkeit modelliert wer-
den, sodass die Gleichgewichtsrelation theoretisch IsiRelaxationsexperimenten eindeutig identifiziert
werden kann. Unter praktischen Gesichtspunkten ist eshitnisehwierig nachzuweisen, dass sich eine
Materialprobe unter Beanspruchung kleiner der FlieRspagmicht deformiert hat.

3.4 Praktische Bestimmung der Gleichgewichtsrelation undkonsequen-
zen fur die Modellierung

Die Klassifikation von Materialverhalten beinhaltet diet€ilung des Verhaltens in eine Stoffklasse und
eine MaterialklasseFblgerung §. Die Stoffklassifikation erfolgt in Abschni4 unter Verwendung der
Gleichgewichtsrelation. Ebenso ist die Gleichgewicliasien eine wesentliche Grél3e zur Materialklassi-
fikation nachHaupt(2002 S. 269), die in AbschnitB.6vorgestellt wird. Zum Klassifizieren eines Materi-
alverhaltens ist es daher erforderlich die Gleichgewrelhdtion zu messen. Aufgrund der Beschréanktheit
des experimentellen Fensters, damit ist zum Beispiel ganadss die zur Verfligung stehende Messzeit
begrenzt ist, hangt die Glte der Messergebnisse von derimgueellen Prozessfihrung ab. Daher kann

53(Haupt 2002S. 260), Kastner 2010S. 11)
54(Giesekus 1994S. 213), Boisly et al. 2014aS. 5)
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es in der Praxis sehr gut moéglich sein, dass das experirtefehster entgegen der vétaupt (2002

S. 200) unterstellten Arbeitshypothese nicht ,ausreidiang” ist. (Folgerung 9

Um die praktischen Konsequenzen dieser Tatsache hinskchiter Materialmodellierung zu erlautern,
werden im Folgenden zwei Modellbeispiele diskutiert, iaelin symbolischer Art und Weise reales Mate-
rialverhalten reprasentieren. Somit wird fir die folgemiskussion gewahrleistet, dass das ,wahre” Ver-
halten einer Materialprobe bekannt ist. Ziel der folgendetersuchung ist es, die Gleichgewichtsrelation
unter verschiedenen experimentellen Vorgaben zu bestimme

3.4.1 Viskoelastizitat mit von Null verschiedener Gleichgwichtsspannung

Das erste Modellbeispiel besteht aus der Parallelschipltimes Hbokeschen Elements und=1...8
MAXWELL Elementen. Es ist in Abbildun8.4dargestellt. Fir das Modellexperiment werden die Modell-

Geq
GIeichgewichtsspannun@ Teq<— G
‘ 1 N1
Tov1i=Tm1 < "N \A——H
G, n2
Tov2=Tm2 < /" "\ A—FF
Gs N3
Tov3=Tm3 < "/ "\WA—F
Gi N
. Tovi =Tmi< " “WW—— +—+—>T
Uberspannung Gs Ns
Tov5 = ITm5 < ~"VVWN—-T
Gs Ne
Tov6 = Tme < /" NNA—F
Gy Nz
Tov.7 = Tm7 < ~"V\N\A—F }—
Gg Ns
L Tovs = Tmg < "/ "V\WA—F
y

Abbildung 3.4: Erweitertes MXxwELL Modell zur Bestimmung der Abhangigkeit der Gleichgewiots
lation von experimentellen Bedingungen resultierend auBeschranktheit des experimentellen Fensters

parameter geeignet definiert. Das diskrete Relaxatioksjpe besitzt acht Relaxationszeiten

- % -[10% 105 1; 105 16% 10%; 10% 10°)] s. (3.46)

Die Elastizitatsmoduli der Hokeschen Federn der MKkwWELL Elemente sollen
Gi =[20; 40; 65; 80; 105; 120; 110; 9%a (3.47)
betragen. Der Elastizitatsmodul depHkeschen Feder der Gleichgewichtsrelation wird
Geq= 100Pa (3.48)

festgelegt. Um die Modellantwort zu dem mehrstufigen Rélaraprozess aus Abbildurg)3 zu bestim-
men, werden die Differentialgleichungen derl...8 MAXWELL Elemente®®
. . ni
Tovi = YNi—Tovi ~ (3-49)
Gi
mittels des BEILER-Riickwarts Verfahren®® diskretisiert. Das HLER-Riickwarts Verfahren wertet eine
Differentialgleichungy = f(t,x,x) zum Zeitpunktt“*! aus und man erh&lt zunachst rein forn}'éfrl':

55(Giesekus 1994S. 243), Macosko 1994S. 116), Menges et al. 2005. 158), Haupt 2002 S. 203, 322), Kardelky 2004
S. 35, 192), Gross et al. 2004S. 308), Silber und Steinwender 200S. 156)

6(Zienkiewicz 1984 S. 518), Qelschlagel und Matthaus 1988. 55 ff.), Qertel Jr. und Laurien 1995S. 102),
(Schwetlick und Roos 199%. 150), Schéafer 1999S. 139), Schanz 2000S. 61), Simo und Hughes 200G5. 33), Betten
2004 S. 274), Ostermann 20055. 3.10), Dahmen und Reusken 2008. 439, 445)



3.4. Praktische Bestimmung der Gleichgewichtsrelatioth Kionsequenzen fur die Modellierung 33

f(t,%,%)[<L. Mit ()€1 = ()**! geht der Ausdruck tber it = f(t<*2 x¥*1 xk*1) Eine erste Ableitung
wird mittels desRuickwartsdifferenzenquotientéh

S k+1 _ yk+l _yk
yet = Py (3.50)
approximiert. Somit ergibt sich dielE ER-RUckwarts-Diskretisierung von Gleichung.49 zu
G tk+l—tk .
o MOt e m e @5)
ni +Gj (tk+1 —tk) i+ Gj (tkl-tk) '
Die Gesamtspannung™ = t&:1+ 76 zur diskreten Zeit“"! betragt damit
8 8 G (tk+l_tk) .
kelp kbl ckily _ kil kel 1 k1 MG k N
(yk ) yk ) eq +; ov.i eqyk +;|:Vk ’7i+Gi (tk”-—tk) * Tovi ’7i+Gi (tk”'—tk)] ( )
Fur den mehrstufigen Relaxationsprozess aus Abbil@@betragt die
. 1
Dehnrate der Rampen y = konst= :i:0.0lg . (3.53)
Fur jede der
Relaxations Haltezeiten At =[10% 10% 10%; 10°] s (3.54)

wird die entsprechende Modellantwort bestimmt. Die Reselsind in Abbildung.5dargestellt. Es ist zu
erkennen, dass die ReIaxationsabbruchputnk_tAeT hif0) |, _onsy Welche durch die Kreuze hervorgeho-
—I

ben sind, von der Haltezeftt abhangen. Entsprechend GleichuBgHl) ergibt sich folgerichtig eine Ab-
hangigkeit der identifizierten Gleichgewichtsrelatiomwier HaltezeiiAt. Daher stellen die identifizierten
Gleichgewichtsrelationen in den Abbildunge(a) 3.5(b)und3.5(c)nicht die wahre Gleichgewichtsrela-
tion des Modellbeispiels von Abbildur§j4 dar. Stattdessen sind ssheinbare Gleichgewichtsrelationen
in diesem Fallscheinbare Gleichgewichtshysteresé&mst wenn die Relaxations-Haltezeit ,ausreichend
lang“ ist, beispielsweise wenn ungeféktr= 10- MAX (a;) erflllt ist, wird die in Abbildung3.5(d)darge-
stellte ,wahre*, linear elastische Gleichgewichtsrelattes unterstellten Materialmodells aus Abbildung
3.4gemessen.

Genau um diesen Effekt auszuschlieRen, betiauipt(2002 S. 200) die Notwendigkeit einer ,ausreichend
langen” Haltezeit. Den Experimentator stellt dies jedochnicht triviale Probleme. Fir ihn ergeben sich
die Fragen:

» Welche Haltezeit ist im konkreten Fall als ,ausreichentflazu betrachten?

« Ist es mdglich die erforderliche Anzahl von Relaxatiomeaus mit ,ausreichend langer” Haltezeit
in der zur Verfigung stehenden Zeit praktisch umzusetzen?

Desweiteren sieht sich ein Experimentator mit der Problelinsig konfrontiert, ob die Relaxation voran-
geschritten wére, wenn man die Haltezeiten groRer gewatit.rDementsprechend ergeben sich fiir das
Ergebnis aus Abbildung.5(a) in Abhangigkeit des experimentellen Fensters, mindsestesr Interpreta-
tionsmoglichkeiten.

1. Eindenkbares Szenario ist, dass die Haltedejausreichend lang” gewahlt wurde. Somit besitzt die
Gleichgewichtsrelation nach Gleichurij44) eine Gleichgewichtshysterese. Das Materialverhalten
ist daher viskoplastisch.

2. Es gibt aber auch die Moglichkeit, dass die Halteaeinicht ,ausreichend lang gewahlt wurde.
Wiirde man stattdessen eine Haltezdit- At wihlen, die tatsachlich ,ausreichend lang® ist, sind
mehrere Szenarien denkbar:

57(Schafer 1999S. 139), Plato 2006 S. 229), Dahmen und Reusken 200B. 445)
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Abbildung 3.5: Abhangigkeit der Relaxationsabbruchpenkin der Relaxations-Haltezéit. Die Dehn-
raten der Rampen zum Anfahren der einzelnen Relaxatiogeumivsind konstant = :i:0.0l%. Die Mo-
dellvorhersage wurde fir das erweiterteAMvELL Modell aus Abbildung3.4 unter Verwendung der

Materialparameter von Gleichunge®46), (3.47) und 3.48 bestimmit.

2a. Beispielsweise kdnnte die GleichgewichtshystereseAfbildung 3.5(a) nach wie vor bestehen
bleiben, sich jedoch infolgat > At verkleinern. Dies hatte keine Auswirkung auf die Interaret
tion des zugrunde liegenden Materialverhaltens. Es wilbdafalls als viskoplastisch interpretiert

werden.

2b. Alternativ gabe es die Mdglichkeit einer vollstandigsehwundenen Gleichgewichtshysterese. Die
Gleichgewichtsrelation ware eine Gleichgewichtskurvi i Abbildung3.5(d) dargestellt ist. In-
folgedessen wirde sich ein viskoelastisches Materiaden mit von Null verschiedener Gleich-

gewichtsrelation ergeben.

2c. Ebenfalls ist denkbar, dass die Spannungen gegen diamisare Gleichgewichtskurve relaxieren.
Bei ,ausreichend langer” Relaxations-Haltezeit wiird®djede Spannung gegen Null relaxieren.
Das Material ist viskoelastisch mit nicht existierendeeiGihigewichtsrelation, das heify; = 0.

Diese Ubersicht der infrage kommenden Interpretationsictilgeiten zeigt anschaulich, dass die mess-
technischen Ergebnisse zur Bestimmung der Gleichgewaht®on nur im Rahmen des vorgegebenen
experimentellen Fensters zu bewerten sind und den Glilislezeich der daraus abgeleiteten Material-
modelle einschrank{Folgerung 9)

3.4.2 Viskoelastizitat mit Gleichgewichtsspannung von Nu

Um Punkt 2c¢ der soeben aufgeflihrten Interpretationsniiigditen naher zu erklaren, wird im Folgenden
ein zweites Modellbeispiel untersucht. Dieses bestehtlgiinaus dem Uberspannungsmodell von Ab-
bildung 3.4 entsprechend den Materialparametern aus Gleichurgydf) (iInd 3.47). Das Modellbeispiel
besitzt keine Gleichgewichtsrelation, das heil3t die Glggsvichtsspannung ist infolge

Geq=0 (3.55)
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Null. Die Antwort des Uberspannungsmodells wird ebenfilisden mehrstufigen Relaxationsversuch
von Abbildung 3.6(a) bestimmt. Jedes Relaxationsniveau wird durch eine Vamgsratey = :i:0.0l%
angefahren. Die Haltezeit der Relaxationsniveaus betggii110s. Die Haltezeit ist somit zwei Grol3en-
ordnungen kleiner als die groRte Relaxationszeit der Gleig 3.46), ai_g = 10°s. Zur Verdeutlichung
von Punkt 2c der aufgefiihrten Interpretationsmdglictgreibetragt die Haltezeit des letzten Relaxations-
niveaus das Dreifache der groRten Relaxationszelt(®s. Die Spannung in Abh&ngigkeit von der Zeit
ist in Abbildung 3.6(c) dargestellt. In Abbildung.6(b)ist die Spannung Uber der Verzerrung aufgetra-
gen, welche die Existenz einer Gleichgewichtshystereggesiert. Weil das Gesamtmodell ausschliel3-
lich Uberspannungen beinhaltet, muss es sich um eine $ereiGleichgewichtshysterese handeln. Die
scheinbare Gleichgewichtshysterese entsteht dadursh,dila Haltezeiten voat = 1110s nicht ,ausrei-
chend lang” sind. Sie sind deswegen nicht ,ausreichend Javejl sie um zwei Gré3enordnungen kleiner
sind als die groRte Relaxationszeit des Modellbeispigls,= 10°s. Die Relaxationsvorgange im Material
kénnen daher nicht vollstandig beendet werden. Um zu zeigss es sich lediglich um eine scheinbare
Gleichgewichtshysterese handelt, ist die letzte Relarateit ,ausreichend lang” gewahlt. Sie betragt mit
3.10°s das Dreifache der groRten Relaxationszeit. Die Konseodessen kann man in Abbildurdgé(c)
beobachten: Zu Beginn des letzten Relaxationsnivausrgabeder Fall zu sein, dass die Spannung gegen
eine von Null verschiedene Gleichgewichtsrelation strebivie es fur das viskoelastische Modellbeispiel
mit von Null verschiedener Gleichgewichtsrelation ausdkivstt 3.4.1beobachtet wird. Nach dem Anstieg
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(a) Mehrstufiger Relaxationsversuch mit zeitlich (b) Spannungsantwort in Abh&ngigkeit von der
verlangerter Haltezeit fir das letzte Relaxationsni- Schubverzerrung
veau

15
< 10
o
=

5

—_—
0
0 104 2:100  3.10 10° 1.5-10° 2.10° 25-10° 3-10°
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(c) Spannungsantwort in Abhangigkeit von der Zeit zur Visirung vonteq = 0 fiir das letzte Relaxati-
onsniveau

Abbildung 3.6: Modellvorhersage eines erweiterteaWeLL Modells mit nicht existierender Gleichge-
wichtsrelation (Abbildun@.4mit Geq= 0) fur den mehrstufigen Relaxationsversuch aus Abbildi6¢n)
Materialparameter entsprechend Gleichung®dg) und 3.47). Die Dehnraten der Rampen zum Anfah-
ren der einzelnen Relaxationsniveaus sind kons'tar&0.0l%. Alle Relaxations-Haltezeiten, bis auf die
letzte, betragedt = 1110s. Die letzte Relaxation-Haltezeit ist das Dreifachegtofiten Relaxationszeit
und betréagt 310°s.

erreicht die Spannung jedoch ein lokales Maximum, im Ansshtessen die Spannung in guter Naherung
bis auf Null sinkt. Dieses Verhalten erkennt man auch in Khlrig 3.6(b)innerhalb des grau eingekreis-
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ten Bereichs. Die Erklarung fir diesen Effekt liefert Alolihg 3.7. Dazu sei der Blick zunachst auf die
Spannungen derjenigen MWELL Elemente gerichtet, deren Relaxationszeiten kleinerial$idltezeit
sind, a; < (At=11109. Man erkennt, dass diese Spannungen zu Beginn der letziema®en negativ
sind, obwohl eine positive Schubverzerrung und eine pes{iesamtspannung vorliegen. Die Spannun-
gen der MaxweLL Elemente, deren Relaxationszeiten gréRer als die Halteirel, a; > (At = 11109,
besitzen hingegen positive Werte. Da di@MvELL Elemente mito; < (At =11109 schneller auf rund
Null relaxieren als jene mit; > (At = 11109, steigt die Gesamtspannuag- 2{518 Tmi zunachst an, bevor
sie nach dem lokalen Maximum wieder sinkt.

Weil es generell schwer einzuschatzen ist, ob eine Retaxafdgeschlossen ist oder nicht, ist es legitim
ein erweitertes MXwWELL Modell mit einer Gleichgewichtsspannung von Null und agsggtem Lang-
zeitrelaxationsverhalten zur Modellierung einer prakti€rmittelten Gleichgewichtshysterese zu benut-
zen.(Folgerung 9)Wahit man die Relaxationszeit des LangzeitMVELL Elementsa,, grol3er als die
im Relaxationsversuch verwendete Halte2¢jtso stellt dieser Modellierungsansatz solange keinerefFehl
dar, bis experimentell nachgewiesen wird, dass die Gleisfantshysterese auf plastische Eigenschaften
(FlieBspannung) zurtickzufihren ist. Wie in diesem Belgeeigt ist, kann Uber die Existenz einer Fliel3-
spannung, welche das Vorhandensein einer Gleichgewidtsiese zur Folge hat, nicht widerspruchsfrei
geurteilt werden. Es ist nicht mdglich zwischen einer walwder scheinbaren Gleichgewichtshysterese
zu unterscheiden. Ob das Materialverhalten als viskaptast® oder viskoelastisch interpretiert werden
muss, lasst sich nicht entscheiden.

Um mit groerer Sicherheit Uber die Existenz einer FlieRspag urteilen zu kénnen, ist es ratsam eben-
falls zum Relaxationsversuch qualitativ unterschiedi&xperimente auszuwerten. Daflir kommen bei-
spielsweise spannungsgeregelte Experimente, wiengérstufige Kriechversuc, oder verzerrungsge-
regelte sinusférmige Versuche analog zu AbsciBtinfrage. Hilfreich ist es, das Verhalten einer Mate-
rialprobe durch eine Vielzahl qualitativ verschiedenepé&imente zu entlocken, um ein Materialmodell
mit minimaler Restunsicherheit formulieren zu kénnen. \fimaktischen Standpunkt aus betrachtet ist dies
jedoch nicht immer notwendig. Allein zur Bewéltigung ingeurtechnischer Aufgaben ist es wichtig, die
Anwendungsgrenzen der unterstellten Materialmodellgoeaifzieren. Das heif3t, dass ein Materialmodell
ausschlieRRlich in einem Lastbereich anzuwenden ist, ratierdessen das Materialmodell formuliert und
verifiziert wurde. Daher ist es neben der eigentlichen Husig eines Materialmodells mindestens genau-
so wichtig das experimentelle Fenster anzugeben, infededsen die Identifikationsexperimente sowie
die Parameteridentifikation durchgefuhrt wurden. Das bededass Ergebnisse hinsichtlich der Material-
klassifizierung aus Abschni®6 und der Stoffklassifizierung aus AbschritGliltigkeit besitzen fur einen
bestimmter(Folgerung 9)

» Temperaturbereich,

* Feuchtebereich,

Lastbereich (geometrisch lineare Theorie oder gro3eeftion) und das auch nur
* innerhalb einer minimaleo,i, und maximalen Relaxationszeit,ax beziehungsweise einer

 minimalenwnin = ﬁx und maximalen Kreisfrequer@may = ——.

Amin

8pje Modellierung der Gleichgewichtshysterese auf Basikaplastischer Modelle kann inion (1994 S. 118 ff.), Lion
(1996), Keck (1998 S. 130 ff.),Haupt(2002 S. 501) undKastner et al(2012 nachvollzogen werden.

59(Cheng 1986S. 543), James et al. 19875. 442), Nguyen und Boger 19925. 66), Husband et al. 19935. 224), Gteffe
1996 S. 204), Zhu et al. 2001S. 1112), Coussot et al. 2002I5. 577), Uhlherr et al. 2005S. 105), Tiu et al. 2006 S. 656),
(Maxey et al. 2008S. 2), Le Grand und Petekidis 2008. 581), Chhabra und Richardson 200B. 93), Stokes und Frith 2008
S. 1135) Christopoulou et a2009 S. 5058 ff.), Mezger 2010S. 53, Abb. 3.1),Raredes et al. 201 8. 3), {icente et al. 2011
S. 3705), DIN-Taschenbuch 398 2013. 444), Martinie et al. 2013S. 632), Koos et al. 2014S. 951)
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Abbildung 3.7: Modellvorhersage der MwELL Elemente eines erweiterten MweLL Modells nach
Abbildung 3.4 mit nicht existierender GleichgewichtsrelatidBeq = 0, zu dem mehrstufigen Relaxations-
versuch von Abbildung@.6(a) Materialparameter entsprechend Gleichundgeag und @.47).
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3.5 Untersuchung des Materialverhaltens auf Ratenabhangkeit

Pipkin und Rivlin (1969 publizierten Restriktionen fur ratenunabhéngige Furidle, die teilweise auf
den Arbeiten vorlyushin (1954) aufbauen. Ratenunabhangigkeit wurde ebenfallsWalanis (19719,
Valanis(1972 S. 128 ff.),Valanis und Wu1975 GI. (21)), Rettig (1984 S. 519),Valanis(1984 S. 367),
Krawietz (1986 S. 38),Maugin(1992 S. 7),Lion (1996 S. 155),Lion (1997 S. 2) undPuzrin(2012 S. 8,
110, 114, 270, 282) untersuchtaupt(2002 S. 437 ff.) verweist darauf, dass in der Plastizitatstieedie
Bogenlangalie Zeitt als unabhangige Variable ersetzt, beziehungsweise dassjgeder Parameter, der
eine monoton steigende Funktion der Zeit ist, die Zeit albhéngige Variable ersetzen kann. Au3erdem
prognostiziert FAUPT weitere Mdglichkeiten zur Modellierung im Rahmen einer gratisierten Bogen-
langenbeschreibunff Die Eigenschaften einer generalisierten Bogenlange ssnHaupt(1977 S. 151)
undHaupt(2002 GlI. (11.30)-(11.32)) beschrieben.

3.5.1 Bogenlange als pseudo Zeitmaf3stab

In dieser Arbeit wird die Bogenlan§é

du=|dy| = sign(dy)dy = sign(y) dy (3.56)
du=|y|dt (3.57)
0=y (3.58)

unter Beachtung vodt > 0 verwendet, sodashy (iber das Vorzeichen vop= ‘é—{ entscheidet. Die Bogen-
lange korrespondiert mit dekkumulierten Schubverzerruffg

y(t) y(t)

u= fu(t)zfsign(dV) dV:fsign(Mt:fyl(yzw)dV (3.59)
Ot ’ t

- [ WMOIdE = utto) + [ 11D (3.60)
0 fo

wobei die verzerrungsgesteuerte Lastgeschightef,(t) und die Anfangsbedingung der Bogenléange
u= fy(t = 0) = 053 unterstellt sind. Die Bogenlangeist somit einekinematische Bogenlang@/eil Glei-
chungen 8.2) und 3.3) nicht von Gleichung3.60 erfiillt werden, isu(t) nicht additiv. Die kinematische
Bogenlange ist daher ein nichtlineares Funktional von desoBichte der Schubverzerrundaupt 2002

S. 438). Wird die Bogenlange als pseudo Zeitmalfistab eihgefio kann der zeitliche Verlauf der Schub-
verzerrung auch durcf*

y(t) = [y(u); u(t)] (3.61)

beschrieben werden. Die Informationen des Verlaufs deulSafrzerrung ist miy(u) beschriebenHaupt
2002 S. 437). Die Beziehung(u) beinhaltet jedoch nicht wie schnell der Verlauf der Schubseung
durchfahren wird. Diese Information ist irt) enthalterf®. Jedes ratenabhéngige Funktional hangt folg-
lich sowohl vony(u) als auchu(t) ab. Ein ratenunabhéngiges Funktional héngt ausschieicy(u) ab.
Somit wirkt sich die Rate des Verlaufes der Schubverzernidigt auf das Ergebnis der Spannung®éus

60englisches Originalzitat: ,In the theory of plasticity theclength [...] replaces the tinteas independent variable. More
generally, every parameter which constitutes a monotbypigareasing function of timeé can be applied as an independent
variable to replace the time. This fact opens up further ipdg®es for modelling material properties used in the gmlised
arclength description.“Haupt 2002 S. 437 ff.)

61(IIyushin 1954 GlI. (3.3)), (Valanis 1984 Gl. (6)), (Krawietz 1986 Gl. (2.68)), Keck 1998 S. 39, 50), Haupt 2002 S. 446),
(Kastner 2010S. 58), Kastner et al. 201,2S. 46), Kammer 2015Gl. (7.2))

52(pipkin und Rivlin 1965 Gl. (2.6)), (Valanis 1971dGl. (2.7)), (Valanis und Wu 1975Gl. (6)), (Lion 2000k Gl. (6.2.3.7)),
(Haupt 2002Gl. (11.1), S. 446),Kammer 2015Gl. (7.3))

53Um die Lesbarkeit zu erhéhen, witdt) anstelle vonfy(t) geschrieben.

64(Haupt 2002 S. 436), Kastner 2010S. 17)

55(pipkin und Rivlin 1965 S. 314), Haupt 2002S. 437)

66(Pipkin und Rivlin 1965S. 313, Gl. (2.9)),laupt 2002 S. 398, 436),Kastner 2010S. 16)
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3.5.2 Arbeitsweise der kinematischen Bogenlange

Unter Berucksichtigung der Aufteilung(t) = [y(u); u(t)] nach Gleichung3.61) soll nun verdeutlicht
werden, dass es die kinematische Bogenlange ermoglienRatenabhangigkeit beim Ubergang wah)
zu y(u) auszublendenKammer 2015Absch. 5.1). Dazu wird die Schubverzerrung mittels dem ke
schiedenen Realisierungen

v=fi(t) = it 0<t<T, y- X (3.62)

y:fz(t):ly;/t 0<t<nT, n=konst>0 (3.63)
Y 2

y=fa(t )—( T)Zt 0<t<nT (3.64)

von y(t = 0) = 0 aufy =y erhoht. Die Schubverzerrung in Abh&angigkeit von der Zeinié\bbildung3.8(a)
dargestellt, die Rate der Schubverzerrung in Abbild8:&fb) Die analytische Losung zu konstanten Raten
f1(t) und fo(t) wird in Abschnitt6.3 ermittelt und hier vorab genutzt. Die kinematische Bogegétals
Funktion der Zeit ist in Abbildung.8(c) aufgetragen. In Abbildun@.8(d) erkennt man, dasg(u) fur
alle Verlaufe der Schubverzerrung identisch ist. Diesushan Abbildung3.8(b)daran zu erkennen, dass
die Gesamtflachen unterhalb der Kurven gleich grof3 sinds besBogenl&ngendefinition nicht sensitiv

y
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<y % W T
> 2 " N2
X nT
0 ¥ xxxxxx
0 - T 2T nT 0
t/s t/s
(a) Verlauf der Schubverzerrung<Oy < (b) Raten der Verzerrungsverlaufe
y realisiert durch verschiedene Raten
y K y
- xxx
<y V.o <y
S 2 ~ 2
. X X)X(
0 st 0 S
o %+ T 3T nT 0 Y y
t/s u/l
(c) Kinematische Bogenlange (akkumu- (d) Schubverzerrungen in Abhangigkeit
lierte Schubverzerrung) der Bogenlange

Abbildung 3.8: Visualisierung ratenunabhéngiger Eigbafien der kinematischen Bogenlange motiviert
durch die Zerlegung des Schubverzerrungsverlaufs nadbHaleg B.61) in y(t) = [y(u); u(t)]. Auswer-
tung der Schubverzerrungsverlaufe nach Gleichun@es?)( bis (3.64 mit y=0.1, T =0.5 undn = 2.
Ratenunabhangigkeit liegt vor, da altéu)-Verlaufe, unabhangig davon mit welcher Geschwindigkeit
sie durchfahren werden, identisch sirfg(t): - , fa(t): ——, fa(t): xxx

gegentber der Rate ist, mit der die verzerrungsgesteuettsting realisiert wird, kann anschaulich fr
zwei Anregungen unterschiedlicher Rge f1(t1) undys = f2(t2) gezeigt werden. Trotz, dass die Verlaufe
der Schubverzerrung mit unterschiedlichen Raten durchifeiverden, sind deren Bogenlangen

Uy = [ yaldty = [ ‘dfl(tl) (3.65)
T2 T2 H(Ta),
uz:f|vz|dtz:f‘%22) dt, - / ‘dfz[gétl)]‘dg(ttll)dt _ dfz[dqétl)] dg(ttl) dt = Uy (3.66)
0 0
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bei y = y identisch. Dazu wurden zun&chst die Relatiofeag(t;) undt; = g-2(t2) unter Verwendung
der Transformationsbeziehungex ) und g~X( ), die sich ausy = fy(t;) L fa(t2) ergeben, formuliert.

Daraus kann das Differentialt, = dg(tl) dt; sowie dfl(tl) - dRl0M)] dIt) 5 qeleitet werden. AuRerdem

dg dty
gilt dg(tl) >0, dat; undty Zeltskalen smd die Uber monoton steigende Funktioneaingibder verknUpft

sind. Damlt ist gezeigt, dass die bis zur Schubverzerjuad; (T1) = f2(T2) akkumulierten kinematischen
Bogenlangen trotz verschiedener Raten Ubereinstimmen.

3.5.3 Experimentelle Moglichkeiten zur Feststellung von Rtenabhangigkeit

Ratenabhangige Materialeigenschaften konnen identifigierden, indem Anregungen mit konstanter Ra-
te durchgefihrt werden und die Rate variiert wird. Arbeitemlenen ratenabhangiges Materialverhalten
fiir verschiedene konstante Schubverzerrungsrgtey-t mit y = konst untersucht wird, findet man bei
Lion (1994 Abb. 2.3.2) Lion (2000h Abb. 5.2.2.1, 5.2.4.2%edlan(2000 Abb. 3.15, 3.20)Haupt(2002
Abb. 6.5),Kéastner(201Q Abb. 3.4a, 3.7) un&Kastner et al(2012 Abb. 2a, 4).

Auf Ratenabhéangigkeit kann auch indirekt geschlussfolgerden, wenn man berticksichtigt, dass raten-
abhangiges Material relaxietKéstner 2010S. 58).

Ebenfalls kdnnen auch verzerrungsgesteuerte sinusférAmgegungery = ysin(wt) verwendet werden,
um die Abhangigkeit von der Rate zu untersuchen. Wird einkafgigkeit des Speicher- und Verlust-
moduls von der Kreisfrequenz festgestellt, so ist dem Nit@rhalten ratenabhéngiges Verhalten nach-
gewiesen. Dies ist deswegen nachvollziehbar, weil diedfneijuenz ein Skalierungsparameter dafur ist,
wieviel Zeit die Anderung der Schubverzerrung von einem Bgunkty = —y zum anderery = y in
Anspruch nimmt. Ratenabhéngigkeit kann daher anschanlitiels dem FPPKIN Diagramm festgestellt
werden. Sehen dielksajousDiagramme fiir eine feste Amplitudefur alle Kreisfrequenzen annahernd
gleich aus, so liegt kein ratenabhangiges Materialvezhator. Folgerung 10

3.6 Phanomenologische Materialklassifizierung nach KUPT

Haupt(2002 S. 270, 272) schlagt eine Materialklassifikation vor, ndehMaterialien auf der Grundlage
zweier Klassifizierungskriterien,

« der Gestalt der Gleichgewichtsrelatioff-y*957 sowie der
« Ratenabhangigkest,
in die vier Materialklassen
« Elastizitat ratenunabhangig ohne Hysterese,
* Plastizitat ratenunabhangig mit Hysterese,
* Viskoelastizitatratenabhéngig ohne Gleichgewichtshysterese und
* Viskoplastizitat ratenabhangig mit Gleichgewichtshysterese

eingeteilt werden. Die Gleichgewichtshysterese wird im Higeratur®® auch alsstatische Hysterese
bezeichnet. Je nachdem in welcher Art dissipative Effektiéreten, unterscheiden sich die vier oben
eingefuihrten Materialklassetdéupt 2002 S. 435). Elastisches Material ist dissipationsfrei. piatve
Effekte viskoelastischer Materialien entstehen aufgmaenabhéngiger Eigenschaften und fihren auf ein
sogenanntesachlassendes Gedachtrfldaupt 1977 S. 4). Plastische Materialien besitzen ein perfektes
Gedachtni€®. Sie erfassen dissipative Effekte somit aus einem ganaliateren Blickwinkel, der von
ratenunabhéngigen Eigenschaften gepragtHsu(sby und Puzrin 2006S. 211). Viskoplastizitat ist die

57(Haupt 1993S. 131, 141; Abb. 2, 5, 7)L{on 1994 Abb. 3.1.1 - 3.1.4, 3.2.1.1)Haupt 2002S. 260, 269)

68(Rettig 1984 S. 519), Krawietz 1986 S. 38), Haupt 1993 S. 146), Lion 1996 S. 155), Lion 1997 S. 2), Haupt 2002
S. 437)

59(Kolsch und Ottl 1990S. 111), Kolsch 1992 S. T34), Kolsch und Ottl 1998 (Kolsch 1993 S. 3, 5, 10), (Verdin 1996
S. 10, 46), Sedlan 2000S. 27), Betten 2001S. 3)

"O(Haupt 1977S. 4, 10), Dealy und Wissbrun 199G. 22)
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allgemein gultigste Materialklasse und behandelt disisipeEffekte sowohl durch ratenabhangige als
auch ratenunabhangige Eigenschaften. Viskoplastischieridlizen, die keinerlei elastische Eigenschaften
aufweisen, besitzen daher ausschlieBlich dissipativerSighaften. Eine Ubersicht von Materialklassen
mit entsprechenden Vertretern rheologischer ModelleHstipt (2002 Abb. 6.16) enthommen und in

Abbildung 3.9 dargestellt. Nackaupt(2002 S. 273) ist ein MwTONsches Fluid demnach ein Grenzfall

ohne mit

Hysterese Hysterese
3 T=T1% T=1%
=
Hyo]
c
3 7! y % Z
[
9
© L o
= Elastizitat Plastizitat

: ohne : mit
GleichgewichtshystereseGleichgewichtshysterese

ratenunabhangig

Viskoelastizitat Viskoplastizitat

Abbildung 3.9: Materialklassifizierung na¢taupt(2002 S. 270)

viskoelastischen Materialverhaltens. Viskoelastischatdvialien, die keine elastischen Anteile besitzen,
werden in dieser Arbeit algin viskosbezeichnet. Plastisches Materialverhalten ohne elastisorflief3-
bereich wird nachGoéldner (1989 S. 216),Gross et al(2004 S. 329), Silber und Steinwendef2005

S. 18) undMezger(201Q S. 58) alsstarr plastischbezeichnet. Plastische Phdnomene ohne entfestigende
Effekte’! und ohne Verfestigungseffekf& die also weder isotrope noch kinematische Verfestiddng
aufweisen, werden aldeal plastischoderperfekt plastisch’* bezeichnet.

AuBerdem sei erwahnt, dass die oben eingefilhrten Matexgakn von anderen Autoren in alterna-
tiver Art und Weise abgegrenzt werden In der DIN 1342-1 (S. 5) und DIN 1342-3 (S. 4) wird
plastischem Materialverhalten unterstellt, dass es sislztom Erreichen einer FlieBspannung wie ein
Festkorper und anschliel3end wie eine Flissigkeit verMiizger 2010S. 57). Alternative Definitionen
fur elastisch, plastisch, viskoelastisch und viskopsa$ti sind inHackley und Ferrarig2001, S. 26
ff.) aufgeflihrt. Zwei weitere Systematiken von Materiablden werden ifrigura (2004 S. 119-121)
prasentiert. Im ersten Fall werden die acht Begriffe — iédadtisch, nicht-ideal elastisch, plasto-elastisch,
visko-elastisch, elasto-viskos, plasto-viskos, nicletal viskos und ideal viskos — in die drei Stoffklassen
der Festkorper, Flussigkeiten und Halb-Festkorper eimbped. Im Anschluss daran werden ,realisti-
schere* Materialklassen — visko-elastisch, elasto-jgletstund plasto-viskos — auf Basis ,idealisierter"

"Y(Khan und Huang 19955. 147), 6imo und Hughes 2006. 69, 88), Ottosen 2005S. 146, 204),\(Vu 2005 S. 286, 315,
427), Houlsby und Puzrin 20065. 20, 26, 31),l(ubliner 2008 S. 125), Puzrin 2012S. 214, 217, 220, 247)

"2(Houwink 1957 S. 3), Maugin 1992 S. 4), Puzrin 2012S. 110)

73(Backhaus 1983S. 280), Krawietz 1986 S. 417), GOldner 1989 S. 224-228), KreiBig 1992 S. 2, 54, 59), Maugin
1992 S. 23), Lemaitre und Chaboche 1994. 108, 109), Altenbach 1994 S. 214), Khan und Huang 1995S. 160),
(Simo und Hughes 200. 11, 12, 17, 19, 90) Betten 2001 S. 136), Wriggers 2001 S. 54), Haupt 2002 S. 231, 272, 452,
461, 479), YWu 2005 S. 286), Ottosen 2005S. 209-218, S. 285-307, S. 321Hdulsby und Puzrin 20065. 25, 27), Lubliner
2008 S. 112, 125, 146, 147)Chaboche 20085. 1645), Sedlacek 200%5. 57, 70), Nasdala 2010S. 174), Puzrin 2012S. 217,
226)

74(GC')Idner 1989S. 214), 8imo und Hughes 200®. 7, 82, 89),Gross et al. 2004S. 328), Houlsby und Puzrin 2006. 20),
(Lubliner 2008 S. 113, 125),Rust 2009S. 104), Sedlacek 20095. 52), Nasdala 2010S. 175), Puzrin 2012S. 218)

75(Bertram 1989S. 246 ff.), GOldner 1989S. 197), Lubliner 2008 S. 111), Mezger 2010S. 60)
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Materialklassen — elastisch, viskos und plastisch — definj§toffe, die erst nach Uberwinden einer
endlichen Scherspannung, der so genannten Flie3grenfiie@n beginnen, nennt man viskoplastisch*
nach Betten (200% S. 20) und sinngemé&R auch nakfitsoulis (2007 S. 135)6. Weil in der Defini-
tion keine Differenzierung hinsichtlich Ratenabhangigk@rgenommen wird, trifft sie auch fur starr
plastische Materialein im KuPTschen Sinn zu. Bei @TT BLAIR /7 wird das Spektrum rheologischer
Eigenschaften in neun Klassen unterteilt, Waipert et al (1993 S. 148) in acht, auf die hier nicht naher
eingegangen werden soll.

Weiterhin wird Plastizitat auch direkt mit der Eigenschedtrknipft, nach Entlastung bleibende Ver-
formungen aufzuweiseff. Genauer betrachtet ist diese Tatsaobévendigabernicht hinreichendfir
Plastizitat im FhupTschen SinnKolgerung 1). Da viskoelastische Materialien ohne Gleichgewichtsre-
lation, das hei3t®9= 0, ebenfalls bleibende Verformungen nach Entlastung asémekann nach diesem
Kriterium eine Vielzahl von Materialmodellen als plastiseingeordnet werden. Beispielsweise wirde
dann auch eine BwTONsche FlUssigkeit ein plastisches Materialmodell daestellDieses Problem
wird auch inFigura (2004 S. 119) benannt. IEURA berichtet davon, dass fir im APTschen Sinn
viskoelastische Materialien aufgrund von inelastischeefobnationen nach Entlastung der Begriff
,viskoplastoelastisch* verwendet wird.

Wie ansatzweise gezeigt wurde, existieren in der Literaiele Vorschlage Materialverhalten zu klas-
sifizieren. Weil die Klassifizierung nadHaupt (2002 S. 270, 272) theoretisch in sich schlissig ist und
auf zwei experimentell messbare Klassifizierungskritefig3t, wird ihr in dieser Arbeit gegenlber den
anderen oben genannten Vorschlagen der Vorzug gewahrt.

3.7 Stationare Materialfunktion fur eine konstante Schubwerzerrungrate

3.7.1 FlieRkurve

Die stationare Materialfunktion zur Charakterisierung déaterialverhaltens, unter Anregung mit einer
konstanten Schubverzerrungsratg, wird aIsFIieBkurveroo(V) bezeichnet. Diese erfasst die Material-
eigenschaften im fliissigkeitsahnlichen Regime und verftreipe konstante Schubverzerrungratemit
der daraus resultierenden stationaren Spannundie FlieBkurve misst daher lediglich viskose Effekte
sowie reibungsbehaftete Materialeffekte aufgrund eidef36pannung. Somit beinhaltet die FlieRBkurve
fur Materialien mit fest-fliissig Ubergang im Allgemeinerskose und plastische Materialeigenschaften.
Die Spannung im stationéren Zustangd ist theoretisch definiert durch

Teo = lim 7(t) fir {y=konst =: /. (3.67)

Eine gemessene FlieBkurve ist ein mathematischer Veti;;]eas(?), der den diskreten, konstant
gehaltenen Schubverzerrungsraten die entsprechendemuBgen zuordnet. Das Symbél) wird

hier als Spaltenvektor benutzt. Die konstanten Schubkrmgsraten sind in dem Spaltenvektizn&

(VY. ¥yt ;'7”)T zusammengefasst, wobei der Index die PositionsnummeraktoNomponente
angibt. Die FlieBkurve kann mit der Messvorschrift nach ikhing 3.10gemessen werden. Dazu werden
Schubverzerrungsratgr tiber den Zeitraumt konstant gehalten und die Spannungsantwgstdt) wird
gemessen. Déarte Spannungswert der FIieBkurvg.measergibt sich aus dem letzten Spannungswert der
i-ten Haltezeit

Tomead( V') = iM Tmead(t)  fir {y' =konst =:y/'. (3.68)

76englisches Originalzitat: ,Viscoplasticity is charaésed by a yield stress, below which the material will not defpand
above which they will deform and flow [...] .‘Mitsoulis 2007 S. 135)

"T(Scott Blair 1949S. 64), (eipert et al. 1993S. 45)

8(Scott Blair 1949S. 56), Tobolsky 1967 S. 285 ff.), Zienkiewicz 1984 S. 420), Ehrenstein 1999S. 163), Lion 2000k
S. 81), (DIN 1342-1;S. 9)Kardelky 2004 S. 17), Figura 2004 S. 119)

O(Bird 1987 S. 104), Tschoegl 1989S. 94), Pealy und Wissbrun 1990S. 155), Hackley und Ferraris 2001S. 30),
(Coussot et al. 2002I5. 578), Coussot et al. 2002&. 3), Coussot 2005S. 91), Ewoldt 2006 S. 30), Tadros 2010S. 37),
(Fall et al. 2010S. 3), Paredes et al. 2018. 3), Laurati et al. 2011S. 691), Rich et al. 2012S. 583)

80(Giesekus und Langer 197%. 2), James etal. 1987S. 444), Giesekus 1994S. 209), Bohme 2000 S. 125),
(Hackley und Ferraris 2001S. 30), (DIN.1342-1; S. 5),Qoussot 2005S. 91), Kréger 20053 (Carrier und Petekidis 2009
S. 251), Mezger 2010S. 37), (aurati et al. 2011Abb. 12), Worthoff 2013 S. 9)



3.7. Materialfunktion fiir eine konstante Schubverzerratey 43

¥
—
&+l
)/).7i 4/_’*
Vl
0 At i-At nA

Abbildung 3.10: Messvorschrift zur Messung der FIiequ&qneas(il)

Daher hangt der Messwerto.measvo_m experimentellen Fenster, der Haltez&itab Brummer 2006
S. 69, 97). Um sicherzustellen, dags n.asim Stationdren Zustand gemessen wird, ist die Haltexeit
L,ausreichend groR* zu wahlen. Eine wesentliche EigenscteafFlieRkurve ist, eine ungerade Funkfibn

Too (§) £ —Too (V) V0 (3.69)

zu sein. Dies impliziert die Unabhangigkeit der Materiahaort von der Scherrichtung. Wenngleich es
unter dieser Annahme gentigt, die FlieRkurvejiie 0 zu messen, muss der Ansatz zur Modellierung der
FlieBkurve sowohl fur positive als auch negative Schenrgidtig sein Folgerung 12. Um dies gewahr-
leisten zu kdnnen, ist es ratsam den Modellansatz der FligBlsowohl fir positive als auch negative
Scherraten grafisch darzustellen.

3.7.2 Viskositat

Die Viskositatn ) ist eine Materialfunktion und ergibt sich nicht a priori ader Fliekurve. Aufgrund
der Tatsache, dass die Viskositat eine das Materialverh&ttnnzeichnende Grolie ist, kann sie mehr oder
weniger geeignet definier¢ott Blair 1949S. 52) aber nicht direkt gemessen werden. Sie unterliegt ei
willkiirlich wahlbahren Berechnungsvorschrift, die melieoweniger eine Frage der Konvention®st

In Abhangigkeit von der Definitionsvorschrift zur Berechguder Viskositét ergibt sich deren Platzhal-
ter ( ). Es sei jedoch erwahnt, dass zur Quantifizierung viskosgertschaften und reibungsbehafteten
Materialeffekten, infolge einer FlieRspannung, die D&bini einerViskositatnicht notwendig ist. Diese
Eigenschaften sind bereits durch das Messen der FlieRlkurseichend bestimmt. Soll aus bestimm-
ten Grinden dennoch eine GroRe namens ,Viskositat" definierden, kann dies auf der Grundlage der
FlieRkurve erfolgen. Dafur gibt es in der Literatur zwei Atre,

« die dynamische Viskositat und
« die differentielle Viskositat.

Unabhéangig davon, ob die Scherviskositat als dynamischleowitat?

Too
Ndyn = —=- (3.70)
y
oder als differentielle Scherviskositit q
Too
Ndiff = —= (3.71)
dy

81(Coleman et al. 1966S. 26), Harris 1977 S. 6, 17), Becker 1986 S. 93), Bbhme 2000 S. 130), Debbaut und Burhin
2002 S. 1166), (DIN.1342-3; S. 6), Hess, Kroger und Fischer 2@ 394), Hyun und Wilhelm 2009S. 413), Hyun et al.
201% S. 1704)

82englisches Originalzitat: It is, of course, entirely a teatf convention® Scott Blair 1949 S. 52)

83(Sieglaff 1976 S. 312), Dealy und Wissbrun 199C5. 12, 47), Winsch 1994S. 12), Rohm und Kovac 1995S. 320),
(Bbhme 2000S. 124, 127), (DIN.1342-1; S. 4), (DIN.1342-2; S. G)e(Souza Mendes und Dutra 20! 297), Ewoldt 2006
S. 30), Mezger 2010S. 29), DIN-Taschenbuch 398 2013. 23)

84(Andrade 1947S. 61), Umstatter 1952S. 6), Oberst 1963S. 27), Wazer et al. 1963S. 13), Harris 1977 S. xxxviii, 6),
(Becker 1978 S. 453), Lyklema und van Olphen 197%. 1217), Sood 1991 S. 68), Halsey 1992 S. 765), WWeipert et al.
1993 S. 186), Winsch 1994 S. 12), Béhme 2000 S. 127), Hackley und Ferraris 2001S. 27), Brunn und Asoud 2002
S. 525), Figura 2004 S. 103, 114),Ewoldt 2009 S. 39), Ewoldt et al. 2009S. 44), Boisly et al. 20145 (Boisly et al. 2014},
(Boisly et al. 201%
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definiert wird, missen beide Viskositaten gerade Funkticeen®®

N9 =ncy (@) - (3.72)

Fur NEwToNsche Flussigkeiten filhren beide Definitionen auf das géeletyebnis. Ein Nachteil der dy-
namischen Viskositat ergibt sich bei der Anwendung auf Malien mit fest-flissig Ubergang. Die Null-
viskosit&t

No.() = Iylino ne)y (3.73)

y>0
ist aufgrund der endlichen FlieBspannung fur ein

Material mit fest-flussig Ubergang:  nogyn = lim T%;’ = 00 (3.74)
j~0

>0

unendlich groR’ (Folgerung 13. Dieses Problem ist anschaulichBoisly et al.(2014a Abb. 5) fiir das
Reibelement, dem einfachsten Material mit fest-flissigrgémeg, dargestellt. Es tritt gleichermaRen fiir
das RRANDTL Element inBoisly et al. (2014h S. 4), das BNGHAM-HOOKE Element inBoisly et al.
(2017, das rGRossBINGHAM-HOOKE Element in Abschnitb.3 sowie das endochrone MweLL Ele-
ment in Abschnit6.3 auf. Definiert man die Viskositét als dynamische Viskosisatwerden dem Reib-,
PRANDTL und endochronen MxwEeLL Element, welche ausschlieRlich plastische Materialmedshd,
zwangslaufig viskose Eigenschaften zugeordnet. Man katmvein dieser Problematik befreien, indem
die Viskositat als differentielle Viskositat eingefuhrira:

Dass bei Verwendung der dynamischen Viskositat unter gewit)mstanden sogar qualitativ irrtimliche
Aussagen geschlussfolgert werden mussen, ist am Beispélscherverdickenden Flussigkeit mit Fliel3-
spannung anschaulich verdeutlicht. Als theoretischesédlllogispiel wird dazu das @SSBINGHAM-
HooKE Element aus Abschnifi benutzt, fur das sich der scherverdickende Fall mitjgls ., einstellt.
Die Fliel3kurve ist in Abbildung@.11(a)dargestellt. Die dynamische Viskositat sowie die diff¢iedle Vis-

(@)
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(a) FlieBkurve einer scherverdickenden Flus- (b) Differentielle und dynamische Viskositat in semilogfar
sigkeit mit FlieRspannung mischer Skalierung

Abbildung 3.11: Modellvorhersage des scherverdicken@roissBINGHAM-HOOKE Elements aus Ab-
schnitt5.3 mit 7y = 50Pa,ng = 18.75Pasn. = 500PasK; = 10s undk;, = 0.1. Der SchubmoduG hat
keinen Einfluss auf die Modellvorhersage des stationarestanids.

kositat sind in Abbildung.11(b)gezeigt. Man erkennt, dass die dynamische Viskositat nihger wer-
dender Scherrate ansteigt. Infolgedessen muss falsehhghise scherverdiinnendes Verhalten geschluss-
folgert werden. Tatséchlich liegt jedoch mif < n. scherverdickendes Verhalten zugrunde, welches durch
die differentielle Viskositat in korrekter Weise identiézt wird. Ein weiterer Vorteil der differentiellen

85(Harris 1977 S. 6), Bird 1987 S. 105), Weipert et al. 1993S. 62), Tanner und Walters 1998. 80), Wilhelm et al. 1998
S. 400), Wilhelm et al. 1999bS. 754), Wilhelm et al. 2000 S. 242), Kallus et al. 2001 S. 554), Debbaut und Burhin 2002
S. 1165), Tanner 2002S. 85), Klein et al. 2003 S. 449), Neidhdfer et al. 2003S. 1352), Dotsch et al. 2003S. 924), Betten
2005 S. 173), Carrier und Petekidis 200%. 249), Deshpande et al. 2018. 96), Galindo-Rosales et al. 201%. 1422)

86(Sieglaff 1976 S. 313), Ebert 1980S. 36), Dealy und Wissbrun 199G5. 12, 155), \Veipert et al. 1993S. 68), Pahl et al.
1995 S. 26), B6hme 2000S. 124), Hackley und Ferraris 200B5. 29), Morrison 2001 S. 135), (le Souza Mendes und Dutra
2004 S. 298), Mezger 2010S. 44), Deshpande et al. 2018. 9), Worthoff 2013 S. 11)

87(Nguyen und Boger 1995. 64), Klein et al. 2007 S. 4254), Maxey und Hughes 20085. 2), (Tadros 2010S. 42)
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Viskositat ist die direkte physikalische Interpretietwt. FUr nicht-NewToNschen Flissigkeiten kann
mittels der RyLOR-Reihenentwicklung ausschliefZlich fur die differentelliskositéat eine physikalische
Interpretation gefunden werden. Dies gilt jedoch nichtlgigdpnem Mafe fur die dynamische Viskositat.
Die physikalische Interpretierbarkeit lasst sich beilspieise anhand der FlieRBkurve deRissModells
ausBoisly et al.(2015 zeigen. Die FlieRBkurve ist schematisch in Abbildud2 dargestellt. Man kann
erkennen, dass der Anstieg der Spannung/rm resultierend aus dem Zuwachs der ScherrateAym
direkt mit der differentiellen Viskositat

ATeo = Nt |55 DY (3.75)

verknipft ist. Die differentielle Viskositat stellt dahéen Anstieg an die FlieRBkurve dar und ergibt sich als
lineares Glied der AYLOR ReihenentwicklungHRolgerung 12

. 2 :
(7 +0) =t () + S| ape C=| AL (3.76)
dy |- y* dyZ [y=y 2
————
ndiﬁ‘V:Vr

Im Gegensatz dazu ist die dynamische Viskositat die Sekantiie FlieBkurve und kann daher weniger
physikalisch interpretiert werden. Wie Boisly et al.(2015 GI. 27, 28, 31, 32) fur das n@ssModell

Too
ndyn
77777777777 Ndiff
A 1 \ Ndyn
. N _
> - T7diff
v 4 = [Atw |
Ay

Abbildung 3.12: Unterschied zwischen dynamischer uncedhffitieller Viskositat; Physikalische Interpre-
tierbarkeit der differentiellen Viskositat als linearebed der TAYLOR Reihenentwicklung der Flie3kurve

und das r&@ossMAXWELL Element gezeigt ist, stimmen fiir scherverdickende (unérseindiinnende)
FlielBkurven zumindest dergNvToNsche Anfangs- und Endbereich der dynamischen und diffiefkemt
Viskositat tiberein. Im ausgepragt nicheiWNTonschen Ubergangsbereich ist die dynamische Viskositat
nicht derart physikalisch interpretierbar, wie es dieatdtielle Viskositét ist. Daher wird die dynamische
Viskositat auch alscheinbare Viskosit&f bezeichnetRolgerung 13. Die dynamische und differentielle
Viskositat kbnnen unter Beachtung von

Teo = Nayn(¥) ¥ (3.77)
Toozfndiff(i})d?*l‘c (3.78)

ineinander umgerechnet werden. Die Integrationskorst@nst fir Flissigkeiten identisch Null, jedoch
fur Materialien mit fest-fliissig Ubergang verschieden varlNDie dynamische Viskositat hangt somit

uber L
[ nar(y)dy+C
n— ~
y

88(Houwink 1957 S. 9), Oberst 1963S. 27), Wazer et al. 1963S. 13), (odge 1964 S. 97), Harris 1977 S. xxxvi),
(Bird 1987 S. 104), Weipertetal. 1993S. 66, 185), Gteffe 1996 S. 24),Tanner 2002 S. 17), Figura 2004 S. 114),
(Owens und Phillips 20055. 9), Mezger 2010S. 40), Deshpande et al. 2018. 15), (Vorthoff 2013 S. 22)
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von der differentiellen Viskositat ab. Umgekehrt kann mandifferentielle Viskositéat tber

dn V X X
- ‘g—y() v+ Mayn() (3.80)

diff
aus der dynamischen Viskositat berechnen. Dies erfolgthdDifferentiation der Gleichunger3.(77) und
(3.78 nachy unter Berlicksichtigung der Produktregel.

Die Definition differentieller Materialfunktionen ist gerell nicht unublich. Das zur differentiellen Vis-
kositat existierende Analogon der FestkdrpermechanikésfTangentenmodd@P. Der Elastizitatsmodul

E eines linear elastischen Materials kann mittels des SekertdulsE = £, véllig analog zur dynami-
schen Viskositat BwToNscher Flussigkeiten, berechnet werden. Fir nichtlinesstisthes Materialver-
halten hingegen ist die materialspezifische Steifigked,ndit dem Anstieg der Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung korreliert, nicht mehr konstant. Sie ist einelion der Verzerrung. Daher wird anstelle des
Sekantenmoduls der Tangentenmodul

(3.81)

berechnet.

3.8 Stationare Materialfunktionen fir eine sinusférmige \erzerrungsge-
steuerte Anregung im Bereich geometrisch linearer Theorie

In diesem Abschnitt wird die Spannungsantwort bezliglictereverzerrungsgesteuerten sinusférmigen
Anregung im Bereich geometrisch linearer Theorie ausgetveddie sinusformige Anregung besitzt die
Amplitude y und die Kreisfrequenzv. Die Beschrankung auf geometrisch lineare Theorie liefach
Gleichung 8.28 die Restriktion|y| < 0.1, insofern die MaRgabe ist, dass lineare und exakte Venzgsr
mafie um maximal sieben Prozent voneinander abweichemsolle

Ein Aspekt der sinusformigen Versuchsfiihrung ist, dassRéieenabhangigkeiy ~ yw innerhalb eines
beschrénkten Schubverzerrungbereichgs y < y lediglich durch die Variation der Kreisfrequeffzun-
tersucht werden kann. Sinusférmige Anregungen eignen re&ach Wilhelm et al. (2000 und Wilhelm
(2002 S. 92 ff.) auch fur eine hochsensitive Untersuchung eimgis&hen Schubverzerrung,, wel-
che den Ubergang zwischen linearem und nichtlinearem &ewgfiniert. Nach dem Uberschreiten der
Linearitatsgrenze besitzt die periodische Spannungsah#inteile von Hoherharmonischen, die mithil-
fe der FOURIER-Transformations (FT) Rheolog® gemessen und berechnet werden kénnen. Somit ist
das Spannungssignal nicht langer sinusforfAigwar wird in der Literatur auf das Fehlen der physika-
lischen Interpretation Héherharmonischer hingewi€sgjedoch steht dies nicht im Widerspruch dazu,
Hoherharmonische fur die Parameteridentifikation nutaek@nnen. Im Sinne der phdnomenologischen
Materialmodellierung wird ein Material entsprechend Athbing 2.7 als Operator zwischen Eingans- und

89(Hahn 1985 S. 59), Goldner 1989S. 200), Hartmann 1993S. 68), Lion 1994 S. 89), (emaitre und Chaboche 1994
S. 123), Werdin 1996 S. 28), Holzapfel 2000 S. 252), Simo und Hughes 200. 19, 52, 130, 356)Wriggers 2001S. 215
ff.), (Bathe 2002S. 703), Figura 2004 S. 90), Ottosen 2005S. 223), Ewoldt 2006 S. 36, 51), MSC.Mar® 2006 S. 278),
(Bertram 2007 S. 12), (apple 2008 S. 15), Lubliner 2008 S. 50), Ewoldt 2009 S. 39), Ewoldt et al. 2009 S. 44), Obst
2009 S. 34), Merkel 2010 S. 246), Bower 2010 S. 77), Ewoldt et al. 2010S. 197), Kastner 2010S. 81), Hyun et al. 2011
S. 1730), Rogers und Lettinga 2013. 14)

90(Tsang und Dealy 1981S. 216), Giacomin und Dealy 19935. 100), Hyun et al. 2002S. 52), Hyun et al. 2003S. 97),
(Lietal. 2003 S. 281), geyaseelan und Giacomin 208 24), Hyun et al. 2009S. 102), Hyun und Wilhelm 2009S. 411),
(Giacomin et al. 2011S. 1082), Hyun et al. 2011S. 1700), Rogers 2012S. 1131)

91(Harris und Bogie 196)7 (Dodge und Krieger 1971 (Krieger und Niu 1973 (Gamota et al. 1993 (Giacomin und Dealy
1993 Absch. 4.4.1), Reimers und Dealy 1996Absch. 1V), (Reimers und Dealy 1998S. 536 ff.), Wilhelm etal. 1998,
(Wilhelm et al. 19993 (Kallus et al. 200}, (Wilhelm 2002, (Debbaut und Burhin 2002Absch. V), (Neidhofer et al. 2003
(Neidhofer et al. 2004 (Ewoldt 2006 S. 33), Ewoldt 2009 S. 60), Hyun et al. 2011 Absch. 4.1), Reinheimer et al. 2011
S. 820), Rogers und Lettinga 20]2

92(Krieger und Niu 1978 (Gamota et al. 1993 (Giacomin und Dealy 1993 (Wilhelm et al. 1998, (Wilhelm et al. 19993
(Wilhelm 2002, (Debbaut und Burhin 2002. 1156), Neidhofer et al. 2008 (Neidhofer et al. 2004 (Ewoldt 2006 S. 33),
(Ewoldt 2009 S. 60), Reinheimer et al. 20115. 820), Rogers und Lettinga 20}2

93(Cho et al. 2005S. 748), Ewoldt 2006 S. 34), Ewoldt et al. 2008aS. 1430), Ewoldt et al. 2008pS. 1), Ewoldt et al.
2009 S. 40), Ewoldt 2009 S. 43, 60, 63),Renou et al. 2010S. 1219), Rogers et al. 2011k5. 436 ff.), Rogers et al. 2011a
S.734)
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Ausgangssignalen interpretiert. Zur Identifikation vont&telparametern, der den Operator beschreiben-
den konstitutiven Beziehungen, bestehen aus mathematiSatht im Allgemeinen keine Restriktion, die
zum Ausschluss bestimmter Materialfunktionen fiihren wir@olgerung 13. Um der fehlenden phy-
sikalischen Interpretierbarkeit hdherharmonischer Mioglitgegenzuwirken, wurden in den letzten Jah-
ren zahlreiche Ansatze unternommen. Dazu zahlt beisp@snwdie ©URIER—CHEBYSHEV Analyse
von Ewoldt et al.(20083, welche die Spannungsaufteilung vbtacosko(1994 S. 122) undCho et al.
(2005 unterstellt. Sie ist auf viskoelastisches Materialviégmanwendbar. Im Gegensatz dazu kann die
in dieser Arbeit entwickeltdMethode charakteristischer Punk&ich zur Auswertung von viskoplasti-
schem Verhalten verwendet werden. Das VerfahrenKlein et al. (2007) zerlegt die Spannungsantwort
in die vier fundamentalen Basisfunktionen der Sinus-, Raxdt, Dreieck- und Sagezahnfunktion, de-
nen je eine physikalische Bedeutung unterstellt wird. Be&zgjuenz physikalischer Prozesgerde von
Rogers(2012 entwickelt. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch auf diesetivbden nicht naher einge-
gangen. Weitere Ausfihrungen und Details findet der indézeie Leser beRogers und Lettingé2012),
Giacomin et al(201Z% ch. 9),Rogers et al(20113, Rogers et al(2011H und Hyun et al.(2011;, Tab. 3).
Das Verhalten nichtlinearer Systeme wird ebenfalls im Bérder nichtlinearen Regelungstheorie unter
dem StichwortHarmonische Balanceadie auch aldMethode der Beschreibungsfunktibezeichnet wird,
untersucht l(utz und Wendt 2005S. 753). Dazu wird eine harmonische Linearisierung auiBdesr Be-
schreibungsfunktion durchgefiihrt, die identisch demplexen Modt* ist.

Harmonische Materialfunktionen beschreiben das Mataribhlten unter sinusférmiger Anregung. Im
Rahmen dieser Arbeit werden harmonische Materialfunktiofiir eine verzerrungsgeregelte Anregun-
gen, die im Allgemeinen durc(t) = ysin(wt + @) beschrieben ist, untersucht. Die Schubverzerrung ge-
nugt zur vollstdndigen Beschreibung des Verzerrungstdiisgeometrisch linearen, einfachen Schub aus
Abschnitt3.2, siehe GleichungerB(26) und @3.27). Die Phasenverschieburgg wird, bezogen auf einen
mehr oder weniger willkiirlich wahlbaren Koordinatenutspy Ewoldt 2013 Abb. 4), im Folgenden ohne
Einschrénkung der Allgemeinheit Null gesetzt. Die Schubseung ist somit durct %

y(t) = ysin(wt) mit y>0, w>0 und (3.82)
y(t) = yow cos(wt) (3.83)
gegeben. Die Anregung kann ebenso in komplexer SchreibWeis
y(t) = p3{et} (3.84)
v(t) = JoR{e®} (3.85)

unter Verwendung der imagindren Einh¢it= -1, des Realteil$i{ }, des Imaginarteils{ } und der
EuLERschen Formel _

e/ ¥ = cos( wt) + j sin( wt) (3.86)
beschrieben werden. Die Spannungsantwort eines rhedhagisElements zu der verzerrungsgesteuerten
Anregung nach Gleichun@82) ist 7 (t). Im Folgenden wird angenommen, dass die Spannungsantwort
in den stationaren Zustandtéady state(Boisly et al. 2014bGl. (2))

s (t) = STEADYSTATE{ 1(1)],_pincer) } ~ T(t> o) (3.87)

Ubergeht. Der Operator STEADYSTATE fuhrt fp als den Parameter ein, welcher die Zeit definiert, ab
der die Spannungsantwort in den stationaren Zustand iteie Periodendauer der Spannungsantwort
B 21T
W

T (3.88)

94(Ferry 1980 S. 12, 30), Ebert 1980 S. 83), Barnes et al. 198%5. 46), Tschoegl 1989S. 58), Schwarzl 1990S. 177),
(Dealy und Wissbrun 199(. 63), Macosko 1994S. 123), Pahl et al. 1995S. 125), Larson 1999S. 13), Tanner 2002S. 60),
(Mezger 2010S. 146), Tadros 2010S. 76), DIN-Taschenbuch 398 2013. 39)

95(MacSporran und Spiers 1988. 91), Dealy und Wissbrun 19935. 60), Macosko 1994S. 121), Gteffe 1996 S. 313),
(Brummer 2006 S. 45), Pal 2007 S. 306), Rao 2007 S. 105), Yamaguchi 2008S. 424), Deshpande et al. 201(. 88),
(Ewoldt 2013, (Willenbacher und Georgieva 201S. 10)

%pje Beschreibung des Spannungsignals beziiglich der vergmgesteuerten Anregungt) = ycos(wt) ist in Oswald
(2009 S. 341) beschrieben. Beion (20004 GI. (6.3.2.2), S. 174) wird die Spannung in Bezug zur Anregy(t) = -y cos(wt)
bestimmt.

97(Macosko 1994S. 123), Nam et al. 2008S. 2), (auger und Stettin 201(5. 911), Ewoldt 2013 S. 181)



48 3. Grundlegende Betrachtungen fur die Materialmodeltigru

ist identisch mit der Periodendauer der Schubverzerrwodpss
To(t) =T (t+T). (3.89)

Daher filtert der STEADY STATE Operator jeden nicht-pergamfien Anteil vorr (t), der mit fortlaufender
Zeit gegen Null strebt.

3.8.1 Oszillatorische Scherung physikalisch kleiner Amgluden (SAQS)

In bestimmten Belastungsfallen sind die Belastungspaeateund w, kleiner als eine Linearitatsgren-
ze. Die Linearitatsgrenze kann in Abhangigkeit vom Mateeehalten beispielsweise durch eine kritische
Schubverzerrungy < yer %, oder eine kritische Schubverzerrungsra® < Ve °°, gegeben sein. Deswegen
ist das Materialverhalten im Bereich vox § < y; beziehungsweise Oyw < i durch einen Linearopera-
tor beschrieben, dessen Eigenschaften in AbscBditiefiniert sind. Dieser lineare Bereich wird daher als
Bereich physikalisch kleiner Amplitudéezeichnet. In Anlehnung an die englische Bezeichnangll
amplitude oscillatory shedf®, wird dieser Bereich im Folgenden mit SAOS abgekiirzt. Datictare
Anteil 14 (t) der Spannungsantwor{t), beziglich sinusférmiger verzerrungsgesteuerter Amgauach
Gleichung 8.82), kann fir SAOS mittels der sogenanniastischen Interpretatiol’! beschrieben wer-
den. Im Rahmen dessen erhalt man die stationare Spanntuggaii? 193

Ts (1) = Y[G' (w) sin(wt) + G” (w) cos(wt) ] . (3.90)

Der Speichermodul Gw) ist in Phase mit der verzerrungsgesteuerten AnregDig-{Taschenbuch 398
2012 S. 92). DerVerlustmodul G(w) ist in Phase mit der Schubverzerrungsrate, und somit um 90°
phasenverschoben zur verzerrungsgesteuerten Anréffutfly. Der Apostroph ist Teil der Definition und
stellt keinen Ableitungsoperator dar. In komplexer Sdhagiise ergibt sich

s (1) = y3{Ge“} (3.91)
unter Verwendung desomplexen Moduft®
G'-G+jG". (3.92)

Weil die verzerrungsgesteurte Anregung entsprechendl@ieg 3.84 dem imaginaren Anteil entspricht,
ergibt sich die stationdre Spannungsantwort im Sinne dmstisthen Interpretation (Gleichung8.91))

98(Scott Blair 1949S. 58), Weiss et al. 199 (Pahl et al. 1995S. 146), Y ziquel et al. 1999pS. 14 ff.), (Wilhelm 2002 S. 93,
Abb. 6), (Lietal. 2003 S. 282), Uhlherr et al. 2005S. 107), Coussot 2005S. 61, 90), Tiu et al. 2006 S. 653), Hyun et al.
2007, S. 1325), Christopoulou et al. 200%5. 5057 ff.), Tadros 2010S. 77), Mezger 2010S. 151), Boisly et al. 2014

99(WiIheIm et al. 1998S. 402), Coussot 2005S. 63), (Hess, Kroger und Fischer 2006; S. 39Bhigly et al. 201%

100(Walters 1975S. 28), MacSporran und Spiers 1983. 186), Dealy und Wissbrun 199(5. 62), Nelson und Dealy 1993
S. 197), Carreau et al. 1999%5. 1300), Larson 1999S. 13), Morrison 2001 S. 153), Ewoldt 2006 S. 30), Hyun et al. 2007
S. 1325), Cellietal. 2007 S. 1584), Mezger 2010 S. 159), Brader et al. 2010S. 3), (auger und Stettin 2010S. 911),
(Deshpande et al. 201®. 88), Rogers et al. 2011bS. 456), Laurati et al. 2011S. 679), Hyun et al. 2011 S. 1698, 1720),
(Dimitriou et al. 2012 S. 406)

0lenglische Bezeichnung: ,elastic scalingEfgoldt et al. 2008aS. 1428), Ewoldt 2009 S. 60)]

102(Ferry 1980S. 12), Pealy und Wissbrun 1996. 62), Nelson und Dealy 1993%. 198), Pahl et al. 1995S. 124), 6im et al.
2003 S. 241), Ewoldt 2006 S. 31), Jeyaseelan und Giacomin 20@ 27), Ewoldt et al. 2009S. 43), Laun et al. 2009S. 2),
(Ewoldt 2009 S. 41), Peshpande et al. 2018. 88), Rogers et al. 201115. 456)

103pje Zerlegung der stationaren Spannungsantwart) = y[G' (w) cos(wt) - G” (w) sin(wt)] fur die verzerrungsgesteu-
erte Anregungy(t) = ycos(wt) ist in Oswald(2009 S. 341) verwendet. Hingegdrion (2000h Gl. (6.3.2.2), S. 174) benutzte
die Aufteilungts, (t) = y[-G' (w) cos(wt) + G” (w) sin(wt) ] zu der verzerrungsgesteuerten Anregyig) = - cos( wt).

104 arson 1999S. 13), Brader et al. 2010S. 3), DIN-Taschenbuch 398 2013. 93)

105Ferry 1980 S. 41, 42, 184),Mealy und Wissbrun 199(8. 63), (arson 1999S. 13), Macosko 1994S. 122), Pal 2007
S. 308), Oswald 2009S. 346)

108(\wazer et al. 1963S. 343), Malvern 1969 S. 312), Onogi et al. 1970S. 282), Pipkin 1972 S. 17), Matsumoto et al.
1973 S. 52), Walters 1975S. 29), Ebert 1980 S. 83), Ferry 1980 S. 12), Barnes et al. 1989%5. 46), Dealy und Wissbrun
1990 S. 63), Macosko 1994S. 123), Larson 1999S. 13), Tanner 2002S. 60), Kroger 2005hS. 81) Brummer 2006S. 48),
(Pal 2007 S. 309), Nam et al. 2008S. 2), (ramaguchi 2008S. 425), Oswald 2009S. 341), Mezger 2010S. 146), Rogers
2012 S. 1130), DIN-Taschenbuch 398 2013. 39), Willenbacher und Georgieva 2018. 11)
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ebenfalls aus dem imagindren Anteil. Dies ist in Abschii#t.2 hergeleitet. Gleichung3(90 kann alter-
nativ durcht®’

5 (1)=& (@Y + S Dy - & @y +n' (@) 70 399
unter Verwendung vot®
' (w)- =2 (3.94)

ausgedriickt werden. Die Materialfunktiori wird in der Literatur alsdlynamische Viskosit&?® bezeich-
net, ist jedoch nicht zu verwechseln mit der dynamischekddisat nach Gleichung3(70. Um Miss-
verstandnisse zu vermeiden, wird der Begrifhamische Viskositain Folgenden ausschlief3lich fur die
nach Gleichung3.70 eingefihrte GréRe benutzt. Aus Gleichurgy9d kann man die Darstellung der
stationdren Spannungsantwort im Rahmendiisipativen Interpretatioh'® 111

Ts (1) = Jw[n" (w) sin(wt) + 0’ (w) cos(wt) ] = n" (w) wy(t) +n' (w) (1) (3.95)

motivieren. Ihrist die Amplitude der Schubverzerrungsnairangestellt. Die Materialfunktion€i@’, G}
und {n’, n"’} **2 werden Uiber einen Koeffizientenvergleich der stationaggnBungsantwortg, (t) in-
einander umgerechnet. Damit ergibt st€h

G (w)

- (3.96)

n"(w) =

Die Materialfunktionn” besitzt nach dem Kenntnisstand des Autors keinen resami®egriff'13. Die
Beschreibung im Sinn der dissipativen Inerpretation karghan komplexer Schreibweise

T (1) = JoR {n e} (3.97)
unter Verwendung dekomplexen Viskositat*
n*=n"-jn" (3.98)

formuliert werden. Weil die Schubverzerrungsrate nachicBleng @.85 dem Realteil der komplexen
Exponentialfunktion entspricht, driickt sich auch dieistdgre Spannungsantwort im Rahmen der dissipa-
tiven Inerpretation (Gleichun@(97) mittels des Realteils aus. Dies ist in Abschhitd.1 hergeleitet.

107(steffe 1996 S. 315, 316),Cho et al. 2005S. 749), analog zOswald(2009 S. 341)

108(Wazer etal. 1963S. 344), Walters 1975 S. 29), fFerry 1980 S. 14, 43), (Valters 1980 S. 17), Ebert 1980 S. 83),
(Barnes et al. 198%. 48), Dealy und Wissbrun 1996. 63), Macosko 1994S. 123), Gteffe 1996S. 316), Tanner und Walters
1998 S. 205), Barnes 2000 S. 89), Tanner 2002 S. 60), Brummer 2006 S. 49), Pal 2007 S. 309), Rao 2007
S. 106), Yamaguchi 2008 S. 426), Tadros 2010 S. 76), DIN-Taschenbuch 398 2012. 39), Ewoldt 2013 S. 181),
(Willenbacher und Georgieva 2018. 11)

109pipkin 1972 S. 18), Walters 1975 S. 28), Ferry 1980 S. 43), Walters 1980 S. 17), Barnes etal. 1989S. 48),
(Dealy und Wissbrun 199(5. 63), Macosko 1994S. 123), Steffe 1996 S. 316), Tanner und Walters 199&. 205), Barnes
2000 S. 89), Pal 2007 S. 309), Yamaguchi 2008S. 426), Tadros 2010S. 76)

110englische Bezeichnung: ,dissipative scaling“Wilters 1975 S. 28), (MacSporran und Spiers 1984S. 92),
(Dealy und Wissbrun 199@. 63), Macosko 1994S. 123), Ewoldt et al. 2008aS. 1428), Yamaguchi 2008S. 425), Ewoldt
2009 S. 60), (auger und Stettin 201(6. 911), Giacomin et al. 2011S. 1082), Melito et al. 2012 S. 4), Ewoldt 2013 S. 181)]

Hpie dissipative Interpretation wird voBwoldt et al.(2008a S. 1428),Ewoldt (2009 S. 60),Melito et al. (2012 S. 4) und
Ewoldt (2013 S. 181) auch alsiskose Interpretatioifenglische Bezeichnung: ,viscous scaling”) bezeichnét. Bezeichnung
ist nach Auffassung des Autors lediglich fur linear vislastisches Material zutreffend, da beispielsweise stiatiplastisches
Materialverhalten (Reibelement aBseisly et al.(20144) ebenfalls in Phase mit der Rate der Verzerrung ist abescalisf3lich
dissipative Anteile enthalt die nicht viskoser Natur sibdher ist die Bezeichnungskose InterpretatioausschlieRlich fur den
Bereich physikalisch kleiner Amplituden (SAOS) zutreffe@aher wird in dieser Arbeit der allgemeinere Begriff derwendet.

2(MacSporran und Spiers 1983. 92), Gteffe 1996S. 49)

13Barnes et al. 198%5. 48), Steffe 1996 S. 316)

M4 wazer et al. 1963S. 343), Walters 1975 S. 29, 120), WValters 1980 S. 17), Ferry 1980 S. 14), Ebert 1980 S. 82),
(Barnes et al. 198%. 48), Dealy und Wissbrun 199. 64), Winsch 1994S. 54), Tanner und Walters 1998. 205), Larson
1999 S. 13), Tanner 2002S. 60), Kroger 2005h S. 81), Brummer 2006 S. 49), Pal 2007 S. 309), Rao 2007 S. 106),
(Yamaguchi 2008S. 426), Nam et al. 2008S. 2), Oswald 2009S. 345), Mezger 2010S. 146), DIN-Taschenbuch 398 2012
S. 39)
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Um die fur SAOS geltende Bedingungen der Linearitat zu kfijildurfen{G’, G”} und {n’, n"'} kei-

ne Funktionen der Amplitude der Schubverzerrung S€inDaher ergibt sich fur die Schubverzerrung
eine Linearitatsgrenze, die in der Literatur auch alsdafie Schubverzerrung, eingefiihrt wird. Diese
ist die groRte Amplitude der Schubverzerrung, bei g§8f, G”} und {n’, n”} gerade noch als ampli-
tudenunabhangitf® betrachtet werden kénnen. Somit ist die Amplitude der Spagsantwortrs, (t) =
Y[G (w)sin(wt) + G (w)cog wt)] z Tsin[wt + @(w)] direkt proportional zur aufgebrachten Schubver-
zerrungsamplitud&t’

G'(w)
cod p(w)

G"(w) .

r- Sip(w)] (3.99)

77=

was sich mitk = 1 fir den allgemeinen Fall (Gleichunge®.149 und 3.150) ergibt. Entsprechend der
Amplitude der dissipativen Interpretatiofig, tritt fir rein nichtlinear viskose Materialien die kritise
Schubverzerrungsratg, an die Stelle der kritischen Schubverzerrung. Dies isBaisly et al. (2015
Abb. 2, 3; S. 15) anhand der Vorhersagen dera€s Modells erklart, dessen kritische Schubverzer-
rungsratey. 1 betragt.

3.8.2 Oszillatorische Scherung physikalisch grofer Ampiiiden (LAOS)

Analytische Beschreibung von LAOS mittels ©OURIER-Transformation

Ist die Amplitude der Schubverzerrung grof3er als die Lim&ggrenze, so verhélt sich eine Mate-
rialprobe nichtlinear. Infolgedessen kann das Materralaen nicht mehr durch einen Linearoperator
beschrieben werden. Das nichtlineare Verhalten wird dphstsikalisch grol3e Amplituden hervorgerufen.
In Anlehnung an die englische Bezeichnurarge amplitude oscillatory sheamwird dieser Bereich
mit LAOS® abgekiirzt. In diesem Zusammenhang bedegteR dass sich ein Material aufgrund
ausreichend groRRer Verzerrungen beziehungsweise Mengmmnaten physikalisch nichtlinear verhalt
(Heymann et al. 20Q02S. 94). Die BezeichnungroRe Amplitudenimpliziert also physikalisch nichtli-
neares Materialverhalten, steht aber in keinem Zusammegnhat der kinematischen Theorie grof3er
Deformation aus Abschni8.1 Ein LAOS Regime kann daher ohne Weiteres auch im Bereicing&@sch
linearer Theorie auftreten. Im Rahmen dieser Arbeit wird dérzerrungsgesteuerte Anregung derart
eingeschrankt, dass genau dieser Fall vorliegt. Aufgrueidv@rzerrungsgesteuerten Versuchsfiihrung
liegt im Rahmen dieser Arbeit LAOStrain vor. Im Gegensatzudaesteht auch die Mdglichkeit einer
spannungsgesteuerten Lastfiihrung, welche in der LitenaitL AOStress-1® bezeichnet wird. In diesem
Fall verhalt sich ein Material aufgrund ausreichend gro8pannungsamplituden nichtlinear. Da im
Rahmen dieser Arbeit ausschlieBlich verzerrungsgeseedaregungen diskutiert werden, wird LAOS
als Abkurzung fur LAOStrain benutzt.

Im Fall von LAOS kann die stationdre Spannungsantwort betuigeiner verzerrungsgesteuerten
Anregung nach Gleichun@(82 im Sinne der elastischen Interpretation zunéchst rem&bmittels der

115(Dealy und Wissbrun 1990S. 60), Giacomin und Dealy 1993S. 101), Rohm und Kovac 1995S. 320), Gteffe 1996
S. 320), Hyun et al. 2002S. 57), Ewoldt 2006 S. 31), Hyun et al. 2007S. 1325), Deshpande et al. 2018. 94), Hyun et al.
2011 S. 1698)

116(Steffe 1996S. 320), Li et al. 2003 S. 282), Celli et al. 2007 S. 1584), Bhavsar et al. 20135. 855), Lim und Ahn 2013
S. 648)

117(MacSporran und Spiers 198%. 186 f.), Dealy und Wissbrun 1990S. 60 ff.), Giacomin und Dealy 1993S. 101),
(Nelson und Dealy 1993. 197 ff.), Morrison 2001 S. 155), Ewoldt 2006 S. 31)

118(Krieger und Niu 1978 (Teeund Dealy 1975 (Ferry 1980 S. 424), Dealy und Wissbrun 1990 S. 219),
(Nguyen und Boger 1992S. 81), Gamota et al. 1993S. 920), Giacomin und Dealy 1993S. 104), Debbaut und Burhin
2002, (Choetal. 2005 (Ewoldt 2006 S. 19, 32), Tiuetal. 2006 S. 658), Hyun etal. 2007 S. 1325), Ewoldt 2009
S. 43), Carrier und Petekidis 2009 (Deshpande et al. 201(. 94), Mezger 2010 S. 160), Brader etal. 2010S. 3),
(Lauger und Stettin 201@B. 909), Rogers et al. 201115. 436), Laurati et al. 2011S. 679), Hyun et al. 2011S. 1698, 1720),
(Lim und Ahn 2013 S. 649)

119(Lion 2000k S. 44, 49, 88),Ewoldt et al. 2008, (Ewoldt 2009 S. 133), Lauger und Stettin 2030(DIN-Taschenbuch 398
2012 S. 39), Dimitriou et al. 2013, (Ewoldt 2013



3.8. Materialfunktionen fiir eine sinusférmige verzerrsggsteuerte Anregung 51

FOURIER Reihel?0

T (1) =¥ [ak (@, ¥) sin(kwt) + by (o, ¥) cos(kwt) ] (3.100)
k=1

dargestellt werden. Diese besitzt im Allgemeinen sowolgienade als auch gerade HarmonistfeDie
FoUuRIER Koeffizienten,ay (w, ¥) undby (w, y), sind Funktionen der Kreisfrequenz und der Schubverzer-
rungsamplitude. In Gleichun@ (100 wurde angenommen, dass der Mittelwert

fo+T

/ T(t)dt=0 (3.101)

fo
verschwindet Gamota et al. 1993S. 922). Unterstellt man der stationaren Spannungsahtweiterhin
die Eigenschaft

~ ~ T
T (fo+At) :—T(to+§+At) , (3.102)

sodass entsprechend Abbildudid 3die erste Halfte einer Periode dem Negativen der zweitefid-giher
Periode entspricht, ergeben sich die geraden Harmonisah&hull. Dies wird beiEwoldt (2009 S. 63)

Abbildung 3.13: Signal beinhaltet keine geraden Hoherloaiethen, da es Gleichungd.102 erfillt.

und Ewoldt et al.(2010 S. 199) gleichermalRen mit Punktsymmetrie desdajousDiagramme erklart,
wonach sich diese gegenlber einer Drehung um 180° nichhderni. Als Konsequenz tragen lediglich
die ungeraden Harmonischen rkit 2n—1 fiir ne N* zur stationdren Spannungsantwort 43

Ts (1) = ¥ > [ak (, §) sin(kwt) + by (@, ) cos(kwt) ] k = ungerade (3.103)
K
Die stationare Spannungsantwort kann alternativ dazu mu&inne der dissipativen Interpretatitf?
Ts (1) = o ) [c(w, ¥) cos(kwt) + di (@, V) sin(kwt)] k = ungerade (3.104)
k
mit Bezug zu Ewoldt 2013 S. 181)
r],(w7 V) EC]_((U, V) (3105)
n"(w,y)=di(w,y) (3.106)
e (, V) = B (.Y) (Z’ ) (3.107)
ok (@, ) = 22V (Z’ 2 (3.108)

120(0nogi et al. 1970S. 282), Ferry 1980 S. 424), Nguyen und Boger 19935. 82), Lion 1998 S. 900), Lion 20004 S. 87),
(Papula 2001S. 165), Kardelky 2004 S. 107), Lutz und Wendt 2005S. 755), Laun et al. 2009S. 2), Ewoldt 2009 S. 43),
(Brader et al. 2010S. 4), (Ng et al. 2011S. 636)

121 Ganeriwala und Rotz 198B. 167), Yu et al. 2009 S. 216), Ewoldt 2009 S. 62, 128)

122(0nogietal. 1970 S. 275, 279, 286), Matsumoto etal. 1973 S. 51), Harris 1977 S. 17), Ferry 1980
S. 425), Ganeriwala und Rotz 1987S. 167, 170), Dealy und Wissbrun 1990S. 222), Gamota etal. 1993Abb. 1d),
(Giacomin und Dealy 1993. 103), (ilhelm et al. 1998 S. 400), Wilhelm et al. 1999bS. 755), Kallus et al. 2001S. 554),
(Daniel et al. 200}, (Debbaut und Burhin 20035. 1166), Li et al. 2003 S. 281), §im et al. 2003S. 241), Atalk und Keunings
2004 S. 109), Ewoldt 2006 S. 33), (eyaseelan und Giacomin 2008. 26), Ewoldt 2009 S. 60, 63), Yu etal. 2009
S. 216), Carrier und Petekidis 200%. 259), Ewoldt et al. 2010S. 194, 199), Calin et al. 2019 (Hyun et al. 2011S. 1723),
(Rogers et al. 2011k5. 456), Rogers und Lettinga 2013. 3)

123(MacSporran und Spiers 1988. 92), Dealy und Wissbrun 19905. 63), Macosko 1994S. 123), Ewoldt et al. 2008a
S. 1428), Yamaguchi 2008S. 425), Ewoldt 2009 S. 60), Giacomin et al. 2011S. 1082), Melito et al. 2012 S. 4), Ewoldt
2013 S. 181)
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formuliert werden. Da Gleichund3(102 ebenfalls fur Flissigkeiten mit FlieBspannung erfilif kann
man aufgrund der Existenz einer FlieRspannung nicht zviéamfigs, wie teilweise angenomméff, auf
gerade Harmonische schlieRen. Beispielhaft ist dies farRlANDTL Element inBoisly et al. (20149
gezeigt. Ebenfalls habéru et al.(2009 S. 226) bereits darauf hingewiesen, dass die Fliespgrikaine
hinreichende Bedingung fiir das Auftreten gerader Harnebiisist*?>. Inhaltlich gleichwertige Aussagen
findet man auch béitalik und Keuningg2004 S. 107, 116)Ewoldt (2009 S. 169),Ewoldt et al.(2010
S. 199) undHyun et al.(201% S. 1723, Tabelle 1). Die Gleichunge®.103 und (3.104 kénnen auch in
komplexer Schreibweise formuliert werden. Dies ist in Abstt A.4 ausgearbeitet und man erhalt

T () =y i:: [3{G;e**'}] k = ungerade (3.109)
s (t) = Y i::[%{mf ekt ] k = ungerade (3.110)
unter Beachtung von
G = a+ jby (3.111)
Ng =Ck— jdy . (3.112)

Die Berechnung des Speichermoduls
G,(o‘)a V) Eal(w> V) (3113)

ergibt sich ausgehend von der Spannungsantwojtzu 126 127

fo+T
G (w.9) = iT JRCENCLS (3.114)
Y [
Die Berechnung des Verlustmoduls
G” (O), V) = bl (w7 V) (3115)
erfolgt analogt?” 128
2 fo+T
G (0.9)= f 7 (t) cos(wt) dt . (3.116)

fo

Bedenkt man weiterhin, dass Gleichurdy102 ebenfalls von

sinfw(fo+At)] =—sin[w(t~o+g+m)] (3.117)

coslw(fo+At)] = —cos[w(fo+%+At)] (3.118)

124 Harris und Bogie 1967S. 5), MacSporran und Spiers 1988. 90), Mas und Magnin 1997S. 53), Klein et al. 2007
S. 4253), Yu et al. 2009 S. 225), Hilliou et al. 2009 S. 2325)

125englisches Originalzitat: ,the yield stress is not a suffiticondition to cause even harmonic¥u et al. 2009 S. 226)
126(Lion 2000h S. 87), Debbaut und Burhin 2002. 1166), Lutz und Wendt 2005S. 756); unterschiedlich zbaun et al.

(2009 S. 4) undBrader et al(201Q S. 4) )
12hwjird die Spannungsantwor(t) mit sin(wt) multipliziert und anschlieRend integriq@é"+T

tigung von Gleichung3.100 zuné’;’tchstffg0+T T(t)sin(wt)dt = f/ffg"+T G’ (w, y)sir? (wt)dt. Mit ffg"” sir? (kwt) dt = % ergibt
sich die Berechnungsvorschrift des Speichermoduls.
fo+T

128pje Spannungsantwort (t) wird mit cos(wt) multipliziert, integriert ffo dt und mit Gleichung 3.100 sowie

ffg"” cosz(koot) dt= % ergibt sich die auch fur LAOS gliltige Definition des Verlustls.

dt erhalt man unter Beriicksich-
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in der selben Art wiet(t) erfiillt wird, so gehen die Definitionsgleichunge8.X14 und 3.116 fur
Speicher- und Verlustmodul tiberi#?

4 fo-%—%
G(w,y):V—Tfr(t)S|n(wt)dt (3.119)
fo
fo+%
" ~ _i
G (.9)= oz fof 7 (t) cos(cot) dt . (3.120)

Diese beiden Gleichungen sind unter der Annahme von Gle@l{@.102 allgemeingltig und kénnen
auch fur nichtlineares Materialverhalten angewendet arer®ie Berechung Héherharmonischer erfolgt
vollig analog und man erhalt

2 fo+T 4 fO'*'%
a(w,y) = oT / T (t)sin(kwt)dt= oT / T (t)sin(kwt)dt k=ungerade (3.121)
vty vty
2 fo+T 4 f0+%
by (0, y) = oT / T (t)cos(kwt)dt= o7 f T (t) cos(kwt) dt k= ungerade (3.122)
y Z y Z
unter Beachtung von
sin[kw (fo+At)] :—sin[kw(fo+%+m)] k = ungerade (3.123)
coslkw (fo+At)] = —cos[kco (fo + ; +At)] k = ungerade (3.124)

Vereinfachungen fur periodisch gerad-symmetrischand periodisch ungerad-symmetrisch&pan-
nungsverlaufe

Die Gleichungen 3.119 bis (3.122 sind allgemeingultige Definitionen zur Bestimmung desi&pes-
und Verlustmoduls sowie Hoherharmonischer, insofern gi@an8ungsantwort einen stationéaren Verlauf
annimmt, der Gleichundg3(102 erfillt. Hinsichtlich der Auswertung von LAOS flir rein Wase und rein
elastische Materialien, ist es zweckmafiig weitere Soatlerfu betrachten, fur welche die Berechnungs-
vorschriften der harmonischen Materialfunktionen weitereinfacht werden konnen. Fir rein elastische
Materialien ist die Spannungsantwort in Phase mit der varagsgesteuerten Anregung aus Gleichung
(3.82. Sie kann durch einperiodisch ungerad-symmetrisckenktion f, (t) mit den Eigenschaften

ungerad-symmetrisch: fo(t) = —fo(-t) (3.125)
periodisch fo(t)=fo(t+T) vt (3.126)
beschrieben werden. Im Fall rein viskoser Materialienist3pannungsantwort infolge der sinusférmigen

Schubverzerrung aus Gleichung.&2 eine periodisch gerad-symmetrischeunktion fe(t). Sie hat die
Eigenschaften

gerad-symmetrisch: fo(t) = fe(-t) (3.127)
periodisch fo(t)=fe(t+T) vt . (3.128)

Sowohl fur rein elastische als auch rein viskose Matenaig die Spannungsantwort unmittelbar nach
Lastbeginn im stationaren Zustand. Daher gilt flr

rein elastisches Material:  Ts = T|,_pgn(et) = To () (3.129)

und fur
rein viskoses Material: T = Tf,_ygin(r) = Te(t) - (3.130)

129(Lion 2000h S. 169); analog zuutz und Wendt 2005S. 757 ff.)
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Weil die Sinusfunktion ungerade und die Kosinusfunktiorage sind, ergeben sich die Vereinfachungen

.
T 2
f fo(t)sin(kwt)dt=4/ fo () sin(keot )dt k=ungerade (3.131)
0 0
T
/ fo(t) cogkewt)dt =0 k =ungerade (3.132)
0
y :
f fe(t)cos(kwt)dt=4f fe(t) cog kwt)dt k=ungerade (3.133)
0 0
T
f fe(t) sin(kawt)dt =0 k =ungerade (3.134)
0

Die inhaltliche Aussage der Gleichung.13]) ist in Abbildung 3.14 grafisch dargestellt. Dazu werden

/-\I
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(a) Periodisch ungerad-symmetrische Spannungsant- (b) Integranden von Gleichundg3.13J);
wort To(t): — ; sin(wt): ——; sin(3wt): —— - To(t) sin(wt): —— ; To(t) sin(3wt): — -

Abbildung 3.14: Vereinfachungen zur Berechnung des Spemcbduls sowie Hoherharmonischg im
Falle von periodisch ungerad-symmetrischen Spannungs#en 7,(t)

exemplarisch der Sinug € 1): ——, der dritt-harmonische Sinuk £ 3): — — — sowie eine ungerade Drei-
ecksfunktion ausgewertet. Fur Gleichurgy1@33 ist dies in vollig analoger Weise in Abbildury15fir
den Kosinus K = 1): —— und den dritt-harmonischen Kosinus=(3): — - — veranschaulicht. In beiden
§ i 1 \ [l\\ l\\ 1 1 S 1 \ AR |
™ | \ ;o I ! a \ FR )
oy \ I\ Iy ] = \ R
S oM N =0 —~ o0 \ !
§ \\ /, N ‘\ I' =
o8 \, N/
-1 -1 -1
o T T 3T T T 3T
of 0 7z 2 F T 0 z =z 7T T
t t
(a) Periodisch gerad-symmetrische Spannungsant- (b) Integranden von Gleichung3.033;
wort Te(t): —— ; cof wt): ——; cog 3wt ): —— - Te(t) coq wt): —— ; Te(t) cog(3wt): ———

Abbildung 3.15: Vereinfachungen zur Berechnung des Verladuls sowie Hoherharmonischgim Falle
von periodisch gerad-symmetrischen Spannungsantwaogtéen

Fallen ist zu erkennen, dass das Integral Uber die erstéelieriode mit den Integralen Uber die zweite,
dritte und vierte Viertelperiode identisch ist. Zur Berrahg der harmonischen Materialfunktionen fiir pe-
riodisch ungerad-harmonische sowie periodisch geragiaische Spannungsantworten gentgt es daher,
ausschlieBlich die erste Viertelperiode auszuwerten. dthélt die Definitionsgleichungen der harmoni-
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schen Materialfunktionen fir die beiden Sonderfille réastischer und rein viskoser Materialief

T

4
7(t)...periodisch ungerad—symmetriscmk(w,f/):%fr(t)sin(kwt)dt k=ungerade (3.135)
0

by (,7) =0 (3.136)

—

1
T(t)...periodisch gerad-symmetrisctbk(w,{/)z%fr(t)cos(kwt)dt k=ungerade (3.137)
0

a(w,y)=0. (3.138)
Daraus ergeben sich der Speicher- und Verlustmodul ertspne Gleichungen3(113 und @3.115 fur
k=1.

Abschéatzung der notwendigen Anzahl Héherharmonischer zuAbbildung der Spannungsantwort

Um abzuschatzen wie viele Hoherharmonische zur Approximater Spannungsantwort eines
nichtlinearen Materialverhaltens einbezogen werden aemjssei zunadchst diéntensitat der k-ten
Harmonischer3!

e (@.9) = /8 (@,9) +12 (. 7) (3.139)
eingeflhrt. Sie ergibt sich aus der Transformation voncbigng 8.103 in eine Amplituden-Phasen Be-
schreibung?

T () = 7> lksin(kot+ @) ~ ¥ lesin(kot + @) k = ungerade (3.140)
K

lcos( kot — ) k = ungerade (3.141)

xM: XM:’

T (1) = Vi Ikcos(kwt—(h() ~
K

Der Parameten gibt die notwendige Anzahl zu bertcksichtigender Hoherlwarischer an, um die Span-
nungsantwort mit befriedigender Gite approximieren zunkdn Der Phasenwinkep kann Uber den
Verlustfaktort33

by
= arctar(—) 3.142
X a ( )
berechnet werden. Analoges gilt fiir den Phasenwigkeder sich au$3*
O = arctar(%) (3.143)
by
ergibt. Es gilt fur
rein elastisches Material: @ =0 — b=0, (3.144)
rein viskoses Material: =0 - a=0. (3.145)

Mithilfe der normierten Intensitéte{ilr(w, y) kann der Parameteraus Gleichung3.140 bestimmt wer-
den, sodass(t) mit ausreichender Giite approximiert ist. Deshalb werdelieiser Arbeit fir ein rheologi-
sches Element nebe undby zusatzlich die normierten Hoherharmonischen dargesbetAmplituden-

Phasen Beschreibung nach Gleichunda40 und 3.142 kann mit

i =l (3.146)

130pje Definitionen kénnen analog zwtz und Wend{(2005 S. 761 ff.) abgeleitet werden.

BLwilhelm et al. 1998S. 404), Wilhelm et al. 1999aS. 349), Debbaut und Burhin 2003. 1166), Hyun et al. 2003S. 103),
(Neidhofer et al. 2003S. 1353), Brader et al. 2010S. 4), Reinheimer et al. 2011S. 820), Rogers und Lettinga 2013. 3),
(Reinheimer et al. 20125. 204)

132(Brummer 2006S. 47), Yamaguchi 2008S. 424)

133(Wazer et al. 1963S. 344), Pipkin 1972 S. 18), Ferry 1980S. 46), Barnes et al. 198%5. 49), Dealy und Wissbrun 1990
Gl. (2-61)/Gl. (2-62)), KMacosko 1994S. 122), Gteffe 1996 S. 316), Larson 1999S. 13), Barnes 2000S. 89), Brummer
2006 S. 48), Pal 2007 S. 308), Rao 2007 S. 106), Oswald 2009S. 345, 347), Tadros 2010S. 76, 153)

134 (Kories und Schmidt-Walter 2008. 269), Balke 2011 S. 108)
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in 135

Ts (t) = Y fiesin(kot + @) k = ungerade (3.147)
k
umgeschrieben werden. Unter Beachtung des Additionsheor
sin(kwt) coq ¢x) + cog kwt) sin( ¢x) = sin(kwt + ¢) (3.148)

erhalt man analog zu Gleichung.99 die Beziehunger3®

a = %cos((g() (3.149)

by = T—;sin((n() . (3.150)

Uberlegungen zu numerischen Berechnungen im LAOS Regime

Die analytischen Berechnungsvorschriften der oben def@me harmonischen Materialfunktionen
setzen voraus, dass sowohl die Spannungsantw@it als auch der Integrationsbegirip analytisch
beschreibbar sind. Es gibt jedoch nichtlineare Materadieren konstitutive Beziehungen nicht analytisch
geldst werden kénnen. Infolgedessen liegen Spannungsdatwausschliel3lich in numerisch geloster
Form vor. Folglich ist der Integrationsbegirip ebenfalls nicht in analytischer Form gegeben. Daher
mussen auch Speicher- und Verlustmodul sowie Hoherhastlminumerisch bestimmt werden. Dazu
werden Gleichunger8(121) und 3.122 fur i =1...nmit ne N Perioden solange numerisch integriert, bis
die relativen Abweichungen aufeinander folgender Berengeergebnisse

(i+1)-T
a - a !
T |(' DT IS K1 k =ungerade (3.151)
(i+1)-T
ayli.r
b ’(IJrl) T _ bk| |
(i-1)-T| _
0 |(|+1) T <K k =ungerade (3.152)

kleiner oder gleich dem Abbruchkriteriumy sind. Hierbei stehqg}] fur die untere{} und obere[ ]
Integrationsgrenze der Integrale aus Gleichun@h2() und 3.122. In dieser Arbeit giltk; = 0.05.

Betrachtungen hinsichtlich der experimentellen Messung @n Speicher- und Verlustmodul sowie
Hoherharmonischen

Weil sich die stationare Spannungsantwort flr beliebigeteiiaien nicht augenblicklich nach dem
Aufbringen einer Last einsteftt’, gibt es einen Parametirab dem die Spannungsantwort stationér ist.
Daher hangen experimentell bestimmte Werte fir Speiched-Merlustmodul sowie Hoherharmonische
von der Beobachtungsdauer ab.

Zur Bestimmung der Amplitudenabhangigkeit harmonischeatédvlalfunktionen wird einAmplitu-
densweepurchgeflihrt. Bei konstanter Kreisfrequenz werden die Kogen variiert. Dazu wird die
Prufvorschrift nach Abbildun@.10angewendet, wobei die Schubverzerrungsfé\tdaurchf/i Zu ersetzen

ist. Der mathematische Spaltenvektor der Schubverzesamplitude ist mig = (y*,...,y', y'**,. .,V”)T
gegeben. Die Spannungsantwort und damit auch das MedsigBaeicher- und VerlustmoduG/,¢s(t)

135(Dealy und Wissbrun 199(5. 60), Macosko 1994S. 121), Steffe 1996 S. 314), Pal 2007 S. 306), Rao 2007 S. 106),
(Deshpande et al. 2016. 88), Balke 2011 S. 108)

138(Wazer et al. 1963S. 343), Dealy und Wissbrun 199ndirekt tiber GI.(2-61), (2-62)) Giacomin und Dealy 1993%. 101),
(Steffe 1996 S. 315), Rao 2007 S. 106), Tadros 2010S. 153)

137(voshimura und Prud’homme 1983. 430), Giacomin und Dealy 1993. 102 ff.), Macosko 1994S. 121), Leblanc 2003
Abb. 5)
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und GJlo.d(t), hangen von der Messzelit pro Verzerrungsniveau ab. Die diskreten Messwerte fir
Speicher- und Verlustmodul, die den einzelnen Verzermingaus zugeordnet sind,
Gnlweas( Vl at) = tﬂri-nAt G:neas(t)

Gmieas( Vi ’t) = tEI;nAt Ggﬁeas(t)

(3.153)

2/: konst w=konst

(3.154)

i/: konst w=konst

werden zu Vektore), .. ¥) undG/..{ ¥) zusammengefasst. In analoger Weise wirdregguenzsweep

bei konstant gehaltener Amplitude durchgefihrt, um digg&eazabhangigkeit der harmonischen Mate-
rialfunktionen zu messen. Dies erfolgt ebenfalls entdpgrd der Prufvorschrift nach Abbildur10
wobei die Schubverzerrungrafé rein formal durchw' ersetzt wird. Damit ist der mathematische Spal-

tenvektor der Frequenzen= (w',..., o', w'*?,..., w”)T definiert. Fiir jede diesér= 1...n Komponenten
ergibt sich ein diskreter Wert fir Speicher- und Verlustolod

GnlﬁeaS( ', t) - t!»rinm Gineas(t) ‘ w=konst p=konst (3.159)

Grnead @) = M Gllead V)], yonstjotonst. (3.156)

Die Gesamtheit aller diskreten Messwerte werden in den enadtischen VektorerG,, ,{(w) und
G/l ead @) Zusammengefasst. Damit die diskreten Messwerte denrsiagio Zustand beschreiben, muss

die MesszeitAt pro Verzerrungs- und Frequenzniveau ,ausreichend gro®¥agk sein. Erst dann gilt
Gread V') # G (¥, ), Grlead V') # G (¥, ), Glead @') G’ (7, ') undGlgad w') » G” (7, w'). Ana-
loges gilt fuir Hoherharmonischeg undby. Ent- und verfestigendes Materialverhalten sowie Thoqit-
und Schadigungseffekte sind bei dieser Uberlegung nidfiiicksichtigt.

3.8.3 Visualisierung des rheologischen Fingerabdrucks rtels LissAJous Diagrammen
im PIPKIN Raum

Neben der Auswertung von harmonischen Materialfunktioneie Speicher- und Verlustmodul so-
wie Hoéherharmonischen, existieren auch andere Moglithkeailas LAOS Verhalten von nichtlinearen
Materialien zu untersuchen. Eine Mdglichkeit bietet dieséwertung von normiertenissajousDiagram-
men'38 die auch als IssajousBowbiTcH Diagrammé?3® bezeichnet werderiTée und Dealy 1975
Die systematische Untersuchung dessajousDiagramme erfolgt im BPKIN Raum in Abhangigkeit
der Kreisfrequenz und Lastamplitude. Daher nennt man dersidhtliche Anordnung reprasentativer
Lissajous Diagramme entlang der Frequenz- und Amplitudenachse auekiN® Diagramm. Die
Gesamtheit aller in einemiPIN Diagramm angeordnetenidsaijousDiagramme ist charakteristisch
fur ein spezielles Material beziehungsweise MaterialiodEas RPKIN Diagramm bietet somit eine
Méglichkeit, denrheologischen Fingerabdrudi® darzustellen.

LissaJous Diagramme

Die normierten LssaJous Diagramme stellen den stationdren Spannungsverl&wvoldt et al.
2008hQ S. 1) fur eine sinusférmige verzerrungsgesteuerte Amggdn der normierter FornW(;)(t)
dar. Die normierte Spannungsantwort wird im ersteadajousDiagramm Uber der normierten Schub-

verzerrungwta(t)} aufgetragen. Im zweitenissAaJousDiagramm wird sie in Bezug zur normierten

y(t)
S9hub_verzerr_ungsra AX /(0] gesetzt. _ ' _ N
Fur rein elastisches Materialverhalten ist das ersgshiousDiagramm eine offene LinieMaxey et al.

138(Lissajous 1857S. 161, PLII), Philippoff 1966, (Tschoegl 1989S. 61), Pahl et al. 1995S. 124), Ewoldt 2006 S. 34,
67), (Tiu et al. 2006 S. 654), Peshmukh 2007S. 73), (e Grand und Petekidis 2008bb. 10, 11), Brader et al. 2010S. 4),
(Mezger 2010S. 159), Lauger und Stettin 201@®\bb. 7, 8), Rogers et al. 2011t5. 436)

139(Ewoldt et al. 2008aS. 1435), Ewoldt 2009 S. 44, 61), Ewoldt et al. 2010S. 192), Rogers et al. 201)b(Rogers et al.
20113 S. 734), Ng et al. 2011S. 629)

L40Ewoldt 2006 S. 34), Ewoldt et al. 2007aS. 634), Ewoldt 2009 S. 59), Ewoldt et al. 2010S. 191, 209); Aus der persén-
lichen Korrespondenz mit\#oLDT vom 18.09.2014; Randy H. Ewoldt schrieb: ,I'm of the opinitat there are many ‘fingers’
to fingerprint in rheology. One of these is the LAOS fingerpnwhich has various representations. One of them is céytdip
raw oscillatory waveforms plotted as Lissajous curvesitipoeed as a grid within a Pipkin Space.“
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2008 S. 3), da die Spannung in Phase mit der SchubverzerrunBastLissajousDiagramm ist eine
ungerade Funktion und erfulji(x) = —-y(-x). Das zweite LssasousDiagramm ist eine geschlossene
Kurve, welche sowohl zux als auch zur-Achse symmetrisch ist. Dies ist dadurch begrindet, dass di
Spannung um 90° phasenverschoben zur Schubverzerrungstrain Sonderfall von linear elastischem
Verhalten (HbokEesches Material) ist das erstadsajousDiagramm eine Gerade, das Zweite ist ein
Kreis. Fur nichtlinear elastisches Material ist das ersteskhious Diagramm eine gekrimmte Kurve.
Das zweite LlssasJousDiagramm besitzt zwar noch die erwéhnte Symmetrieeigexfisalst aber nicht
mehr kreisférmig. Dies ist bétwoldt (2006 S. 37) bildlich dargestellt.

Fur rein viskoses Materialverhalten verhélt es sich invdesdie Spannung 90° phasenverschoben zur
Schubverzerrung und in Phase mit der Schubverzerrungstat®as erste LlssajousDiagramm ist fur
linear viskoses Verhalten @WwToNsches Material) ein Kreis, der Zweite ist eine Gerade. Fehtlinear
viskoses Material ist das erstedsAasousDiagramm nicht mehr kreisférmig, besitzt aber nach wie vor
die Symmetrieeigenschaftey(x) = y(-x) und x(y) = x(-y). Das zweite LLssAjous Diagramm eines
nichtlinear viskosen Materials ist eine offene, gekriimKiteve. Dies ist am Beispiel des RO ssModells

bei Boisly et al.(2015 Abb. 7) und flr ein FlieBgesetz nactrs®ONAND und de VAELE (Potenzansatz) in
Ewoldt (2006 S. 36) gezeigt.

Im Falle von linear viskoelastischem (LVE) Materialvetieal sind beide LssAjous Diagramme
elliptisch4!, Die Spannung ist weder mit der Schubverzerrung noch mit Stgtubverzerrungsrate
in Phase. Aus elliptischen Hysteresekurven kann man @bigtichlieBen, dass dasoBRIER Spek-
trum ausschlieB3lich aus frequenzabhangigen SpeicherVardstmoduli bestehtGamota et al. 1993
S. 927, Abb. 2b). Die elliptische Form derndsajous Diagramme ist explizit inTschoegl (1989

Gl. (9.3-8)), Jeyaseelan und Giacom{a993 Gl. (19)), Haupt (2002 S. 217),Kardelky (2004 S. 77),
Jeyaseelan und Giacom{2008 Gl. (14)) undNg et al. (2011, GI. (14)) hergeleitet. Charakteristische
Parameter des erstenidsajous Diagramms sind beMarkert (2006 Abb. 2.26) angegeben. Die

Hauptachsen der Ellipsen beiderssaijousDiagramme sind jeweils durcmA;‘?T(:_j(t)} = MA))(/({I))/(I)} und
=® __ _ __ YO __ gefiniert. Sobald die Belastungen ausreichend grof} sinidssader LVE Bereich

MAX {1% (t)} — MAX{y(t)}

verlassen wird und LAOS vorliegt, werden dieslsasousDiagramme nicht-elliptisch*2.

Abweichungen von der elliptischen Gestalt ders&éajous Diagramme konnen durch nichtlinear
viskoelastisches, plastisches oder viskoplastischebalten ausgeldst werden. Dies ist Boisly et al.
(2015 Abb. 20, 21) speziell fur das nichtlinear viskoelastisgi@grRossMAXWELL Element gezeigt.
Die nicht-elliptischen LssAajousDiagramme eines ideal plastischen Materialmodells sindBaispiel
des RRANDTL Elements inBoisly et al. (2014 Abb. 7, 8) dargestellt. Starr ideal plastisches Verhalten
ergibt sich fur das Reibelement und ist Bdaxey et al. (2008 Abb. 1) aufgeflhrt. BeiBoisly et al.
(2017 ist anhand des BIGHAM-HOOKE Elements die Nicht-Elliptizitat der iIssajousDiagramme fur
viskoplastisches Materialverhalten gezeigt. DisdasousDiagramme des BIGHAM Elements, welches
nach HauPT ebenfalls viskoplastisches Verhalten zeigt, sind\baxey et al.(2008 Abb. 1) ausgearbeitet.

PIPkIN Diagramme

Die Ubersichtliche Anordnung ausgewahltersgaijous Diagramme fiir fest vorgegebene Frequen-
zen und Amplituden wird als IPKIN Diagramm bezeichnet. Im originalen Diagramm \Ripkin (1972

S. 133) sind die Amplitudey auf der Ordinate und die dimensionslose Frequeme, das Produkt
aus Kreisfrequenzv und Relaxationszeitr, auf der Abszisse aufgetrageDealy und Wissbrun{199Q

S. 221),Giacomin und Dealy1993 S. 117) undDeshpande et a(201Q S. 96) fihren das Diagramm in
Abhéngigkeit vonyw Uiber w ein, wahrendrosick et al.(1997 Abb. 16) das FPKIN Diagramm als Graph

Y. Tschoegl 1989 S. 472), Giacominund Oakley 1992 S. 1533), {eyaseelan und Giacomin 19935. 271),
(Yosick und Giacomin 1996S. 196), Yziquel et al. 1999hS. 16), Markert 2006 Abb. 2.22), Ewoldt et al. 2007aS. 639),
(Ewoldt et al. 2007pS. 5), Ewoldt et al. 2008aS. 1429), Ewoldt et al. 2008pS. 3), Jeyaseelan und Giacomin 2008 26),
(Ewoldt et al. 2009 S. 46), Calinetal. 2010 S. 1568), Ewoldt etal. 2010 S. 192), [Lauger und Stettin 2010S. 910 ff.),
(Ng et al. 2011S. 627, 636)

42(Teeund Dealy 1975 S. 595), Tsangund Dealy 1981 S. 217), Giacominund Oakley 1992 S. 1533),
(Jeyaseelan und Giacomin 1993. 271), (eyaseelan und Giacomin 1993. 848), fosick und Giacomin 1996S. 196),
(Yziquel et al. 1999pS. 16), Wilhelm 2002 S. 86), Ewoldt 2006 S. 34), Ewoldt et al. 2007aS. 639), Ewoldt et al. 2007b
S. 5), Jeyaseelan und Giacomin 20@ 26), Ewoldt et al. 2008aS. 1430), Ewoldt et al. 2009S. 45), Ewoldt 2009 S. 63),
(Ewoldt et al. 2010S. 192), Calin et al. 2010S. 1568), Lauger und Stettin 201(5. 911), Ng et al. 2011S. 637)



3.8. Materialfunktionen fiir eine sinusférmige verzerrsggsteuerte Anregung 59

von ywa berwa prasentiert. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch die D#tstg von EvoLDT 142 be-
vorzugt, da die LssasousDiagramme Uber die eigentlichen Lastparameter der sinngjén Anregung
nach Gleichung3.82, w undy, aufgetragen werden.

Da das FPpkIN Diagramm fir ein Material beziehungsweise Materialmodalvolle Bandbreite existie-
render LssAJousDiagramme darstellt, ist es eine geeignete Darstellungsfam den rheologischen
Fingerabdruck zu visualisieren. Einzelnaskajous Diagramme sind fir komplexere Materialien
beziehungsweise Materialmodelle kein geeignetes Mitteldas rheologische Verhalten zu untersuchen.
Beispielsweise kdnnen einzelneslsasousDiagramme des rRoOSSMAXWELL Elements Boisly et al.
2015 Abb. 20, 21) nahezu identisch mit denen eingsi@dAM-HOOKE Elements Boisly et al. 2017
sein. Daher gibt allein das ,vollstandige" imAXIN Raum dargestellte Spektrum aller charakteristischer
Lissajous Diagramme Aufschluss Uber das Verhalten einer Materibprbeziehungsweise eines
Materialmodells. Folgerung 14

Zusatzlich dazu eignet sich dasPRIN Diagramm zur Untersuchung der Ratenabhangigkeit. Fur ra-
tenabhangiges Materialverhalten héngt die Gestalt desAious Diagramme von der Kreisfrequenz
ab, fur ratenunabhangiges Materialverhalten hingegeht.niéann auf diesem Wege experimentell
nachgewiesen werden, dass ratenabhangige Effekte in lgétegrung zu vernachlassigen sind, so kann
das dem Material zugrunde liegende Materialverhalten edéwelastisch oder plastisch sein. Die von der
Kreisfrequenz unabhéangige Gestalt dessajousDiagramme, kann fur plastisches Materialverhalten
exemplarisch anhand desRRNDTL Elements inBoisly et al. (2014 Abb. 8) nachvollzogen werden.
Wenn zudem das erstadsajousDiagramm eine offene Linie ist, muss das Materialverhadtkastisch
sein. Damit ist gezeigt, dass man denmP®N Diagramm wesentliche Informationen hinsichtlich der
Materialmodellierung entnehmen kann.

143(Ewoldt 2006 S. 32), Ewoldt et al. 2007pS. 6), Ewoldt et al. 2008aS. 1428), Ewoldt 2009 S. 42, 59), Deshpande et al.
2010 S. 96)
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4. Phanomenologische Klassifizierung von Stoffen
In Festkorper, Flussigkeiten und Materialien mit
fest-flissig Ubergang

Walters(198Q S. 4) stellte bereits sinngemal fest, dass man zumeistteeibtandlich Uber die beiden
klassischen Stoffklassen der Flussigkeiten und Festkdguet, ohne die Begriffe je definiert zu haben.
Dem Gesprachspartner unterstellt man stillschweigenss davergleichbare Eigenschaften mit den Be-
griffen assoziiert. Wiirde man jedoch konkret nachfragémden eine Vielzahl von Antworten im Radm
Heutzutage ist eine klare Begriffsdefinition nach wie van wesentlicher Bedeutung. Grund dafur ist, dass
Vertreter vonSoft Matter die sich nicht mehr ohne Weiteres in die klassischen Sasfflen einordnen las-
sen, Gegenstand aktueller Forschungsvorhaben sind. Rataein diesem Abschnitt eine Klassifikation
von Materialien in die drei Stoffklassen

» Festkorper,
* Flussigkeit und
 Material mit fest-fliissig Ubergang
vorgenommen. Die Klassifikation erfolgt auf Basis zweieaddifizierungskriterien,
 der Gleichgewichtsrelation und
* der Fliekurve.
Materialien mit fest-fliissig Ubergang lassen sich weiter in
 Flussigkeiten mit FlieRspannungnd
« Flussigkeiten mit pseudo FlieBspannung

unterteilten. In Vorbereitung dessen, sind grundlegeneteaBhtungen zur Gleichgewichtsrelation bereits
in den Abschnitter8.3und3.4 erbracht. Mithilfe der Klassifizierung wird man unter Bek&ichtigung von
Arbeitshypothesen in die Lage versetzt, sowohl die Staffké eines Materialmodell theoretisch berech-
nen als auch die Stoffklasse einer Materialprobe expetiaidrestimmen zu kénnen. Fir eindimensionale
rheologische Elemente steht somit ein klar definierter tismus zur Stoffklassifizierung zur Verfligung.
Es ist jedoch ratsam diesen Formalismus in Zukunft fur weitdaterialphAnomene, wie beispielswei-
se Thixotropie und Schéadigung, die im Rahmen dieser Arliefitrberiicksichtigt werden konnten, zu
Uberprifen und gegebenenfalls anzupassen.

4.1 Viskoses und plastisches Flief3en

Weil bestehende Definitionen der Begriffestkorperund Flussigkeitteilweise mit der VokabeFlie3en
verknipft sind, wird diese zunachst eingefiihrt. FlieRendemau dann fir ein Material stattgefunden,
wenn eine bleibende Verformung infolge einer BelastungamsthlieRender Entlastung nach ,hinreichend

lenglisches Originalzitat: ,So far, we have discusselidsandliquids without defining what we mean by these terms. Often,
it is taken for granted that when we talk or write about a sofid liquid, the hearer of reader knows exactly what we mdame |
asked the layman for definitions, we would get a variety ofagats [...]." (Walters 1980S. 4)
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langer* Beobachtungszeit festgestellt wikdiackley und Ferraris 2005. 30). Unter Entlastung versteht
man hierbei die Regelung aufgeprégter Lasten derart, dassgliltierenden aulReren Krafte und Momen-
te verschwinden. Wichtig fur das Feststellen von FlieRedies Realisierung einer ,hinreichend langen®
Beobachtungszeit nach Entnahme der aul3eren Lasten. @sigpise kdnnen viskoelastische Festkorper
eine scheinbar bleibende Verformung aufweisen, die sictzlgeringer Beobachtungszeit noch nicht
vollstéandig zurtickgebildet hat. Ein derartiges Verhakenn zum Beispiel mithilfe einer Parallelschal-
tung von HbokEescher Feder und MXwELL Element nachvollzogen werden.

Die Forderung einer ,ausreichend langen* Haltezeit sttien Experimentator aufgrund des endlichen
experimentellen Fensters vor diejenigen Probleme, weltiAdschnitt3.3 bei der Messung der Gleich-
gewichtsrelation diskutiert wurden. Infolgedessen k@nAbweichungen zwischen theoretisch existieren-
den und experimentell ermittelten Ergebnissen auftrédés wird ebenfalls vohemaitre und Chaboche
(1994 S. 100) bestatigt. Sie weisen darauf hin, dass es nictaairibt, in einer endlichen Zeit zwischen
unendlich langsamen FlieRen und dem Erreichen eines @kidbhts zu unterscheidén

Der Prozess des FlieRens kann in zwei Phdnomene untertgiltew, viskoses FlieRen und plastisches
FlieRen.Viskoses FlieRekann fur viskoelastische Materialien ohne Gleichgewiditdion beobachtet
werden, beispielsweise flr einenrGss Dampfer oder ein reossMAXWELL Element Boisly et al.
2015. Es wird in der Literatu? dem Deformationsverhalten von Fliissigkeiten zugesprothéiskoses
FlieRen beschreibt ratenabhangiges FlieRverhatliangt 1991S. T55).

Bei reinemplastischen FlieRenist das FlieRBverhalten ratenunabharfyigs tritt zum Beispiel fiir das
ReibelementBoisly et al. 2014 das RANDTL Element Boisly et al. 2014b oder fur das endochrone
MAXWELL Element in Abschnité auf. Rein plastisches Flie3en kann mithilfe klassischatikaumsme-
chanischer Materialtheorien auf Basis einer Flie3fumktiod FlieBbedingungHaupt 2002 S. 227, 231)
beschrieben werden. Im Falle endochroner Plastizitatwiiche die Definition einer Fliel3funktion und
FlielRbedingung nicht erforderlich ist, tritt plastischg@eRen auf, sobald eine aul3ere Last aufgepragt wird.
FlieBen, das auf phdnomenologischer Ebene sowohl viskeseieh plastische Prozesse beinhaltet, kann
im Allgemeinen flr Parallelschaltungen von viskoelastést und plastischen rheologischen Modellen
beobachten werden. Beispiele hierfir sind dasdiam Element’, das BNGHAM-HOOKE Element
(Boisly et al. 2017 und das r@ossBINGHAM-HOOKE Element aus Abschnif.

4.2 Bestehende Ansatze zur Klassifikation von Materialienni Festkorper
und Flussigkeiten

Wie Barnes(1999 S. 141) bereits erwahnte, hat die Suche nach DefinitionediéliBegriffe Festkorper
undFlussigkeiteine lange Geschichte. Daher erhebt der Autor dieser Afilreitie nachfolgende Zusam-
menfassung der bereits in der Literatur bestehenden Defiait keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. Es
werden Aussagen prasentiert und diskutiert, um anschgeBeAbschnitt4.3 eine Klassifizierung aufzu-
bauen, welche auf mathematisch auswertbaren Kriteriashbend eine dritte Stoffklasse dlfbergangs-
klasse zwischen Festkérpern und Flussigkediafiihrt. Die Einfuhrung einer Klassifikation auf Grundéag
mathematisch greifbarer und experimentell erfassbamsdfizierungskriterien ist dadurch motiviert, dass
die Vokabeln Flussigkeit und Festkorper vielfach volligbséverstandlich benutzt werden, ohne sie ein-
deutig zu definierenWalters 1980S. 4). Einige dieser Vorstellungen, die ein mogliches Wargnis der
Begriffe Festkdrper und Flissigkeit beschreiben, sind alg&nden aufgefihrt.

Fur den Spezialfall einer sinusférmigen verzerrungsgesten Anregung wird in der Literatur eine Eintei-
lung in festkorper- und flussigkeitsartiges Verhalten eoigmmen, die auf der Relation der Speicher- und

2englisches Originalzitat: It is not easy to differentiateinfinitely slow flow and an equilibrium reached in an infrtime!“
(Lemaitre und Chaboche 1998. 100)

3(Bingham 1922S. 4), Houwink 1957 S. 11), Reiner 1968S. 127), Wrana 1996S. 22)

4(Reiner 1968S. 28), Szabo 2001S. 363)

5(Bingham 1922 S. 5), Houwink 1957 S. 11), Reiner 1968 S. 127, 172), l(yklema und van Olphen 197%5. 1217),
(Krawietz 1986 S. 20), Goldner 1989S. 228), KreiRig 1992 S. 3, 5, 21), Lemaitre und Chaboche 1998. 166, 192), $treilein
1997 S. 9), (Trostel 1999S. 210), Simo und Hughes 200@. 6), Hackley und Ferraris 200B. 26), Haupt 2002S. 227, 228,
273), (DIN.1342-1;S. 9),Gross et al. 2004S. 325), Figura 2004 S. 108), Sedlacek 2009S. 52), Balke 2010aS. 135, 269),
(Puzrin 2012S. 190), Boisly et al. 2014a

6(Hackley und Ferraris 2008. 26), Haupt 2002S. 228, 231)

7(Giesekus 1994S. 213), Boisly et al. 2014aGl. (14))
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Verlustmoduli zueinander basiérf. Festkérperverhalten wird genau dann postulliert, wemSgeicher-
modul gréRer ist als der Verlustmod@®! > G”. Im Fall vonG” > G’ spricht man von fliissigkeitsartigem
Verhalten. Dieses Kriterium ist jedoch nicht kompatibek ohér in Abschnitt4.3 prasentierten Klassifi-
zierung. Definiert marG’ > G” als Festkorperverhalten ur@l’ > G’ als flissigkeitsartiges Verhalten, so
muss konsequenterweise der Ubergang @n G” nachG” > G’ als fest-fliissig Ubergang interpretiert
werden. Dies fiihrt jedoch firr rein viskoelastische Flissign zu Widerspriichen, die einen Ubergang
von G’ > G"” zu G” > G’ aufweisen kénnen, jedoch ohne Einschrankung viskoetastisFlissigkeitsver-
halten zeigen. Dies ist am Beispiel desrR@SsMAXWELL Elements irBoisly et al.(2015 demonstriert.
Es besitzt einen Ubergang v&i > G” nachG” > G’ sowohl fiir frequenz- als auch amplitudenabh&ngige
Speicher- und Verlustmoduli, obwohl dasrR@ssMAXWELL Element entsprechend der Stoffklassifikati-
on aus Abschnit4.3eine Flissigkeit und kein Material mit fest-fliissig Ubemgyast.

Im Rahmen dieser Arbeit geht ein fest-fliissig Ubergang nmit Befiillen der FlieRbedingung (Yieldin§)
einher.Yieldingist fir einen Ubergang vo®&’ > G” zu G” > G’ jedoch keinesweges notwendig, wie man
am Beispiel des rRossMAXWELL Elements auBoisly et al. (2015 erkennt. Und umgekehrt ist ein
Ubergang vorG’ > G” zuG"” > G’ nicht hinreichend fiir Yielding. Im Fall vo@’ > G” kann man lediglich
darauf schlie3en, dass elastische Anteile gegeniibepdlissin Effekte dominieren. Dissipatives Verhal-
ten beinhaltet sowohl viskoses Materialverhalten als amitbungsbehaftete Effekte aufgrund plastischer
Eigenschaften (FlieBspannung). F&if > G’ verhélt es sich invers, es dominieren dissipative Effelte g
genuber elastischen Anteilerfro{gerung 15

Coussot(2005 Abb. 3.5) formuliert speziell fur Pasten unter sinusfégeri Anregung ein Kriterium fur
den fest-fliissig Ubergang. Es basiert auf dem amplitudemajipen Speicher- und Verlustmodul. Weil
Pasten zur Stoffklasse der Flissigkeiten mit FlieRspamzzéhlen und die Klassifizierung vonoGssoT
flr eben solche Medien formuliert ist, gehen die Erkenstnidieser Arbeit einher mit der Klassifizierung
von CoussoT. NachCousso{2005 Abb. 3.5) korrespondiert ein fest-fliissig Ubergang mieairabrup-
ten Anstieg des VerlustmoduB”(y) und einem Abfall des Speichermodu®(y). Die Klassifizierung
verliert inre Giiltigkeit, wenn es sich nicht um ein Matenait fest-flissig Ubergang handelt. Dies kann am
Beispiel des reossMAxXwWELL Elements in Boisly et al. 201% nachvollzogen werden. Weitere Arbei-
ten, welche auf die Klassifizierung vonoOssoT zuriickgreifen, kann maRobertson und Wan2005

S. 075703-1)Pham et al(2006 S. 626 ff.),Christopoulou et al(2009 S. 5058) undRenou et al. 2010

S. 1238) enthehmen.

Maxwell (1899 S. 303) erwahnte, dass eine Substanz als viskos gilt, wiearkenstant gehaltene Span-
nung in ihr eine mit der Zeit kontinuierlich wachsende Veraeg hervorruft. Wenn diese kontinuierliche
Veranderung ausschlieR3lich durch Spannungen hervorgervérden kann, die einen bestimmten Wert
Ubersteigen, so wird die Substanz vomMVELL als Festkérper bezeichnet, unabhangig davon wie weich
der Stoff ist. Wenn eine sehr kleine, ausreichend lang &wéghite Spannung eine kontinuierliche Verén-
derung der Form des Probekdrpers bewirkt, so ist die M#peolde nach MXWELL als viskoses Fluid
anzusehen, unabhangig davon wie hart etist.

FurBingham(1922 S. 215) sowid_emaitre und Chaboch@ 994 S. 100) sind Flissigkeiten jene Stoffe,
die durch eine sehr kleine Schubspannung kontinuierlicformt werden konnten. Hingegen sind Fest-
korper als diejenigen Substanzen definiert, fir welche diination unter einer sehr kleinen Schub-
spannung im Laufe der Zeit zum Erliegen kom#t.

8frequenzabhémgige EinteilungJanes et al. 1991S. 491), [Larson 1999 S. 13, Abb. 1.8), Klyun etal. 2002 S. 55),
(Stokes und Frith 20085. 1136), Laurati et al. 2011S. 679, 682)

9amplitudenabhémgige EinteilungZ4rrier und Petekidis 200%. 255), Renou et al. 201,05. 1227, 1238),Kall et al. 2012
S. 583), Rogers 2012S. 1145)

10 englischsprachiger Literatur wird m¥ieldingdas Erfillen einer plastischen Flielbedingung bezeicliisetvird generell
zwischen den BegriffelYielding (Flie3en),plastic flow(plastisches Flie3en) undscous flow(viskoses FlieRen) unterschieden.
Mit Yielding verbindet man eingield function(Flie3funktion), eineyield condition(FlieRbedingung) und eineyield stress
(FlieRspannung) im Sinne der Plastizitatstheorie.

Henglisches Originalzitat: ,If the stress, when it is mainéal constant, causes a strain or displacement in the bodshwh
increases continually with the time, the substance is sdlidtviscous. When this continuous alteration of form is gmiyduced
by stresses exceeding a certain value, the substance ésl @abBolid, however soft it may be. When the very small striéss,
continued long enough, will cause a constantly increasitagnge of form, the body must be regarded as a viscous fluidgvew
hard it may be." laxwell 1899 S. 303)

12eng|isches Originalzitat voBingham(1922 S. 215): ,If a body is continuously deformed by a very smakaring stress,
it is a liquid, whereas if the deformation stops increasiftgraa time, the substance is a solid“; englisches Origitatlzon
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NachHouwink (1957 S. 10, 14) entscheidet die Existenz einer praktische3gtiannung dariber, ob es
sich um eine Flissigkeit oder einen Festkdrper handele EXistenz einer praktischen FlieRgrenze wird
als Moglichkeit angenommen, und in diesen Fallen sprechewvanm festen Stoffen. [...] Wenn keine
praktische Flie3grenze beobachtet werden kann, wird @éfr&he Flissigkeit genannt.”

Reiner(1968 S. 118, 172, 173) definiert Festkorper als diejenigen N&lien, welche entweder nicht flie-
Ren®® oder nur plastisch flieRen. Hingegen flieRt eine Flussigkaih REINER und Barnes et al(1989

S. 6) unter jeder Last.

Carretti et al (2005 S. 18) definiert einen Festkorper als ein Material, daseseigene Gestalt unter dem
eigenen Gewicht beibehélt. Fliel3t ein Stoff unter seinegere@m Gewicht, handelt es sich natklters
(1980 S. 4) um eine Flissigkeifltenbach(1994 S. 156) undAltenbach(2012 S. 216) beschreiben die-
sen Sachverhalt damit, dass Fluide ,keine Tendenz zurtaritatier Gestalt* haben, Festkérper im Gegen-
satz dazu ,einer Gestaltanderung Widerstand entgegerérseDaher wird naciischoegl(1989 S. 39,
40) undEringen(198Q S. 177) ein Kdrper als Flussigkeit bezeichnet, wenn aled{onfigurationen,
welche die Dichte unverandert lassen, als Bezugskonfigaréenutzt werden kénnéfl. Rheologische
Elemente, die keine ausgezeichnete Konfiguration besitnenfolglich die ,Reaktion des Modells bei
Wiederbelastung [...] unabhé&ngig von der zuvor erfolgtexastischen Verformung* ist, sind beispiels-
weise beiKrawietz (1986 S. 189 ff.) aufgeflhrt.

Eine Klassifikation in Fllssigkeiten und Festkdrper, wel@nalog zu Abschnit.3 auf eine mathe-
matische Definition basiert, wurde vdwoll (1958 S. 218) eingefiihrt. Sie beruht auf Eigenschaften
beziiglich von Symmetriegruppéh Greve (2003 S. 202) weist darauf hin, dass es iroN.schem
Sinne Materialien gibt, die weder als Flussigkeit noch kagter zu klassifizieren sind. Als Beispiel
fuhrt GREVE ein anisotropes Fluid auf. Unabhangig davon weist aBetten (2001 S. 21) allgemein
darauf hin, dass die ,scharfe Trennung zwischen Festkdrpe} und Flussigkeit [...] nicht immer
eindeutig maoglich ist“.Owens und Phillipg2005 S. 2) stellen ebenfalls fest, dass die Aufteilung in
Flissigkeiten und Festkdrper mehr verschwommen scheintirapriinglich angenommen. Sie schluss-
folgern, dass eine Diskussion des Materialverhaltens taaghter waréd®. Diesen Sachverhalt fiihren
Lemaitre und Chaboch@d994 S. 100),Barnes(1999 S. 139),Betten(2001; S. 21),Tanner(2002 S. 20—
24) undOwens und Phillipg2005 S. 2) auf experimentelle Uneindeutigkeiten zuriick, weldarch den
eingeschrankten Beobachtungszeitraum innerhalb desimgraellen Fensters begriindet sind. Beispiels-
weise schreibe®wens und Phillipg2005 S. 2) sinngemal3, dass die menschliche Zeitskala nicheiausr
chen kann, um Berge flieRen zu sehen, obwohl sie dennochrffiéRe

Dieser Sachverhalt motiviert die Definition eirlgbergangsklassavelche teilweise fliissigkeits- als auch
festkdrperartige Eigenschaften besitzt. Ein weiterem@reur Einflhrung einer Klassifikationsvorschrift
mit einer solchen Ubergangsklasse ist, dass sich obenféabftge Aussagen teilweise widersprechen oder
im Sinne einer Materialmodellierung nicht zielfihrenddsiBie Einfuhrung einer dritten Stoffklasse zwi-
schen Festkorper und Flussigkeiten ist durch mehrere Aspabtiviert. So fiihrt beispielsweise auch
Scott Blair (1949 ch. IV) eine Gruppe von Materialien zwischen Flussigkeitend Festkdrpern efs.
Harris (1977 S. xix) bezeichnet diese Materialgruppe Blalb-Festkorper(,semi-solid“) undHouwink
(1957 S. 38) als Gele. IWalters(198Q S. 7) wird ebenfalls darauf hingewiesen, dass sich einigéeM
rialien unterhalb einer kleinen Spannung wie Festkorper almerhalb eines kritischen Spannungswertes
(FlieRspannung) wie Fliissigkeiten verhalt&n

Lemaitre und Chaboch@d994 S. 100): ,A solid admits a state of equilibrium under loadfléid undergoes a flow for any load
even for a small one."

3(Barnes et al. 198%. 6), Felt et al. 1996S. 590), Gandhi und Bullough 20055. 239)

14englisches Originalzitat nadfringen(198Q S. 177): ,,A body is called a fluid if every configuration of thedy leaving the
density unchanged can be taken as the reference configutatio

15(Malvern 1969 S. 418), Haupt 1977 S. 61), Giesekus 1994S. 124), Haupt 2002 S. 298), Greve 2003 S. 200),
(Truesdell und Noll 2004S. 79, 82), Martinec 2011S. 77)

16englisches Originalzitat: ,The conclusion of the mattetthat the distinction between solids and fluids now seems so-
mewhat more blurred than we may have previosly thought. Audision of material behaviour might be more appropriate*
(Owens und Phillips 20055. 2)

17englisches Originalzitat: ,The human timescale may be ffitsent to see mountains flowing, but flow they do!*
(Owens und Phillips 20055. 2)

18englisches Originalzitat: ,[. . .] materials intermediditween liquids and solids'Sgott Blair 1949ch. V)

19englisches Originalzitat: ,[. . .] some materials behavsal&ls under small stresses and as fluids after a criticabval the
stress (called the yield stress) has been exceedfealtérs 1980S. 7)
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Die Notwendigkeit, eine zu Fliissigkeiten und Festkorpéeichgberechtigte Ubergangsklasse im Rahmen
einer phdnomenologischen Stoffklassifizierung theareteinzubinden, wird am praktischen Beispiel des
BINGHAM Elementg® deutlich.Betten(2001 S. 21) wertet den Sachverhalt, dass fiir Fliissigkeitere,jed
noch so kleine Schubspannung [...] eine Formanderung,Bewegung, zur Folge* hat, fur dasNBs-
HAM Element aus. Somit schlussfolgereBren, dass das BiIGHAM Element kein Fluid ist, welches
jedoch ,im Schriftum haufig als BIGHAM-Fluid bezeichnet und in die Gruppe der nichkAMTONSchen
Fluide eingeordnet” wird. Es gibt aber auch Quellen in deyBlaGHAM Element alplastischer Festkor-
per?!, BINGHAM-Festkdrper’? oder auchweicher Festkodrpef® bezeichnet wirdReiner(1968 S. 129)
reflektiert die Zweideutigkeit anhand von Olfarbe, derentdvialeigenschaften ,eine Kombination von
Plastizitdt und Zahigkeit* sind und mit demiBsHAM Element beschrieben werden kdnnereifeRr
schreibt: ,Vor dieser Erfahrung nahm man an, dass Olfanbe Eliissigkeit sei, und ihre Z&ahigkeit wurde
aus dem BISEUILLESchen Gesetz bestimmt. [...] Tragt man eine Flussigkeiirar senkrechten Wand
auf, so muf3 sie, wenn man ihr gentigend Zeit lasst, abflielerbtBlas Material aber an der Flache, so
muss es ein Festkorper, wenn auch ein sehr weicher Festlgiipe Olfarbe ist tatsachlich solch ein Ma-
terial. Ist die Farbschicht so diinn, dass ihr Gewicht eiffeuBspannung hervorbringt, die kleiner als die
FlieBspannung ist, wird kein FlieBen auftreten.”

Dieser Zwiespalt, sowie die Notwendigkeit den BegFiftissigkeit mit FlieRspannurf§ zufriedenstel-
lend zu definieren, motiviert eine Stoffklassifikation unBeriicksichtigung einer Ubergangsklasse. Die
Ubergangsklasse wird im Folgenden eingefiihrt undvidgerial mit fest-fliissig Uberganigezeichnet.

4.3 Kilassifizierung von Stoffen in Festkorper, Flissigke#n und Materiali-
en mit fest-fliissig Ubergang

Zur Klassifikation von Stoffen werden zwei Kriterien eingleft, die sich mal3geblich durch folgende Li-
teraturstellen motivieren. In der DIN 1342-3 (S. 2) wirdn@eformierbarer Stoff [...] als FlUssigkeit be-
zeichnet, wenn er die folgenden Eigenschaften aufweisie@e endliche, noch so kleine Schubspannung,
die nicht durch Tréagheits- oder Grenzflachenkréafte komipeng/ird, erzeugt bei zeitlich unbegrenzter
Einwirkung eine unbegrenzt grol3e Verformung, ohne dasstBnechanismen hierfir wesentlich sind.
Gleichbedeutend hiermit ist: Nach dem Aufhdren der Einunidg einer endlichen Schubspannung ver-
schwindet die durch sie hervorgerufene Verformung naclegir@mzt langer Zeit nicht wieder vollstandig.
(b) Bei zeitlich konstanter Schubspannung strebt die Verfmgsgeschwindigkeit des Vorganges nach a)
[...] gegen einen zeitlich konstanten, endlichen EndwejtDer funktionale Zusammenhang zwischen
zeitlich konstanter Schubspannung und zugehérigem Endigenerformungsgeschwindigkeit nach b)
ist bis zu den kleinsten messend zu verfolgenden Schubgpgen herab stetig und endlich.”

Eine Stoffklassifizierung anhand von Kriecheigenschafitgd von Pipkin (1972 S. 6),Ferry(198Q S. 16)
und Tanner(2002 S. 22) vorgeschlagen. Sie bezeichnen Materialien alssigkisiten, fur welche sich
unter einer sprunghaft aufgebrachten Spannung stat®midiefien beziehungsweise eine linear steigen-
de Deformation mit wachsender Zeit einstellt. Festkorgengegen, wird das Erreichen einer Gleichge-
wichtsdeformation beziehungsweise verschwindendeneviemgsrate unterstellt.

Analog dazu verwendehschoegl(1989 S. 40, 93) Emri und Tschoeg19933 S. 316) undBarneg1999

S. 139) die Fahigkeit zu Fliel3en, um zwischen FestkorpedRliiissigkeiten zu unterscheiden. In diesem
Sinne flhren sieheodiktischeMaterialien ein, welche in der Lage sind stationar zu fliekanGegensatz

zu arrheodiktischertoffen, welche diese Eigenschaft nicht besitzen.

Pipkin (1972 S. 5) undGiesekug1994 S. 282) verfolgen den Ansatz, Materialien mittels dem %W#egn
unter Relaxation zu klassifizieren. FUr Festkorper stih ®ei Relaxation ein von Null verschiedener
Grenzwert fUr die Spannung ein. Dieser Grenzwert ist fussitikeiten Null.

Desweiteren sind zur Definition der Begriffeestkdrperund Flissigkeitdie Ideen vonMaxwell (1899

S. 303),Bingham(1922 S. 215),Tanner(2002 S. 20-24)Larson(1999 S. 14),Giesekug1994 S. 282),

20(Giesekus 1994S. 213), Boisly et al. 2014aGl. (14))

21(Bingham 1922S. 217): ,plastic solid"

22(0ldroyd 1947h, (Oldroyd 19473 (Prager 1961$6S. 153): ,Bingham solid"
23(Reiner 1968S. 129), Barnes 1999S. 139), Uhlherr et al. 2005S. 101): ,soft solid“

24ubersetzt aus dem englischen Begyi#fld stress fluid
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Scott Blair (1949 ch. 1IV) und Tschoegl(1989 S. 93) eingeflossen. Die Ansatze werden leicht modifi-
ziert. Zwar existiert die Ansicht, dass ,alles flieR¥und jedes Material sich wie eine Flissigkeit verhalt
wenn das experimentelle Fenster nur groR genug gewéhlf8yijetoch ist es fir Modellierungszwecke
zulassig, ein Material innerhalb eines begrenzten exmariellen Fensters als Festkorper zu betrachten
(Barnes et al. 1989S. 5). Beispielsweise empfindet man Glas mehr als Festktopgohl eine Fens-
terscheibe unter der Schwerkraft stetig flieQiMens und Phillips 20055. 2). Das zeigt, dass es sowohl
hinsichtlich kommunikativer Aspekte als auch fur Modelliegszwecke nitzlich ist, Stoffklassen zu de-
finieren. Hess, Kroger und Fischer (2006; S. 385) haben fedacauf hingewiesen, dass es mufRig ist
beispielsweise nach einer allgemeingultigen Definitiofigr-llssigkeitzu suchen.

Daher sei explizit darauf hingewiesen, dass die folgendein@ionen vom phanomenologischen Stand-
punkt aus formuliert sind, um zielgerichtet Entscheidunpasichtlich der Materialmodellierung treffen
zu konnen. In diesem Sinn werden Materialien in die dreifEgsen

» Festkorper,
* Flussigkeit und

+ Material mit fest-flussig Ubergang, welche die Untermengéissigkeit mit FlieRspannungnd
Flassigkeit mit pseudo FlieBspannubginhaltet,

unterteilt. Die Einordnung in eine der drei Stoffklassefiolgt anhand zweier Klassifizierungskriterien, der
» Gleichgewichtsrelation und der
 FlieRkurve.

Die Gleichgewichtsrelation kann Utber Relaxation ODER &lien gemessen werden. Infolge von Relaxa-
tionsversuchen wird die Gleichgewichtsspannung entbpret Gleichung3.44) untersucht. Das Ziel von
Kriechversuchen ist die Untersuchung der Gleichgewidn=arrung nach Gleichung.45. Der Ausdruck
ODER ist dabei als logischer Operator zu interpretiereristin Tabelle4.1 definiert und durch das logi-

Tabelle 4.1: Definition des logischen ODER Operators
A|B|C=AvVB
1

00K H
OHKHO
O H H

sche Symbol ersetzt. Hier bezeichnen A, B und C logische Variablen. @llstdings nicht unabhangig
von A und B, sondern ergibt sich aus=@\ v B. Es sei A mit der Aussagelessung der Gleichgewichtss-
pannung mittels Relaxatidmelegt. Die Aussag®essung der Gleichgewichtsverzerrung mittels Kriechen
wird der logischen Variablen B zugeordnet. Das Zeicliehestéatigt den Wahrheitsgehalt einer Aussa-
ge, O die Negation. Somit bedeutet-Al, dass die Gleichgewichtsspannung mittels Relaxation geeme
werden kann, und A O wenn nicht. Analog dazu kann die Gleichgewichtsverzermittels Kriechen ge-
messen werden wenn=BL gilt. Fir B= O trifft es nicht zu. Man kann die logische Aussage &v B : 1,
dass die Gleichgewichtsrelation entweder mittels Reiangtd) und/oder mittels Kriechen (B) bestimmt
werden kann, wie folgt interpretieren:

* (A=1)v(B=0)=1...Die Gleichgewichtsrelation bestimmt sich Gber Relmxatwenn sie nicht
Uber Kriechen ermittelt werden kann. Gemessen wird diecB¢gwichtsspannung.

* (A=0)v(B=1)=1...Die Gleichgewichtsrelation ist durch Kriechen defihievenn sie sich
nicht mittels Relaxationsversuchen bestimmen lasst. Geemewird die Gleichgewichtsverzerrung.

25(Reiner 1964, (Reiner 1968S. 172), Barnes et al. 198%. 5), Barnes 1999S. 133, 139), Figura 2004 S. 87), Betten
2005 S. 237), Owens und Phillips 20055. 2)

26(Andrade 1947S. 6), (emaitre und Chaboche 1998. 100), Owens und Phillips 2005S. 2), Stokes und Frith 2008
S. 1136)
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* (A=1)v(B=1)=1...DieGleichgewichtsrelation kann sowohl Gber Kriechisreach Relaxation
bestimmt werden. Dies impliziert, dass die Ergebnissedpeithtersuchungsmethoden identisch
sind.

« AuBerdem kann abgeleitet werden, dass die Gleichgewstat®on mindestens durch eine der bei-
den Untersuchungsmethoden eindeutig identifiziert wekdem.

Die Stoffklassen sind in Ubersichtlicher Darstellung irb@lte 4.2 entsprechend der beiden Klassifizie-
rungskriterien voneinander abgegrenzt. Somit bestehtdiglichkeit, sowohl einen Probekérper experi-
mentell als auch ein Materialmodell rechentechnisch ie éier drei Stoffklassen einzuordnen. Die Kon-
stellation einer Gleichgewichtsspannung von Null und reirieht messbarer FlieBkurve ergibt sich rein
formal, hat aber fur diese Arbeit keine praktische Relevanz

Tabelle 4.2: Stoffklassen in Abhangigkeit der beiden Kfegsrungskriterien, FlielBkurve und Gleichge-
wichtsrelation. Die Gleichgewichtsrelatigp®®', °%') kann mittels Relaxation ODER Kriechen bestimmt
werden. Relaxation ergibt eine Gleichgewichtsspannuffy nach Gleichung 3.44): (y*% =y, 18%).
Kriechen ergibt eine Gleichgewichtsverzerruf' entsprechend Gleichung.45: (%, 1% = 1').

Gleichgewichtsspannung beziiglich Relaxation
ODER

Gleichgewichtsverzerrung beztglich Kriechen

Null verschieden von Null

Material mit fest-flissig Ubergang:

_ messbar Flussigkeit Flussigkeit mit FlieBspannung
FlieBkurve

Flussigkeit mit pseudo FlieRspannung

nicht messbatr - Festkdrper

Abschlie3end sei darauf hingewiesen, dass diese Klassifigjsvorschrifft nicht mit jeder beliebigen Aus-
sage der Literatur kompatibel sein kann. Beispielsweigd imider DIN 1342-1 (S. 5) und DIN 51480-1
(S. 6) geschrieben, dass sich plastisches Material wieRdimssigkeit verhalt sobald die Beanspruchung
die FlieBspannung Uberschreitetusband et al(1993 S. 218),Barneg1999 S. 136),Stokes und Telford
(2004 S. 137),Uhlherr et al (2005 S. 101) undArdakani et al(2011, S. 1262) vertreten inhaltlich diesel-
be Auffasung und interpretieren die FlieBspannung als iiis¢he Spannung des fest-flissig Ubergangs.
Die Aussage stimmt fur Flussigkeiten mit FlieRspannungeotierfestigung. Sie ist aber nicht allgemein-
gulltig, ansonsten wirden beispielsweise auch Metalle mffksse der Flissigkeiten zahlen. Dass die
Aussage mit der hier vorgestellten Klassifizierung kodlitli sieht man iBoisly et al.(2014a Abb. 6) und
Abbildung 4.4(b) an der Tatsache, dass die Flie3kurve fur plastisches Mhtait linear kinematischer
Verfestigung?’ I theoretisch nicht definiert ist. Daher kann es in keinen ikeitsartigen FlielRzu-
stand ubergehen. Nach Erfillen der FlieBbedingung begismilastisch zu flie3en, verhalt sich jedoch
stets festkdrperartig.

Die Definitionen der Begrifféestkorper Fliissigkeitund Material mit fest-fliissig Ubergangjnd zunachst
zweckdienlich und praktikabel, um eindimensionales \Wehaeines Black-Box Operators nach Abbil-
dung?2.7 zu klassifizieren. Dies ist speziell fir den ersten Schattaiveistufigen Strategie zur phanome-
nologischen Materialmodellierung nach AbbilduBg hilfreich. Als Ergebnis ist die qualitative Struktur
eines Materialmodells, die notwendig ist, um das Mateedialtens eines Probekorpers zu modellieren,
bestimmt. Es empfiehlt sich dennoch, das Ergebnis fur dneidsionales Verhalten im zweiten Schritt der
zweistufigen Modellierungsstrategie zu tUberprifen. Maliessich beispielsweise ein anisotropes Mate-
rial vor, welches unter Schubbelastung parallel zu Gleiteln merklich flief3t, sich jedoch normal zu den

27(Backhaus 1983S. 280), Krawietz 1986 S. 417), Yalanis 1990 S. 356), Kreil3ig 1992 S. 59), Lemaitre und Chaboche
1994 S. 110, 196, 205),Streilein 1997 S. 54), Lubarda 2002ch. 9.4.2), Houlsby und Puzrin 20065. 27, 98), Rust 2009
S. 105), Nasdala 2010S. 158), Kuna 2010 S. 405), Puzrin 2012S. 217, 227, 273)
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Gleitebenen festkorperartig verhd@&reve 2003S. 202).

Im Folgenden wird die Arbeitsweise der Klassifizierung &nlg¢ Stoffklasse anhand eines rheologischen
Modellbeispiels exemplarisch vorgefuhrt. Dazu wird zurgiacie Gesamtspannungeines rheologischen
Modells fir eine verzerrungsgeregelte zyklische Anreguaagh Abbildungd.1mit () = y28 bestimmt. Fiir
die spannungsgesteuerte Prozessfiihrung verhalt es s@is,ider Platzhalter wird durdh) = T ersetzt
und die Gesamtverzerrungwird bestimmt.

)

N

OT /
i W 5Tt
-()-

Abbildung 4.1: Experiment mit zyklischer Versuchsflhruigir verzerrungsgesteuerte Experimente gilt
() =, fur spannungsgesteuerte Versu€he- t.

4.3.1 Definition der StoffklasseFlussigkeit

Ein Material zahlt nach Tabelk.2 genau dann zur Stoffklasse ddtissigkeitepnwenn die
* Uber Relaxationsversuche bestimmte GleichgewichtsspanNull und
+ die FlieBkurve bestimmbar ist.

Die Gleichgewichtsrelation kann im Sinne vBiaupt(2002 S. 260Y° fiir Fliissigkeiten nicht iiber Kriech-
versuche bestimmt werden, da sich fir Flissigkeiten bestamt gehaltener Spannung keine konstante
Verzerrung einstelf. Flussigkeiten werden von jeder noch so kleinen konstaBpamnung zum FlieRBen
gebracht. Daraus ergibt sich im Umkehrschluss, dass derz@est 1., fir konstant gehaltene Verzer-
rungsraten wohl definiert istF¢lgerung 16

Hinsichtlich der Feststellung, dass sich fir Flussigkeitgolge einer konstanten Spannung (Kriechen)
keine konstante Verzerrung einstellt, ist auf die zeidi¢tinschrankung bei der experimentellen Durch-
fuhrung hinzuweisen. Da das experimentelle Fenster, wigbschnitt 3.3 beschrieben, stets beschrénkt
ist, kann eine ,ausreichend lange" Haltez&titvon Kriechversuchen nicht immer garantiert werden. Dem
Experimentator stellt sich also die Frage, ob sich fur deiedfiprozess bei einer noch groReren Haltezeit
eine konstante Verzerrung eingestellt hattelderung 16

Um im Folgenden die Arbeitsweise der Klassifizierungsvurigicspeziell fir Flissigkeiten zu veranschau-
lichen, sei eine viskoelastische FlUssigkeit am Beispsl MaxweLL Elements untersucht. Die wohl de-
finierte FlieBkurve ist in Abbildung.2(b) dargestellt. Dass die FlieBkurve die elastischen Eigexftah
ausblendent erkennt man daran, dass die FlieRkurve desMdLL Elements der eines BNvTONschen
Dampfers entspricht=olgerung 13. Um sicherzustellen, dass die FlieBkurve eine ungerad&tiem der
Schubverzerrungsrate &t wird sie sowohl fiir positive als auch negative Schubveurgysraten aufgetra-
gen. Abbildungd.3(a)beinhaltet die Spannungsantwa(ty) fir eine zyklische verzerrungsgesteuerte An-
regung entsprechend Abbildudgl mit ( ) = y. AuRerdem ist die dazugehdrige Gleichgewichtsspannung

28(Haupt 2002 S. 504), Lion 1996 Abb. 2.5, 2.7), Késtner et al. 2012Abb. 3a)

29englisches Originalzitat: ,Among these is the basic assiompghat a dynamic process always comes to a standstill in a
passive system if the external conditions are kept consTdrdt is to say the process tends towards a state of equitibrif
the relative distortion of the end cross-sections of thecispen is regarded as an external condition, then one carecipfe
the hypothesis that an infinitely prolonged relaxation peschas to end in a time-independent equilibrium state e$stand
deformation.” Haupt 2002 S. 260)

30(Simo und Hughes 200®. 345), Lubliner 2008 S. 65)

3YHarris 1977 S. 6, 17), Bohme 2000S. 130), (DIN.1342-3;S. 6)Hyun und Wilhelm 2009S. 413), Hyun et al. 2011
S. 1704)
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(a) Viskoelastische Flussigkeit (AXWELL (b) FlieRBkurve der viskoelastischen
Element) Flussigkeit von(a)

Abbildung 4.2:(a) Beispiel fUr eine viskoelastische Flussigkeit defepFlieRkurve wohl definiert ist

7%(y) = 0 dargestellt, die sich infolge Relaxation nach Abbildih8 mit ( ) = y einstellt. Die analyti-
sche Losung der Gesamtspannung entspricht der des Ubeusgsmodells aus Abschnit3.2und kann

in Boisly et al.(2014a Anhang B.2, B.3) eingesehen werden. Die farblich henioobenen Pfeile—se
beschreiben die Spannungsverlaufe unter Relaxation. &ialiverzerrung/(1) fur eine zyklische span-
nungsgesteuerte Anregung nach Abbilddrimit ( ) = T istin Abbildung4.3(b)zu erkennen. Unabhéangig
davon von welchem Punkt der Schubverzerr{ipgr ); ] ein Kriechprozess eingeleitet wird, erreicht die
Schubverzerrung niemals einen zeitlich konstanten Wértelen Kriechprozess mit= konst< O strebt
die Schubverzerrung — —oco. Fir Spannungen = konst> 0 gilt y — co. Dies ist durch die bis ins Unend-
liche verlaufenden Pfeile gekennzeichnet. Die analyidoisung der Schubverzerrung fur eine zyklische
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(a) Gesamtspannurgy) und Gleichgewichtsspan- (b) Schubverzerrung/(t) der viskoelastischen
nungt®9(y) der viskoelastischen Flissigkeit aus Ab- Fliissigkeit aus Abbildung.2(a)fir eine zykli-
bildung 4.2(a)fur eine zyklische verzerrungsgesteu- sche spannungsgesteuerte Anreguriy) nach
erte Anregung/(t) nach Abbildungt.1; Farblich her- Abbildung 4.1; Eine der Schubspannung zuge-
vorgehobene Pfeile beschreiben das Relaxationsver- ordneten Gleichgewichtsverzerrungd(t) kann
halten. nicht gefunden werden. Die farblich hervorge-

hobenen Pfeile zeigen das uneingeschrénkte An-
wachsen vory fir konstant gehaltene Spannun-
gen.

Abbildung 4.3: Untersuchung der Existenz der Gleichgetsietation fur eine viskoelastische Flussigkeit
mit G = 1Pa undn = 0.5Pas. Die zyklischen Belastungsparameter Jindls, (a) y = 0.05 und(b) T =
0.05Pa.

spannungsgesteuerte Anregung ist die Lésung der Diffatglgichung des MxweLL Elements?. Sie
ist in Boisly et al. (2014a Anhang B.4) dokumentiert. Aufgrund der bestimmbaren3Kieve und der
bezlglich Relaxation ermittelten Gleichgewichtsspamgnuan Null, wird der Flussigkeitscharakter des
MAaXwELL Elements deutlich.

32(Giesekus 1994S. 243), Macosko 1994S. 116), Menges et al. 2002. 158), Haupt 2002 S. 203, 322), Kardelky 2004
S. 35, 192), Gross et al. 2004S. 308), Silber und Steinwender 2005. 156)
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4.3.2 Definition der StoffklasseFestkorper

Ein Stoff wird dann ald-estkorperbezeichnet, wenn er eine
» Gleichgewichtsrelation verschieden von Null besitzt und
* die FlieBkurve nicht bestimmt werden kann.

Eine von Null verschiedene Gleichgewichtsrelation beligihadass entweder infolge Relaxation eine
Gleichgewichtsspannung ungleich Null oder eine von Nutsgkiedene Gleichgewichtsverzerrung infolge
Kriechen identifizierbar ist. Fur einen Festkorper ist ehnhentscheidend, ob die Gleichgewichtsrelation
mittels Relaxation oder Kriechen ermittelt wird. In beid€allen werden von Null verschiedene Gleich-
gewichtsspannungen und Gleichgewichtsverzerrungentifidart. Dass die FlieBkurve nicht bestimmt
werden kann, resultiert aus der Tatsache, dass der Grenzyweter Spannungsantwort fir eine Anre-
gung mit konstanter Schubverzerrungsrate nach GleichBuég)(nicht existiert. Die Nichtexistenz einer
FlieRBkurve ist verstandlich, wenn man fir Festkdrper ammiydass jeder Verzerrungszuwachs bis zum
Versagen zu einem Spannungszuwachs fuhrt. Infolgedesgén sich fir eine konstante Schubverzer-
rungsrate ebenfalls ein kontinuierlicher Ansteig der $ypag, sodass der Grenzwett nicht existiert.
(Folgerung 16 Es ist jedoch anzumerken, dass die Annahme eine Einsamgndarstellt und Verfes-
tigungseffekte mit Sattigung, wie beispielsweise dBMSTRONGFREDERICK Beziehung Haupt 2002
S. 232 f., Abb. 5.17), nicht berticksichtigt. Die Definitiat fur theoretische (idealisierte), eindimensionale
Materialmodelle Uberprift worden, stellt jedoch keindgexrheingiiltigen Beweis dar. Die Materialph&no-
meneVersagerund Schadigungverden im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls nicht bertickigitht
Zur detaillierten Demonstration der Arbeitsweise der Kifigerung wird das viskoplastische Material-
modell aus Abbildungt.4(a) untersucht. Die Gleichgewichtsrelation besteht aus eilieear kinema-
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(a) Idealer viskoplastischer Festkorper

nicht bestimmbar
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(b) FlieRkurve des viskoplastischen
Festkorpers voka)

Abbildung 4.4:(a) Beispiel fur einen idealisierten Festkorper, degdgrirlie3kurve nicht bestimmbar ist.

tisch verfestigenden Teilmodéfl. Der kinematisch verfestigende Charakter erfolgt duranBieckstress
Thack>?, der eine innere Variable vom Spannungstyp darstelbie eindimensionalen konstitutiven Be-
ziehungen des rheologischen Modells aus Abbilddidda)sind inBoisly et al.(2014a Anhang B.1) auf-
gefuhrt. Dass die FlieBkurve des Modells nicht bestimmtdeerkann Puzrin 2012 S. 281), ist mit Ab-
bildung 4.4(b)ausgedriickt. Abbildung.5(a)stellt die Spannungsantwar{y) fur eine zyklische verzer-
rungsgesteuerte Anregung nach Abbilddngmit () = y sowie die dazugehorige Gleichgewichtsspannung
7%9(y) infolge Relaxation nach Abbildur@3mit () = ydar. In Abbildung4.5(b)sind die Schubverzerrung
y(7) fur eine zyklische spannungsgesteuerte Anregung nachdistgj4.1 mit ( ) = T sowie die resultie-
rende Gleichgewichtsverzerrung®(t) aus Kriechversuchen nach AbbilduB@ mit ( ) = T aufgetragen.
Sowohl fir Relaxations- als auch Kriechprozesse steigipdezentuale Anteil der Gleichgewichtsspan-
nung|7®9 an der Gesamtspannufg. Der Anteil der Uberspannurig®| sinkt wahrend der Haltezeit. Ist

33(Malvern 1969 S. 370), Haupt 2002S. 272), Puzrin 2012S. 281)

34(Krawietz 1986 S. 418), 6imo und Hughes 20065. 17), Haupt 2002 S. 233, 461), Lubarda 2002ch. 9.4.2), Ottosen
2005 S. 216, 292, 607),Wu 2005 S. 296), Houlsby und Puzrin 20Q065. 27, 89, 108),RBertram 2008S. 272), Kuna 2010

S. 406)
35(Krawietz 1986 S. 418), KreiRig 1992 S. 60)
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die Haltezeit ,ausreichend lang" gewéahlt, stimmen die Gegspannung und die Gleichgewichtsspannung
am Ende der Haltezeit Gibereinz 189, und die Uberspannung betragt Nul?¥ = 0. Die Verlaufe wurden
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(a) Gesamtspannung(y) und Gleichgewichtss- (b) Gesamtverzerrung(t) und Gleichgewichts-
pannungr®¥(y) des idealen viskoplastischen Fest- verzerrung y°9(1) des idealen viskoplastischen
kérpers von Abbildungd.4(a) fur eine zyklische Festkdrpers von Abbildundg.4(a)fur eine zykli-
verzerrungsgesteuerte Anreguyid) nach Abbil- sche spannungsgesteuerte Anregufig nach Ab-
dung4.1; Farblich hervorgehobene Pfeile beschrei- bildung 4.1, Farblich hervorgehobene Pfeile be-
ben das Relaxationsverhalten. schreiben das Kriechverhalten.

Abbildung 4.5: Untersuchung der Existenz der Gleichgetggbannung fur ein idealen viskoelastischen
Festkorper miG = 1Pa,n = 0.5PasG; = 1Pa,G; = 0.5Pa undry = 0.025Pa. Die zyklischen Belastungspa-
rameter sindl’ = 1s,(a) y=0.05 und(b) T = 0.05Pa.

analytisch berechnet und sindBoisly et al.(2014a Anhang B.2, B.3) dokumentiert. Unabhé&ngig davon,
ob zur Messung der Gleichgewichtsrelation Relaxationsr &diechversuche benutzt werden, kann sie in
beiden Fallen bestimmt werden. Die farblich hervorgehebeRfeiles—s»e beschreiben das Relaxations-

beziehungsweise Kriechverhalten. Aufgrund der Tatsatdes fir das rheologische Modell aus Abbildung
4.4(a)keine FlieRkurve bestimmt werden kann, aber eine von Nulcreéedene Gleichgewichtsrelation

existiert, ist gezeigt, dass es sich um einen Festkorpeatditan

4.3.3 Definitionen fur Flussigkeit mit FlieRspannungund Flissigkeit mit pseudo Flie3span-
nung als Teilmenge der StoffklasséMaterial mit fest-fliissig Ubergang

Vertreter der Stoffklassklaterial mit fest-fliissig Ubergant} besitzen eine
« von Null verschiedene Gleichgewichtsrelation und
* eine bestimmbare Fliel3kurve,

da der Grenzwertr,, wohl definiert ist. Die Gleichgewichtsrelation kann misteRelaxation ODER
Kriechen identifiziert werden. ODER stellt einen logisch@perator dar. Er ist in Tabellé.1 definiert
und durch das logische Symbolersetzt. Zur Gruppe der Materialien mit fest-fliissig Ubeggaéhlen
Fliissigkeiten mit FlieRspannui§ oder Fliissigkeiten mit pseudo FlieBspannung. Fliissigkeinit
FlieBRspannung bestehen aus einem ReibelenBuisly et al. 20143 welches die FlieRspannung in das
Materialmodell integriert. Als Flissigkeiten mit pseud@Bspannung sind vom theoretischen Standpunkt
aus betrachtet jene Materialmodelle gemeint, bei denestipthe Eigenschaften modelltechnisch durch
Theorien ohne Fliel3kriterien implementiert werden. IrsdieArbeit wird in Abschnit6.2 das endochro-

ne MAXWELL Element als Vertreter einer Flussigkeit mit pseudo FlieRspng diskutiert.Rolgerung 16

36(Denny und Gosline 198G5. 386, Abb. 9), Baus et al. 1995S. 463), Winter und Mours 199 (Da Cruz et al. 2002S. 2),
(Coussot 2005S. 2, 60, 88), Coussot und Gaulard 200S. 3), (Tiu et al. 2006 S. 653, 661), $tokes und Frith 20085. 1133),
(Pham et al. 2008S. 650), Carrier und Petekidis 200%. 255), Christopoulou et al. 20095. 5058), Bonn und Denn 2009
S. 1402), Renou et al. 201,08. 1220), Rogers et al. 2011&. 734), Paredes et al. 2018. 1)

37(Nguyen und Boger 1992S. 47), Coussot et al. 2002bS. 573), Coussot et al. 2002&5. 1), Coussot 2005S. 22),
(Mahaut et al. 2008S. 287), Coussot et al. 2009%. 85), Oswald 2009S. 12), Fall etal. 2010 S. 1), Paredes et al. 2011
(Boisly et al. 2014n
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Materialien mit fest-flissig Ubergang werden in der Literafuch alsweiche Festkdrpe® be-
zeichnet. Im Gegensatz zu Festkdrpern kann das Ergebnidrdersuchung der Gleichgewichtsrelation
allerdings mit der Art der Prozessfihrung variieren. In &bgigkeit davon, ob entweder ein Relaxations-
oder Kriechprozess vorgegeben wird, um entweder die Gjeiwfthtsspannung oder die Gleichgewichts-
verzerrung zu identifizieren, kénnen sich die Identifikasiergebnisse unterscheiden. Relaxation und
Kriechen identifizieren dieselbe Gleichgewichtsrelatisowohl fur das endochrone AMMweLL Element

im Bereich von-8 < 1¢h < B als auch im VorflieBbereich von Flissigkeiten mit FlieRspeny, die einen
elastischen VorflieBbereich besitzen. Im Falle \mp = B flielt das endochrone MkwELL Element un-
eingeschrankt, solandey,| = B aufrecht erhalten wird. FlieBen ist fur eine Flussigkeit Rlie3spannung

im NachflieBbereich ebenfalls nicht eingeschrankt. Auigrdes uneingeschréankten FlieRens kommt der
Kriechprozess nicht zum Stehen, das heil3t es stellt sicte keinstante Verzerrung ein. Jedoch kann der
Gleichgewichtszustand fur das endochroneXWEeLL Element und fur Flissigkeiten mit FlieBspannung,
die einen elastischen VorflieBbereich besitzen, mittelsoéon bestimmt werden. Dieser Sachverhalt
motiviert, die Gleichgewichtsrelation auf Basis des logen ODER Operators aus Tabeflel mittels
Relaxation ODER Kriechen zu bestimmeFRolgerung 16

Der Gleichgewichtszustand von Flussigkeiten mit FlieRspag mit starrem VorflieBbereich, wie es
beispielsweise beim Reibelement und dern@iam Element® der Fall ist, ist unter der Angabe
eine konstanten Verzerrung nicht eindeutig definiert. Degt lan der Tatsache, dass die Spannung im
Reibelementr; nachBoisly et al.(20143 GI. (10)) im Bereich-1y < 1t < Ty liegen kann. Fug, = 0 kann
sich die Spannung imIBGHAM Element naclGiesekug1994 S. 213) undBoisly et al.(20144a Gl. (15))
zwischen-1, < 1y < Ty bewegen. Infolgedessen ist die Spannung fur FlussigkeitirFlieBspannung
und starrem VorflieBbereich fir Relaxation,= konst— y; = 0, zunachst unbestimmGiesekus 1994

S. 213). Bei Kriechent = konst, ist die Gleichgewichtsrelation fur starre Flussiggn mit FlieRspannung
im VorflieRbereich allerdings eindeutig bestimmt.

Um die Arbeitsweise der Klassifizierung fiir Materialien ri@st-flissig Ubergang zu veranschaulichen,
wird im Folgenden die Fliissigkeit mit FlieRspannung naclbildling 4.6(a)*® betrachtet. Sie besitzt
viskoplastische Eigenschaften. Die eindimensionalenstititiven Beziehungen sind iBoisly et al.

Too
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(a) Flussigkeit mit FlieRspannung (b) FlieBkruve der Flussigkeit mit
FlieRspannung vo(a)

N
[
y

Abbildung 4.6:(a) Beispiel einer Flussigkeit mit FlieRspannung defieyFlielRkurve wohl definiert ist

(20144 Anhang B.5) hinterlegt. Die FlieRBkurve des Modells ist Waéfiniert (Puzrin 2012 S. 280) und
gleicht der eines BIGHAM Elements. Daran kann man erkennen, dass die FlieRkurvelatisgsehen
Eigenschaften des Modells ausblenddrdlgerung 12. Die Spannungsantwort(y), fur eine zyklische
verzerrungsgesteuerte Anregung nach Abbilddrigmit ( ) =y, ist in Abbildung4.7(a)dargestellt. Die
Grafik zeigt ebenfalls die dazugehorige Gleichgewichtsspag 7°9(y), welche Uber Relaxationsver-
suche entsprechend Abbildurgg3 mit ( ) = y bestimmt werden kann. Die analytischen Losungen der
Spannungsverlaufe ergeben sich aus den Losungen flr dephdstischen Festkérper naBloisly et al.
(20143 Anhang B.2, B.3) miiG, = 0. Die Schubverzerrung(1) fur eine zyklische spannungsgesteuerte

38In englisch-sprachiger Literatur aseft solidbezeichnet Bingham 1922S. 215), Gcott Blair 1949 S. 51), Barnes 1999
S. 133, 139)].

39(Giesekus 1994S. 213), Boisly et al. 2014aGl. (14))
40(Krawietz 1986 S. 26), Kaleta et al. 2007S. 1956), Puzrin 2012S. 280)
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(a) Gesamtspannung(y) und Gleichgewichtss-
pannungr®d(y) der Flussigkeit mit FlieRspannung
aus Abbildung4.6(a) fir eine zyklische verzer-
rungsgesteuerte Anregung(t) nach Abbildung
4.1, Farblich hervorgehobene Pfeile beschreiben

(b) Gesamtverzerrung/(t) der Flussigkeit mit
FlieRspannung aus Abbildung6(a)fir eine zy-
klische spannungsgesteuerte Anregurfg) nach
Abbildung 4.1, Eine geschlossene Kurve fir die
Gleichgewichtsverzerrung™(1) kann fiir den Ge-

samtprozess nicht identifiziert werden; Der blaue
Pfeil markiert die Gleichgewichtsverzerrung, die
sich nach Belastung aus dem unbeanspruchten Zu-
stand heraus ergibt. Der griine und rote Pfeil geben
das unbegrenzte Flie3en im NachflieRbereich an.

das Relaxationsverhalten.

Abbildung 4.7: Untersuchung der Existenz der Gleichgetsigtation fir eine Fllssigkeit mit FlieRspan-
nung firG = 1Pa,n = 0.5PasG; = 1Pa undry = 0.025Pa. Die zyklischen Belastungsparameter $irdls,
(a) y=0.05 und(b) T = 0.05Pa.

Anregung nach Abbildung.1 mit ( ) = T ist in Abbildung4.7(b)gezeigt. Sie ist auf semi-analytischem
Wege berechnet und iBoisly et al. (2014a Anhang B.6) dokumentiert. Die nach Abbildurg3 mit

( ) = T Uber Kriechversuche bestimmte Gleichgewichtsverzerrytftgt) ist nicht eindeutig, da die
plastische Schubverzerrung, aus Abbildung4.6(a)von der Lastgeschichte abhéngt. Selbst wenn die
Haltezeiten eines Kriechversuchs im NachflieBbereich dii@n lang gewahlt werden wirden, kdme
das Modell nach Abbildungt.6(a)nicht zum Stehen. Die Gesamtverzerrung wirde stetig steigie
gepunktete Linie aus Abbildung.7(b) stellt die identifizierte Gleichgewichtsverzerrung daglehe
sich nach Versuchsbeginn aus dem unbeanspruchten Zustesngstergibt, solange sich die Flussigkeit
mit FlieBspannung aus Abbildurg6(a)im VorflieRbereich befindet, sodass= 79 und t® = 0. Wird
allerdings die FlieRbedingung Boisly et al.(2014a GI. (B.71)) erfullt, so befindet sich die Flussigkeit
mit FlieBspannung nach Abbildudig6(a)im NachflieZbereich und flie3t. Die plastische Schubveungrr

oI entwickelt sich solange, bis die Bedingung fiir die Entlagt@Boisly et al. 2014aGl. (B.69)) erfullt

ist. Daher kann die Gleichgewichtsverzerrung ausgehemdwibeanspruchten Zustand ausschlief3lich im
ersten VorflieBbereich eindeutig bestimmt werden, exensgla dargestell fur—». Wenn ein Kriech-
prozess im NachflieBbereich eingeleitet wird, beispieisavelargestellt in Abbildung.7(b) durch den
gunen Pfeil—:o und roten Pfeib—so, so fliel3t die Flissigkeit mit FlieBspannung uneingesdtréreil

das rheologische Modell aus Abbildudgs(a)eine FlieRBkurve besitzt, und die Gleichgewichtsspannung
mittels Relaxation ODER die GleichgewichtsverzerrungtetstKriechen bestimmbar ist, handelt es sich
um ein Material mit fest-fliissige Ubergang.
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5. Charakteristische Punkte von Materialfunktio-
nen des rGROSS-BINGHAM -HOOKE Elements

Im folgenden Kapitel wird der eindimensionale Zusammegheines BNGHAM-HOOKE Elements mit
viskosen Eigenschaften einesr@ssDampfers betrachtet. Das Modell sei daher alROESBINGHAM-
HooOKE Element bezeichnet. Das Verhalten deRoSs Dampfers ist inBoisly et al. (2015 definiert.
Hierbei handelt es sich um eine reduzierte Beschreibun@CdessModells. Die viskosen Eigenschaften
hangen somit von der Scherrate ab. Diese Abhéngigkeit witélsxdrei Materialparametemy, N.. und
K1 beschrieben. In Abhangigkeit von den GroRRenverhaltnigsdachen der Nullviskositatyo, und der
Viskositat im Unendlichenr).., ergeben sich zwei qualitativ verschiedene Verhalterssvei

Neo <Ng : scherverdinnendes Verhalten und (5.1)
Neo >No : scherverdickendes Verhalten (5.2)

Aufgrund der Tatsache, dass das zu modellierende Materfaditen des MRF aus Abbildury5(a)scher-
verdinnendes Verhalten zeigt, genigt es im Weiteren diefSiith den Fallh., < ng zu betrachten. Dazu
werden zunéachst die konstitutiven Beziehungen unter Bsiciatigung der Materialgleichungen der Ele-
mentarmodelld-eder, Dampferund Reibelemen(Boisly et al. 2014aformuliert.

5.1 Konstitutive Gleichungen des rGROSS-BINGHAM -HOOKE Elements

Das rheologische Schaltbild desrGssBINGHAM-HOOKE Elements ist in Abbildung.1dargestellt. Die

. Yebh -
r’01 r’oo: Kl
G —— > Td.cbh
Tebh <— —~/ \NAAA— Ty
I Tf.cbh

Yscbh Ybcbh

<
< 7S 7

Abbildung 5.1: Rheologisches Schaltbild deRissBINGHAM-HOOKE Elements

das rGROSsBINGHAM-HOOKE Element betreffenden GréRRen sind mit dem Literalindgx,n versehen.
Die konstitutiven Bedingungen ergeben sich im Rahmen demeégrisch linearer Theorie aus den kine-
matischen und kinetischen Verkntpfungsbedingungen ogesalher Elemente nach Gleichung@ri bis
(2.4). Es gilt

Tebh = G Yscbh (5.3a)

Tebh = Tt.cbh+ Td.cbh = Ty SIGN(Yb.cbh) + (”Ioo + %) Yb.cbh (5.3b)
: .C

Yebh = Ys.cbh+ Yb.cbh - (5.3¢)

In dieser Arbeit werden unter anderem Modellantworten ifiusdrmige verzerrungsgesteuerte Anregun-
gen ermittelt. Weil die Schubverzerrungsrate fiur eine sfitnimige Prozessfilhrung wechselndes Vorzei-
chen besitzt, muss die FlieRkurve eines Materials mitfféssig Ubergang sowohl fiir positive als auch
negative Schubverzerrungsraten gtiltig sein. Andernigildie korrekte Berechnung der Materialantwort
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nicht gewahrleistet. Daraus resultiert, dass die Fliekeine ungerade Funktion der Schubverzerrungs-
rate ist Folgerung 17. Daher wird die Spannung des Reibelements imd@iAM Modell mittels dersign
Funktion beschrieberBpisly et al. 2014aGl. (15)). Diese ist gegeben durch

—_l : x<0 B (5.4a)
sign(x) = { & © x=0 mit-1<&<1 (5.4b)
1 x>0 (5.4c)

und liefertyp cpn = 0 flr Teph = Tt cph. Demnach entwickelt sicl, cpn Nicht, solangeten| kleiner oder gleich
der FlieBspannung ist. Analog zum Reibelement rizailly et al.(20144 Gl. (10)) isté durch Gleichung
(5.3b) festgelegt und liegt im Bereichl < & < 1. Die FlieRfunktiornt

F (Tcoh) = |Teph| — Ty (5.5)

wird analog zuBoisly et al. (2014a Gl. (17)) undBoisly et al. (2017 GI. (6)) eingefiihrt. Sie teilt das
Materialverhalten in qualitativ verschiedene Gebiéttb(icht 1976 S. 28), den Vor- und NachflieBbereich,
auf. Es gilt
<0 : VorflieBbereich (5.6a)
F (Teoh) _ . .
>0 . NachflieRBbereich . (5.6b)

Fliel3en tritt ein, sobald die FlieRbedingung
F (chh) >0 (5.7)

erfullt ist. Im Gegensatz zu Theorien der klassischen RI&#Ht (Haupt 2002 S. 227) sind hier alle Span-
nungszustande zulassig Tcoh) §0. Da die nichtlinear viskosen Eigenschaften deRGESBINGHAM -
HooKE Elements die Identifizierung der Spannungscharaktemgtélitativ nicht verandert, liefert

Tt.cbh = Toph (5.8)

analog zuBoisly et al.(2014a S. 7) die Gleichgewichtsspannung, welche agf < 1¢ ¢pp < Ty beschrankt
ist. Da alle Spannungszusténde zul&ssig sind, ergibt dierBnz

e
Tebh— Toph = Td.cbh = Topn (5.9)
den Uberspannungsanteil. Daher ist die Gesamtspannun@eessBINGHAM-HOOKE Elements
e
Tebh = T g Toebh (5.10)

weder eine reine Gleichgewichts- noch Uberspannung. Anfijder Existenz einer Gleichgewichtshyste-
rese sowie dem ratenabhangigen Verhalten, bedingt duechiskosen Eigenschaften desr@ssDamp-
fers, klassifiziert sich das KOSSBINGHAM-HOOKE Element nach HUPT als viskoplastisches Modell.
Nichtlineares Verhalten wird durch Yielding und entwedeherverdiinnende oder scherverdickende Ei-
genschaften impliziert. Zur Beschreibung des Materiddattens im NachflieBbereich ist es zweckmafig
die Relaxationszeiten

0o = % (5.11)
Moo

. 5.12

=12 512

analog zum r@ossMAXWELL Element Boisly et al. 2015 GlI. (63), (64)) einzufihren. Entsprechend
der grundlegenden Struktur einer Reihenschaltung weriekodstitutiven Beziehungen im Weiteren so
aufbereitet, dass sie mithilfe der inneren Variablen vomz®&egungstypA = y con beschrieben werden kon-
nen. Aufgrund der nichtlinear viskosen Eigenschaften @esissDampfers ist die Evolutionsgleichung
in impliziter Form gegeben,

Yo.cbh=0 : F(Tepn) <0 (5.13)
M0~ Tee )vn_cbh:o . F (ton) > 0. (5.14)

Tebh—SIgN(Teph) Ty — | Noo + ————
¢ (Teon) Ty ( 1+ Ky |¥b.conl

1(Haupt 2002S. 227, 231),Kloulsby und Puzrin 20065. 18), Lubliner 2008 S. 112), Sedlacek 20095. 53)
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Sie ergibt sich unter Berlcksichtigung von Gleichubgb) und
SigN(Tebh) = SIGN(Yh.cbh) = SIAN(Yh.cbh) ~ WennF (Tepn) > 0 (5.15)
sign(Teph) = SIgN(Ys.coh) (5.16)

in Analogie zuBalke (1974 Gl. (5)) undBoisly et al.(2014a Gl. (13)). Die Signum Funktion ist standard-
mafig definiert als

-1 © x<0 (5.17a)
sign(x) = { 0 : x=0 (5.17b)
1 : x>0. (5.17¢)

Die Gleichungen§.39, (5.39 und (6.14) liefern die fur den Vor- und NachflieBbereich separat fdrenu
ten konstitutiven Beziehungen. Es gilt

VorflieBbereich:  Teon= G (Yebh— Yb.conly,) (5.18)

’70_’700

NachflieBbereich:  Gyeon—G yp.cbh— Ty Si T 15K Vocon]
achflieRbereic Yebh— G Yb.cbh— Ty SIgN( Teph) (’7 +1+K1-|Vn_cbh!

) Yoooh=0. (5.19)
Hierbei beschreibem Zeitpunkte des Ubergangs vom Nach- in den VorflieRbereidhictung 6.19
liefert die Grundlage zur Bestimmung der inneren Variabjes bei gegebener Gesamtverzerrung. Be-
ricksichtigt man in Gleichunds(3b) die Entwicklung der Gesamtverzerrung entsprechend

. T .
Yebh = C?bh + Yb.cbh » (5.20)

so kann alternativ der NachflieBbereich ohne Verwendungderen Variablen beschrieben werden. Man
erhalt den Ausdruck fur den

NachflieRbereich: ,710_ T G [ Tebh— TySIgN(Teon) | — (G Vebh— Tebh) = 0. (5.21)
Neo + =

1+K1'|¥'/cbh—%1

Da weder Gleichung5(19 noch Gleichung §.21) analytisch gelést werden konnten, wird im nachsten
Abschnitt ein diskretisiertes Verfahren zur numerischésung der Materialgleichungen abgeleitet.

5.2 Numerische Implementierung des rQossBINGHAM -HOOKE Ele-
ments

Zur Umsetzung eines diskreten Verfahrens, mit dem Ziel dieskitutiven Beziehungen des ROSS
BINGHAM-HOOKE Elements numerisch zu implementieren, wird diskoplastische Regularisierungs-
Algorithmusvon Simo und Hughe$200Q S. 57, 67) zugrunde gelegt. Dieser setzt flr das viskode Tei
modell allerdings lineares Verhalten voraus. Dennoch ldirrgenerelle Arbeitsweise des Algorithmus
lbernommen werden. Dazu wird zundchst das #R-Riickwarts Verfahref angewendet. Dazu werden
Gleichungen§.18 und (.19 zum Zeitpunkt**! ausgewertet. Die Werte zu(k+ 1)-ten Zeitschritt sind
unbekannt, die delsten Zeitschritts sind bekannt. Infolgedessen kg, in Gleichung 6.18) durch

W o Ersetzt werden. Die Schubverzerrungsigtg,, wird mittels desRickwértsdifferenzenquotientén

K+l yll)(.J(r::tLJh_yll)(.cbh

obh= T i (5.22)

approximiert. Um die Berechnung nicht-aquidistant defteieEingabedaten zu unterstiitzen, wird die
Zeitschrittweite
A< =t gk (5.23)

2(Zienkiewicz 1984 S. 518), Qelschlagel und Matthaus 1988. 55 ff.), ©ertel Jr. und Laurien 1995S. 102),
(Schwetlick und Roos 199%. 150), Schéafer 1999S. 139), Gchanz 2000S. 61), Simo und Hughes 200G5. 33), Betten
2004 S. 274), Ostermann 20055. 3.10), Dahmen und Reusken 2008B. 439, 445)

3(Schétfer 1999S. 139), Plato 2006 S. 229), Dahmen und Reusken 2008B. 445)
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angenommen. Infolgedessen erhalt man die konstitutiveick&ingen in zeitdiskretisierter Form, es gilt

VorflieRbereich: T = G (Vi - Y con) (5.24)

ytla(t:]tih B ytla(‘cbh

tk+l—tk

NachflieRbereich: 8 Gyt — G yih,— 1y sign(t&n ) — [ Neo + 10~ oo . (5.25)
1+K; Vllo(cbh Vllo(cbh

tht1_¢k

Zur Adaption dewiskoplastischen Regularisierungs-Algorithmies Simo und Hughe$2000 S. 57, 67)
ist es zweckdienlich, ausgehend von Gleichun@1), die diskretisierte Form fiir den

NachflieRBbereich:
0= 1 G [t - 1ysign(tign ) ] - (G chi ~Yeon _ T~ Cbh) (5.26)

tk+1 tk tk+l tk

Neo kil _ K
1 K Yebi kah Tebh — Tebh
VITteT ok T (el 6

abzuleiten. Wird eine verzerrungsgesteuerte Anreggfj aufgebracht, so ergeben siglil, als Un-
bekannte fir Gleichungp(25 und ré‘gr} fur Gleichung 6.26). Hinsichtlich der numerischen Stabilitat hat
sich Gleichung%.26) im Gegensatz zu Gleichun§.5) als vertraglicher herausgestellt. Deswegen werden
Gleichungen %.24) und (.26 als Grundlage zur Formulierung eines numerischen Algarits verwen-
det. Analog zum viskoplastischen Regularisierungs-Athorus vonSimo und Hughe$200Q S. 57, 67)
wird zunachst einelastische trial Spannun@imo und Hughes 2006. 35, 43)

piatkel _ ok GAY mit (5.27)
Dybon= Ve — Vebn (5.28)
eingefuhrt. Somit kénnen die diskretisierten Gleichunfjgrden
VorflieBbereich: Tg bh = G(YAbh — Vébon+ Vébh— Ycbn) = GAVon+ Téon=Tega (5.29)
Teoh = G (Veon— Y con) (5.30)
1

NachflieBbereich0 = THE +

= [er - Tysign(Ten) ] - g < - (5.31)
GAtk GAtk““Kl‘GAkah (ggr}_rlc(bh)‘

mit der trial Spannung formuliert werden. Wenn anschlieR&ieichung §.31) mit sign(7&;t) und
sign(tiak+1) beschrieben wird, ergibt sich fiir den

NachflieRbereich:

1

i+ T (1] | sion(atid) = it sion( 1 <)
o< GO+ K1 [GAYn— (Tehn = Tebn)|
(5.32)
Analog zuSimo und Hughe§200(Q S. 38) leitet sich der Zusammenhang
sign(tén ) = sign(tiatkt) (5.33)
unter Berticksichtigung von
r]oo No—1oo
>0 und 5.34
Gat+ " GAtk+ K |Gy~ (T — Téon)| (539
k+1

|[tén| -1y >0 im NachflieRbereich (5.35)
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ab. Damit kbnnen die konstitutiven Gleichungen im

- - kel trialk+1y [ Moo No— N k+1 - ial k+1 k+l
NachflieBbereichD= (Tn — Topn <) (GAtk * AL Kq e _ gkl )+Tc§h ~Tysign(Tehn ") =9 (Tchn )
cbh cbh
(5.36)

mit der elastischen trial Spannung aus Gleichun@7 ausgedrickt werden. Aul3erdem flihrt Gleichung
(5.36 g( ) = 0 als nichtlineare Gleichung der Unbekannig ein, die im Folgenden mit demewTON
Verfahren? iterativ gelést wird. Unter Beriicksichtigung von

o () do(ten)  Ne No—Neo ( Tkl _ gkl

cbh ) = kel K K trial k+1 _ kil - K trial k+1 _ kil
drksd GOtk GAtk+ Ky [tliatkel _ kel GAtK + Ky | rifialkkel _ gkt

) +1 (5.37)

errechnet sich der iterativ zu bestimmende Spannungswert

g(TMJq)

k+lg+l  _k+lq cbh

Teoh = Teoh  — — 7 otay (5.38)
(T q
9\ Teoh

solange bis ein Abbruchkriterium erfllt ist. Die Iteratgstufe wird durch den Indeg angegeben. Im
Rahmen dieser Arbeit ist die Konvergenz entweder hinsathdes absoluten Abbruchkriteriums

o (T ™) < Aabs (5.39)

oder des relativen Abbruchkriteriums

<Al (5.40)

gefordert. Der Programmablaufplan des numerisch impléieréen Materialmodells ist in Abbildung.2
dargestellt.
Analog zumReturn-Mapping Algorithmugur numerischen Implementierung von plastischem Material
verhalten §imo und Hughes 200G. 45), kann der FlieRBbeginn beim Ubergang vom Vor- in deohNa
flieRbereich Gbergangen werden. Die Kenntnis des exakigpun&tes des Flie3beginns ist nicht erforder-
lich. Sollte dieser dennoch von Interesse sein, so kanntegtaniBisektionsverfahrehbestimmt werden.
Die Anwendung des Bisektionsverfahrens ist empfehlenswlares einen numerisch robusten Algorith-
mus liefert Dahmen und Reusken 2008. 180).
Die numerisch ermittelten Modellvorhersagen sind im Ramgtieser Arbeit mithilfe normierter Intensi-
taten auf Plausibilitat Gberprift worden. Um numerischibhgi@ Irregularitdten bestmdglich ausschliel3en
beziehungsweise identifizieren zu kbnnen, eignet sich diddfung nach glatten normierten Intensitaten
sowie

0< :—" <1. (5.41)

1

Es ist jedoch zu beachten, dass diese Bedingungen notwabelighicht hinreichend dafur sind, numeri-
sche Irregularitaten ausschlieRen zu kénnen. Als weitatieligrungsmallnahme wurden daher ebenfalls
Modellrechnungen mitg = n. durchgefuhrt, sodass dasrGssBINGHAM-HOOKE Element formal in
das BNGHAM-HOOKE Element Boisly et al. 2017 Gbergeht. Der Abgleich mit den semi-analytisch be-
stimmten Modellvorhersagen desN&HAM-HOOKE Elements brachten zufriedenstellende Ergebnisse.
(Folgerung 3

4(Schétfer 1999S. 165), Plato 2006 S. 99), Freund und Hoppe 20085. 292, 335), Dahmen und Reusken 2008. 181)
5(Pahl und Damrath 200®. 248), Freund und Hoppe 20085. 325), Dahmen und Reusken 2008. 180)
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G7 Tya nOa nooa Kla Arela Aabs
k+1-k k+1-Kk

k t+k+1 +1 k
e, nghv cbh Vkl;.cbh’ Tebh
|

Atk — tk+1 —tk
K+l
Ay(1:(bh - y(l:<bh - y(l:<bh
trial.k+1 _ +k
Tebn <"1 = Teon+ GAVeon

P () - e

(i) )<
Tk+1 _ .[trial.k+1
cbh = ‘cbh k+1.0=0 _ _k
VL K Teoh -~ = Tebh
b.cbh ~ Yb.cbh
q+l-q
(5.36) ot
k+1l.0+1 (5-§7) Tk+1.q _ cbh
cbh - cbh 7 k+1.q
g (chh )
i lasl Tk+1.q+1_ k+1.q
+1.0+
g(chhq )SAabs Vo[ | < A
cbh

k+1.9+1

k+1 _
Tebh = chh

yk+l K+l nghl
b.cbh — Ycbh G
Abbildung 5.2: Programmablaufplan der numerischen Implaiierung der konstitutiven Beziehungen des
rCROSSBINGHAM-HOOKE Elements
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5.3 Materialantwort des rCROSSBINGHAM -HOOKE Elements fur eine
konstante Schubverzerrungsrate

Zur Bestimmung der FlieRkurve desrGSsSBINGHAM-HOOKE Elements wird die Materialantwort zu
der verzerrungsgesteuerten Anregq@(g1 = f/‘;bhti mit konstanter Schubverzerrungsralgh = konst und

t' =t1...t" Zeitschritten unter Beriicksichtigung der Anfangsbedimgtipn(t = 0) = 0 bestimmt. Dies ge-
schieht numerisch unter Anwendung des in AbschiRivorgestellten numerischen Berechnungsverfah-
rens. Die Ergebnisse sind in AbbilduBgprasentiert. Der VorflieBbereich ist fif, > 0 durch O< yepn < T—é
gegeben. Die Kurven der Spannung in Abhangigkeit der Sarabwung sind in diesem Bereich identisch.

Tebhoo (Vebh) F—7 —— Tebhoo ( Vebh) 1 —

© "-‘.\:/bbg%/‘ e © rf%—.—..::.—..—.:.

o MR o 7

T/ R )

3 7, 37/

25
0
0 Gltbh 0.0040.0060.008 % L 0.0040.0060.008
t/S Yebh/ 1
(a) Spannung als Funktion der Zeit (b) Spannung in Abhangigkeit der Schubver-

zerrung

Abbildung 5.3: Materialantwort des ROSSBINGHAM-HOOKE Elements zur verzerrungsgesteuerten

ANregung yeon = Vet Mit yeon = 12 Vepn: ——, % ———und % ------ fir G =5-10*Pa, 1y = 50Pa,
No =500Pasn. =1875Pas un&K; =10s

Dies lasst sich auf das elastische VorflieRverhalten ztiitickn, welches folglich ratenunabhangig ist.
Hingegen werden im NachflieBbereich ratenabhangige Migegenschaften aktiv. Infolgedessen hangen

die Spannungs-Verzerrungs-Kurven von der Schubverzgsratey.y, ab. Die Anfangstangente ist gege-
ben durch

d(r bh| iy .
( €bhl e Vcbht) ~ Gon (5.42)
dt
t=0
d ( TCbh|Vbh—i7bht)
cbh— Ycl — G . 543
dYeoh o o4

Ebenfalls ist zu erkennen, dass sich der stationare Zusiahtlinstantan einstellt

Tcbhoo * TCbh|¥/cbh:7cbht . (5.44)

Er hangt aul3erdem nicht von den elastischen EigenschadteNafliebereiches ab. Daher beeinflussen
ausschlieBlich die viskose Eigenschaften und der durchH-iig&spannung bedingte, reibungsbehaftete
Effekt die FlieRkurve Folgerung 12

—_— No— N 5

Tebhoo = Ty SIQN( Vebh) + | Neo + ————=— | Vebh - (5.45)
‘ ySionfeen) ( 1+K1'|Vcbh|) ’

Die FlieBkurve ist fir scherverdinnendes Verhalten in khivig 5.4 dargestellt. Da die FlieRkurve wohl

definiert und die Gleichgewichtsrelation verschieden vaunll hst, handelt es sich bei dem ROsSs

BINGHAM-HOOKE Element um ein Material mit fest-fliissig Ubergang. Aufgrdied Existenz einer FlieRR-

spannung stellt es eine Fllssigkeit mit FlieRspannundidai/iskositat im Unendlichem., kann sowohl
mittels der differentiellen Viskositéat

’70_’700

Nebhdift = 2Ty5().70bh) ot —"—=
(1+ Ki- |Vcbh|)

(5.46)
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(-U o0
o Ty No
~
_g 0 L1 )7
a T, C.1Ky C.2
© y
0
5 -1
Yeon! S

Abbildung 5.4: FlieRBkurve des scherverdinnendeRa€sBINGHAM-HOOKE Elements flrry, = 50Pa,
No = 500Pas . = 1875PasK; = 10s undk, = 0.25. Der SchubmoduG hat keinen Einfluss auf die
Modellvorhersage des stationdaren Zustands.

als auch mithilfe der dynamischen Viskositfbndyn Nach Gleichung3.70 bestimmt werden. Es ergibt
sich in beiden Fallen

M Nebhdift = Noo (5.47)
Yebh— 00
o lim Nebhdyn = Noo 5 (5-48)
Yebh— 00

wenngleich in Abbildungb.5 zu erkennen ist, dass die dynamische Viskositat wesergfiélter als die
differentielle Viskositat konvergiert. Die Nullviskoéit

Jim Nepnait = No (5.49)
Yebh—0
Yeoh>0

kann mittels des rechtsseitigen Grenzwertes an Null, denesiftirjz,n — 0 unter der Bedingungpn, > 0,
bestimmt werden. Im Gegensatz dazu tendiert die dynamis@iesitat fir diese Betrachtung gegen
Unendlich

~I|m Ncbhdyn = 00 . (5.50)

YNCbh”O
Yebh>0

Daher eignet sich die dynamische Viskositéat, vom thearledis Standpunkt aus betrachtet, nicht zur Be-
stimmung der NullviskositatFolgerung 12. Je geringer der Betrag der Verzerrungsrate ist, destad meh
unterscheiden sich dynamische und differentielle VidibsDas Defizit der dynamischen Viskositat hin-

o T 2 ® \x £
© No N ] © No \ a
2 (1-k2)no // \ & L (1-k2)no \ =
5 £ S N\
L. —" N\ ] 2 £ (1+K2) e
= 2 = Noo J =
Moo 1 = 4 3 & 1T~
_ Over;  Ye2 10710 Ye1ky Ye2 10
Yepn/ st Veon/ st
(a) Lineare Skalierung (b) Semilogarithmische Skalierung

Abbildung 5.5: Differentielle und dynamische Viskositéésdscherverdiinnenden RGSSBINGHAM -
HookE Elements flrr, = 50Pa,ng = 500Pas/) . = 18 75PasK; = 10s undkz = 0.25

sichtlich der Anwendung auf Flissigkeiten mit FlieRspanpist jedoch fur den scherverdickenden Fall
noch eindrucksvoller motiviert. Wie in Abbildung 11aus AbschnitB.7 bereits gezeigt wurde, stimmen
fur das scherverdickende ROSSBINGHAM-HOOKE Element das qualitative Verhalten der dynamischen
und differentiellen Viskositat nicht Uberein. Aufgrundrd&cherverdickung ist die differentielle Visko-
sitat monoton steigend. Die dynamische Viskositat kansedie/erhalten nicht wiedergeben. Sie besitzt
monoton fallendes Verhalten, das definitionsbedingt reathematischer Natur und auf Gleichurig50
zuriickzufiihren ist.

NebenKi1 konnen die charakteristischen Schubverzerrungsriatemnd ¥, vollig analog zum r&oss
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Dampfer Boisly et al. 2015Absch. 4) eingefiihrt werden, sodass die vier Bere;gg}e< yC 1 yC 1< Vcbh <
Kll, % < < Vebh < Ve2 Und Vepn > V2 der FlieR- und Viskositatskurven aus Abbildunde4 und5.5 eindeutig
definiert sind. Im ersten Bereich ist die differentielle késitat annahernd unabhangig von der Schubver-
zerrungsrate. Sie besitzt dagWTONsches Plateagcphgi = No. Somit kann%l als kritische Schubver-

zerrungsrate (Hess, Kroger und Fischer 2006; S. 396)

Yer = Vc 1 (5.52)

interpretiert werden, welche die Grenze des praktischatiere Bereichs beschreibt. Dieser Sachverhalt
liefert die BerechnungsgrundlagBdisly et al. 2015Gl. (29))

MNo—Noo
+ 0>
’n“’ (Tkelipa)2

No

<Kz (5.52)

zur Bestimmung voij. 1. Firr scherverdiinnendes Verhalten gilt + % <No , sodassRoisly et al.
1+Ky-| Ve
2015 Gl. (30))

1o~ Moo 1) . (5.53)

(1-K2)-No—Noo

Der Parametek; definiert die prozentuale Abweichung zwischn it (Vc.l) und ng. Die Grenze zwi-
schen dem dritten und vierten Bereich der Flie3- und Visétsiurve . », wird analog ermittelt. Fur die
differentielle Viskositat gilt dannRoisly et al. 2015Gl. (33))

Noo < Mo Vea| < (

No—Noo
07N
‘r’ (1+K1'Wc.2\)2

Noo

<Kz. (5.54)

Unter Bertcksichtigung von scherverdiinnendem Verhaltadefi man% > 0 und folglich
1+Ky-[¥ea
(Boisly et al. 2015Gl. (34))

. No—1No
Neo <MNo: Vel > 1( KaTos 1)- (5.55)

Gleichungen$%.53 und 6.55 kann entnommen werden, daésden Ubergang der beidereM/ ToNschen
Plateau$ beschreibt, sobaldy und ., fix sind. AbschlieRend sei darauf hingewiesen, dassicht
restriktionsfrei gewahlt werden kann. Es muss ausreichdeid gewahlt werden, sodasBdisly et al.
2015 Gl. (35))

~ l ~
Yea< K_l <Yo2. (5.56)

Letztere Bedinung ist fir endliche Werte vélln stets realisierbar daBpisly et al. 2015Gl. (36), (37))

lim ycl = (5.57)
K2—>
lim ycz = (5.58)
K2—>

6(de Souza Mendes und Dutra 20® 297), Claracq et al. 2004S. 45)
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5.4 \erhalten des r(ROSSBINGHAM -HOOKE Elements unter verzer-
rungsgeregelter sinusférmiger Anregung mit physikalischgrof3er Am-
plitude

Die Spannungsantwort fir eine verzerrungsgesteuertsféimige Anregungspn = ysin(wt) besitzt auf-
grund der nichtlinearen Eigenschaften dee©@SsBINGHAM-HOOKE Elements eine grofRe Vielfalt. Die-
se ist in Abbildung5.6(a) angedeutet. Einige der Spannungsverlaufe visualisieiemdterialantwort
innerhalb des MODEv/1, MODE w/2, MODE y/2, MODE y/3 oder MODEy/4. Diese Modi definie-
ren Schnittebenen der dreidimensional dargestelltencBpeiund Verlustmoduli. Sie werden in den Ab-
schnitterb.4.1und5.4.2eingeflhrt. Die entsprechenden Verlaufe der inneren blamesind der Abbildung

12 7 ~ ] 1
f Z f
~ /- /-
8 II,’ r/r ‘\\
sl > \ PN
> = ~
< s 0OF , 0 s
= < “ ,' <
=
Q
< v \V
W
T 1 1 3 2 3!
2 2 2
t/T
(a) Spannungsantwort (b) Verlauf der inneren Variablew, cpn

Abbildung 5.6: Materialantwort des scherverdiinnendeRa€5BINGHAM-HOOKE Elements zu verzer-
rungsgeregelten sinusférmigen AnregungenGiir5-10°Pa,ng = 500Pas/)., = 18.75PasK; = 10*s und

Ty =5-10°Pa; [y = 108, MODE w/1: w=129: ......; [MODE /3 & w/1: {= Jepno = 7-1078, o= 19:

----- ; [MODE §/2: ¥ = Yepn1 = 3.1-10°°, w=10": — — ; [y=108, w=10%9: -.-.-; [MODE y/3:
S S

V= Veohz = 7108, w = 1029: ——; [MODE /4 & w/2: 7=2-10°, w= & = 100%: —; [y =10,

MODE w/2: @ = & = 100%29: — - -

5.6(b)zu entnehmen. Die Spannungsantworten sind mittels dessollitt5.2 aufbereiteten Algorithmus
numerisch bestimmt. Es wurde eine konstante ZeitschitewiX = At vorgegeben, die einen méglichst
kleinen numerischen Gesamtfehler, der sich aus dem Disillereings- und Rundungsfehler zusammen-
setzt, liefert. Eine adaptive Schrittweitensteuer(imgurde nicht angewendet. Der Diskretisierungsfehler
wird maf3geblich von der Wahl der Diskretisierungsmethoéeiriflusst und nimmt mit steigender Zeit-
schrittweite zu. Der Rundungsfehler ergibt sich aus derarisohen Genauigkéitund fallt mit steigender
Zeitschrittweite ab. Somit zeigen die beiden FehlertypeAbhangigkeit der Zeitschrittweitat inverses
Verhalten. Es existiert daher eine optimale Zeitschritieyeder ein minimaler Gesamtfehler zugeordnet
werden kanf. Untersuchungen unter den im Rahmen dieser Arbeit bethBedingungen haben ge-
zeigt, das\t = % eine gute Wabhl ist, um entweder das relative AbbruchktitarAe = 107 oder das
absolute Abbruchkriteriunfgps= 1072 zu erfiillen. Die untere Grenze der Zeitschrittweite, welclie
Rekonstruktion der Spannungsantwort tUber den gesamteueénebereich sicherstellt, kann mittels des
Abtasttheorems (NQUIST-SHANNON Theorem? ermittelt werden. In Abhangigkeit von der zu untersu-
chenden Zahl HéherharmoniscHeergibt sich

-
At<—. 5.59
<o (5.59)

7(Stoer und Bulisch 20055. 133), Plato 2006 S. 166)

8(Schwetlick und Roos 199%. 121), Gtoer und Bulisch 20055. 128)

9(Schwetlick und Roos 199%. 134), Plato 2006 S. 157)

0(paul 1987S. 19), Mildenberger 1989S. 83), Best 1991 S. 73), Nelson und Dealy 19935. 206), (Wolf 1998 S. 255),
(Hoffmann 1998 S. 33), Stearns und Hush 199%. 39, 70), YWerner 2000 S. 226), Scheithauer 2004S. 267), Girod et al.
2005 S. 259), Hoffmann 2005S. 38)
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In dieser Arbeit werden fur das scherverdinnendea€sBINGHAM-HOOKE Element Hoherharmoni-
sche bis einschlie3lich der neunten Ordnukg,9, betrachtet. Die Darstellung der Spannungsantwort in
Form von LissajousDiagrammen ist in Abbilduné.7 entsprechend dem rheologischen Fingerabdruck
nach BvoLDT ' gegeben. Die Anordnung des gesamten Spektrumsissalious Diagrammen ist im

1= 1
~ _‘-.’_W T/ —~ oo y
% i /1 l.' % - .-’4_4/‘ /-l' 'l
Ve Y e
oo ,/ ) 7 5 7 /’7, /
= 0 L .', [ X ’ 3 l/ : /1 ‘
= 7 Y A AT
= /l A = /// A
=~ A 7 ~ » I‘I/ 4
2 )4 A /V 7
/ : 4
2 g« 7 S
Oo o =1} -l B8 1 |&EE=
-1 0 1 -1 0 1
beh/ V beh/ VQ)

(@) (b)

Abbildung 5.7:(a) Erstes LLlssajousDiagramm undb) zweites LssAjousDiagramm des scherverdiin-
nenden rQossBINGHAM-HOOKE Elements zu verzerrungsgesteuerten sinusformigen Angeguflr
G =5-10*Pa,no = 500Pas/). = 18.75PasK; = 10*s undr, = 5-10°Pa; [ = 108, MODE w/1: w=12;

------ ; [MODE /3 & w/1: = Jepno =7-108, w=12%: - .- .-, [MODE y/2: §= Yepn1 = 3.1-10°, w=1029:
———[y=10% w=1029: - .- .- ; [MODE /3: ¥= flon2 = 7-10°8, w =10"2%: ——; [MODE y/4 & w/2:
y=2-10° w=2 =100%2%: —; [y=10"°, MODE w/2: w= 2 = 100%29: — - -

0 S [o(s) S

ersten und zweiten IPKIN Diagramm (Abbildungerb.8 und 5.9) in Abhangigkeit der Lastparameter
(¥, w) zu erkennen. Die issAjous Diagramme, die denen einesN&HAM-HOOKE Elements aus
Boisly et al.(2017 Abb. A.17b, A.17c) &hneln, sind in der gelben B zusammengefasst. Diejenigen
mit Ahnlichkeiten zum r&@ossMAXWELL Element Boisly et al. 2015 Abb. 20, 21) sind gral—
hinterlegt. LssaJousDiagramme &ahnlich zu denen desr@ssDampfers sind blac—1 hervorgehoben.
Der rCross Dampfer sowie dessen charakteristische Zustande, MODE- 2, MODE 3 ----- und
MODE 4——, sind inBoisly et al.(2015 Abb. 7) definiert. Des Weiteren tretendsajousDiagramme
auf, die denen der Blokeschen Feder, destWwToNschen Dampfers, desAXWELL , Reib- Maxey et al.
2008 Abb. 1), RRANDTL (Boisly et al. 2014b Abb. 7) und BNGHAM Elements Kaxey et al. 2008
Abb. 1) entsprechen. Daran ist zu erkennen, dass das Spektler LiIssaAjousDiagramme, welches
zweckmafig in einem IPKIN Diagramm angeordnet wird, fur ein Material beziehungsevdiaterialm-
odell charakteristisch isFblgerung 13.

Zur Berechnung des Speicher- und Verlustmoduls des saldérveenden r€ossBINGHAM-HOOKE
Elements werden die Spannungsantworten nach der Vorsemtprechend den Gleichunge® 12
und 3.122 numerisch integriert. Die numerische Integration eifaigt NEwTON-Codesvom Grad
n=>5 (Freund und Hoppe 2005. 166) 12

X2 —X1

AX = konst (5.60)
/ y(x)dexzzégl{w[y(xl) Fy(xa+50X)] + T5[y(X0 + BX) + (x4 + 4AX)] +
50[y(x1 + 2AX) +Y(xy + 3AX)] } (5.61)

solange, bis die GleichungeB.151) und 3.152 mit k1 < 0.05 erfillt sind. NewToN-Codes kommen im
Rahmen dieser Arbeit fur die numerische Integration zur &mgung, da sie fur Datenreihen mit konstan-

1 Ewoldt 2006 S. 34), Ewoldt et al. 2007aS. 634), Ewoldt 2009 S. 59), Ewoldt et al. 2010S. 191, 209)
’NewToN-Codes bis zum Gradh = 4 werden bei Zurmiihl 1965 S. 239), Oelschlagel und Matthau&1988 S. 48),
Dahmen und Reuskg008 S. 353) undPlato(2006 S. 117) diskutiert.
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scherverdiinnende ROSSBINGHAM-HOOKE Element mitG
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ter ZeitschrittweiteAx* = x<*1 - x¥ = konst= Ax anwendbar sind und genauere Ergebnisse als die Trapezregel
liefern. Als Resultat erhalt man Speicher- und Verlustntiogies scherverdiinnenden RGSSBINGHAM -
HookE Elements, die sowohl von der Kreisfrequenz als auch von deunt®erzerrungsamplitude abhan-
gen. Die grafische Darstellung als 3D Diagramme ist in Ahlilgl5.10 zu finden. Sie gibt einen ersten

(@) Gepn(@. ¥)

Abbildung 5.10: Speicher- und Verlustmodul des schervemdiidden r@ossBINGHAM-HOOKE Ele-
ments in Abhangigkeit der Kreisfrequenz und der Schubvemgsamplitude fiiG = 5-10°Pa, ng =
500Pas/). = 18.75PasK; = 10%s undty = 5-10°Pa

Eindruck zu der Abhangigkeit des Speicher- und Verlustrimosan den Lastparametelfy, w) wieder.

Der VorflieBbereich ist als derjenige Bereich erkennbargiéin der Verlustmodul Null ist. Dreidimensional
dargestellte Diagramme sind jedoch weder dazu geeignatalderistische Punkte hervorzuheben, noch
die diffizilen Flachen héherharmonischer Materialfunikéa zu visualisieren. Daher werden Speicher- und
Verlustmodul im Folgenden fur ausgewéhlte Schnittebenexwieidimensionaler Form prasentiert. Dies
ermoglicht auBerdem den Abgleich zu experimentell eritétteDaten. Die 2D Diagramme sind somit
die Grundlage fur eine physikalisch begrindete Parandetetifikation unter Berlicksichtigung charakte-
ristischer Punkte. Eine Schnittebene des 3D Diagrammefikonst definiert einen MODE/ ... . Flr

y = konst resultiert eine Schnittebene, die als MOPJE . bezeichnet werden soll. Auf diese Art und Weise
kénnen im Folgenden fur das scherverdinnendeo€sBINGHAM-HOOKE Element flnf charakteristi-
sche Erscheinungsformen sowohl in Abhéngigkeit der Salrzlevrungsamplitude, MODEY/1 bis w/5,

als auch in Abhangigkeit von der Kreisfrequenz, MOPIE bis y/5, identifiziert werden.

5.4.1 FOURIER Transformierte in Abhangigkeit der Schubverzerrungsampitude fur kon-
stante Kreisfrequenzen

Da keine analytischen Lésungen fur die nichtlinear kouttn Beziehungen ermittelt werden konnten,
werden Speicher- und Verlustmoduli numerisch ermittettm® besteht keine Mdéglichkeit, analytische
Ausdricke charakteristischer Punkte als Resultat einevdfuliskussion abzuleiten. Da aber charakteris-
tische Punkte deBrenzfalledes raGROSSBINGHAM -HOOKE Elements bekannt sind, kdnnen deren charak-
teristische Punkte in entsprechenden Lastfallen und Sgewahlte Bereiche auf daskRGSSBINGHAM-
HookE Element Ubertragen werden. Die lokalen Charakteristikesgewahlter Bereiche werden durch
den Abgleich der lokalen Spannungsantwort mit den Sparsautgiorten der mechanischen Grenzfélle
identifiziert. Mechanische Grenzfélle desrR@ssBINGHAM-HOOKE Elements sind

o der rGRossDampfer Boisly et al. 2015Absch. 5),
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e das RRANDTL Element Boisly et al. 20141y,
» das r&RossMAXWELL Element Boisly et al. 2015Absch. 7) und
e das BNGHAM-HOOKE Element Boisly et al. 2017.

Der Abgleich der Spannungsantwort geschieht in geeigndtgse unter Verwendung voni$sAJOUS
Diagrammen. Die ausgewahlten Bereiche werden in den fdigeAbbildungen oberhalb der Graphen zu
Speicher- und Verlustmodul durch das jeweilige rheoldgsGrenzmodell dargestellt und abgegrenzt. In
diesem Sinn kdnnen fir alle Modj/ ... das Anfangsplateau des Speichermoduls

Geon(V < ¥er)|,/.. = Gs=G. (5.62)

entsprechend dem IBGHAM-HOOKE Element Boisly et al. 2017 Gl. (19)) und RRANDTL Element
(Boisly et al. 2014bGl. (33)) identifiziert werden. Die kritische Schubverzgrgsamplitude
T

Yer = ay (5-63)
kann unter der Annahme vomgp(t = 0) = 0 ebenfalls mittels des IRGHAM-HOOKE Elements
(Boisly et al. 2017 Gl. (A.4)) und des RANDTL Elements Boisly et al. 2014bGl. (24)) abgeleitet wer-
den.
Die erste Schnittebene konstanter Kreisfrequenz defidieBezeichnung MODI/1. Das Verhalten ist
in Ublicher zweidimensionaler Form in Abbildusgl2dargestellt. Dayy cpn| fiir ,kleine* Verzerrungsam-
plituden vernachlassigbar ist, verhalt sich das scheiverende reossBINGHAM-HOOKE Element zu-
nachst wie eine Hokesche Feder und anschlieBend wie eRnRDTL Element Folgerung 5. Das abso-
lute Maximum des Verlustmodul80isly et al. 2014bGl. (39)) und der HoherharmonischBghn ungerade
(Boisly et al. 2014b GI. (50)) sowie die Nullstelle der Hoherharmonisch&n ungerade (BOIsly et al.
2014h Gl. (45))

MAX {Ggon( f’)}‘w/l = Gepn(V=2Ver) (5.64)
N - G
Gobn (V= 2er)| = Gy (V=21er) = — (5.65)
MAX {bcbhk,ungerad& V)}w/l = cbhk,ungerad&y: 2Vcr)‘w/l k=2n+1neN" (5.66)
= bpik,ungeradéf/: 2Ver) (5.67)

2G (k+(-1)%)
" m(k+1)(k-1)k
acbhk,ungerad«{flz 2Vcr)‘w/1 = apik,ungeradéf/: 2¥r) =0 k=2n+1,neN" (5.69)

(5.68)

ergeben sich in Analogie zumRRNDTL Element Boisly et al. 2014bGl. (39), (45), (50)) und definieren
charakteristische Punkt@olgerung 13. Hierbei bedeutet )|, , die Auswertung des Ausdrucks) mit

der fur MODE w/1 konstant gehaltenen Kreisfrequenz. In den grafischest&mgen ist zu erkennen,
dass ratenabhangige Effekte mit steigender Verzerrurnggade mehr Gewicht erhalten. Sie sind folg-
lich nicht vernachlassigbar. Abbildurigl2(a)kann entnommen werden, dass sich das scherverdiinnende
rCROSSBINGHAM-HOOKE Element zunachst wie einiBGHAM-HOOKE Element mitn = ng verhalt,
bevor es das mechanische Verhalten einesaxssDampfers annimmt. Folgerichtig kénnen die charakte-
ristischen Punkte

g{ gbh(ym%)} - G =now (5.70)
w/1

&{Jim ,c,bh} = Gy =N W (5.71)
Y~>oo O.)/l

motiviert werden. Der Operat@{( )}, ist hier so zu verstehen, dass er fur MOREL vom Ausdruck
() die mathematische Beschreibungsweise des funktionellssardmenhangs extrahiert. Normierte In-
tensitaten sind in Abbildung.12(c)dargestellt. Sie zeigen ein absolutes Maximum analog zRANBTL
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Element und ein relatives Maximum entsprechend demoa$xs Dampfer. Wenn nichtlineares Material-
verhalten in guter Naherung vernachlassigt werden kanmesszhwinden normierte Héherharmonische
(Kirsch et al. 2001S. 554). Dies ist zum einen der Fall, wenn das&AM-HOOKE &hnliche Verhalten

in das rGrRosséahnliche Verhalten mit BwToNschem Charakteg = ng Ubergeht. Zum anderen sind nor-
mierte Hoherharmonische vernachlassigbar gering, weavelizerrungsamplitude derart groR ist, dass
das rRossahnliche Verhalten BwtoNschen Charakter mij = ., annimmt. Daraus kdnnen in Analo-
gie zum rGRossDampfer nactBoisly et al. (2015 Abb. 2) die charakteristischen Schubverzerrungsam-

plituden V°1, K—lw ij und V°3 mit

Ves =hYe2 (5.72)

motiviert werden. Mittels des Parametdr&kann sichergestellt werden, dass die Schubverzerruegsrat
Yebh = Ye.3 co wt) fur k3-100% der Periodendau@rgroflRer alsy » ist. Die entsprechende Bedingung

_
COS( %T)

kann in Abbildung5.11durch Auswerten einer Viertelperiode abgeleitet werden.

h(ks) = O<kz<1 (5.73)

Ye3
—
)
~~
5 Veo
><i C.
0
TrT
0 K34 Z

t/s

Abbildung 5.11: Ansatz zur Berechnung des Paramététs) fur sinusformig verlaufende Verzerrungs-
raten

Die Darstellung der Harmonischen in der zweiten Schnitieb&ODE w/2, ist in Abbildung5.13 zu
erkennen. Das Materialverhalten wird von dem eineBad€sMAXWELL Elements dominiert, fir das
nachBoisly et al.(2015 GI. (80)-(83)) die charakteristischen Punkte

Gnaw?
r 0
Glo= TP G (5.74)
GZI]QCO
144
m0 = nng‘f‘Gz (575)
GnZ w?
! [ele}
Gm‘oo = ngow2+Gz (576)
2
A L (5.77)

M N2 w2+ G2

existieren. Fur den scherverdinnenden Fall tritt MODE flr w= 2~ L auf. Die charakteristischen Punkte
kann man daher in Analogie Boisly et al.(2015 Abb. 14, Gl. (80) (83)) motivieren. Als Konsequenz
ergibt sich der Schnittpunkt zwischen Speicher- und Véruosiul zu

N G
G(,:bh(y)‘w/z bh(y)‘w/z Gho=Gmo= 5" (5.78)
Im Gegensatz dazu wird in der Literafdrauch postuliert, dass der Schnittpu(y) = G”(y) den FlieR-
beginn und die FlieRBverzerrung definiert. Dies trifft, wie@leichung .78 zu erkennen ist, flr das scher-
verdinnende r€0SsSBINGHAM-HOOKE Element nicht zu. Stattdessen ist die Fliel3verzerrungtiigtdn

B3(Phametal. 2006 S. 627), Phametal. 2008 S. 659, Tab. 2), l(e Grand und Petekidis 2008S. 583, 585),
(Carrier und Petekidis 200%. 255), Renou et al. 201,05. 1227), Koumakis und Petekidis 2018. 2459, 2461),l(aurati et al.
2011 S. 682), Lim und Ahn 2013 S. 648), Koos et al. 2014S. 951)
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der kritischen Schubverzerrung. Die FlieRverzerrung féalglich mit dem Ansteigen des Verlustmoduls
beziehungsweise mit dem Abfall des Speichermoduls zusamfFagerung 19 Ein weiterer charakteris-
tischer Punkt ist der Plateauwert des Verlustmoduls im diemen

3{ lim Gcbh} = Gf =Noo W, (5.79)
e w/2
der sich fury > % einstellt. Die normierten Intensitaten sind maximal, weigh das scherverdiinnende
rCROSSBINGHAM-HOOKE Element analog zum mbssMAXWELL Element verhalt. Sie verschwinden
fur ausreichend grof3e Verzerrungsamplituden, wenn danstliinnende r@OssSBINGHAM-HOOKE
Element annahernd &NvTONsches Verhalten miy = .., zeigt.
Die harmonischen Materialfunktionen fir MODQ& 3 sind in Abbildung5.14dargestellt. Er ist durch das
Verhalten eines reoSsMAXWELL Elements nacBoisly et al.(2015 Abb. 16) motiviert. Die Definition
fir MODE w/3

=G 0=G oo (5.80)
w/3

Geon( V> ny)‘w/?, = JEEO cbh

beinhaltet, dass das erste Plateau des Verlustma@g{fjlsmit dem zweiten PlateaGy, , identisch ist.
Weitere charakteristische Punkte sind das Endplateaupgst@rmodulsi/, ., im MAXWELL &hnlichen
Bereich sowie das Maximum des Verlustmoduls

Iim Gl =G oo (5.81)
Yoo w/3
G
MAX {Ggon(V)}, B~ (5.82)

nahe dem Schnittpunkt zwischen Speicher- und Verlustm@delnormierten Intensitaten sind genau dann
vernachlassigbar, wenn das Verhalten des scherverdieme@ossBINGHAM-HOOKE Elements ab-
schnittsweise anndhernd durch die linearen Modelle deokEschen Feder oder dem AAWELL Ele-
ment mitn = ng odern = n., beschrieben werden kann.

Die Schnittebene MODH/4 tritt fur scherverdiinnendes Verhalten be# - auf. Die entsprechenden
harmonischen Materialfunktionen sind in Abbildubd 5dargestellt. Es smd die charakteristischen Punkte

lim G| = lim Gipy| =Gy oo = Gico = ° (5.83)
Voo w4 1o w/4 2
Gepn(¥ < Vcr)‘w/4 = Gn(V< Vcr)‘w/l =G (5.84)

zu erkennen. Da die normierten Intensitaten geringer alssiheély konnen sie vernachlassigt werden. Dies
ist damit zu erklaren, dass das Verhalten des scherverddeaner(RossBINGHAM-HOOKE Elements
Uber den gesamten Amplitudenbereich durch lineare Mateoidelle, der hokEeschen Feder und dem
MAXWELL Element mitn = n.., abbildbar ist.

Flrw> -~ L ergibt sich fiir das scherverdiinnendera®sBINGHAM-HOOKE Element MODEw/5. An-
hand der Materialfunktionen, die in Abbildurigl6é dargestellt sind, ist zu erkennen, dass es sich in guter
Néaherung Uber den gesamten Amplitudenbereich wie einektsche Feder verhalt. Demnach gilt

Geon(7)] 5= C (5.85)

und normierte Intensitaten sind nahezu Null.
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Abbildung 5.12: MODEw/1: Materialfunktionen des scherverdinnenderRoOGSBINGHAM-HOOKE
Elements in Abhangigkeit der Schubverzerrungsamplituite of = 1%‘, G = 5-10*Pa, ng = 500Pas,
Neo = 1875PasK; = 10%s, 1y = 5-10"°Pa, k, = 0.05 undksz = 0.95; in (b) und (c) mitk = 3: — & —
—, k=5:...... & oo k=71——& ——— k=9:----- , Apho: - - - undbphg: - - -
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Abbildung 5.13: MODEw/2: Materialfunktionen des scherverdinnenderROGSBINGHAM-HOOKE
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Abbildung 5.14: MODEw/3: Materialfunktionen des scherverdinnenderRoOGSBINGHAM-HOOKE
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5.4.2 FouRIER Transformierte in Abhéngigkeit der Kreisfrequenz fur kons tante Schub-
verzerrungsamplitude

Die Auswertung der harmonischen Materialfunktionen in &hdigkeit der Kreisfrequenz fur eine festge-
haltene Schubverzerrungsamplitude erfolgt auf Grundiiegéviodellvorhersagen desdBsHAM-HOOKE
Elements Boisly etal. 2017 Absch. 3.2) und des ®OssMAXWELL Elements Boisly et al. 2015
Absch. 7.1). In dazu analoger Weise kdnnen flnf charakisaige Schnittebenen konstanter Amplitude
des in Abbildungb.10dreidimensional dargestellten Speicher- und Verlustrtsodhgeleitet werden. Die
erste charakteristische Schnittebene ergibt sich fiir ¥ameerrungsamplitudg unwesentlich gréRer als
die kritische Schubverzerrung,. Um die weiteren vier Schnittebenen festzulegen, werderdddi cha-
rakteristischen Schubverzerrungsamplitugign 1, Vebh2 und Vepnz eingefiinrt. Die funf charakteristischen
Schnittebenen, MODR/1 bis MODEy/5, sind somit wie folgt definiert

MODE /1 - 72 Vor (5.86)
MODE /2 - 7= Veoha (5.87)
MODE y/3 : 7= oo (5.88)
MODE y/4 : Vebh2 < ¥ < Vebh3 (5.89)
MODE /5 : 7= Vebna (5.90)

Die Kriterien, nach denen man konkrete Zahlenwerte/fiit1, Vebh2 Und Vepns findet, sind im Folgenden
erklart. Die erste charakteristische Schubverzerrungbame, yh, 1, ergibt sich aus der Bedingung, dass
Speicher- und Verlustmodul im Bereich ,kleiner* Kreisftemnzen identisch sind. Da sich, wie in Abbil-
dung5.18(a)zu erkennen ist, das EOSSBINGHAM-HOOKE Element in diesem Bereich dhnlich dem
eines RANDTL Elements verhalt, folgt

Yeph : lim G (feon1) = im Gy (eoh1) - (5.91)
w—0 w—0

Die zweite charakteristische Schubverzerrungsamplitygle, ist die kleinst mogliche Schubverzerrungs-
amplitude, fur die Speicher- und Verlustmodul bei der Kreguenzw = a—lo identisch sind

Yebh2 = MIN {Weébh(w:a—lo)!“GéLh(wn—lo)} . (5.92)

Da Gleichung$.92) analytisch nicht naher konkretisiert werden kann, wigfl» numerisch bestimmt. Da-
zu werdeni = 1...n diskrete Amplitudeny ausgewertet, analog zum Vorgehen beimi&AM-HOOKE
Element Boisly et al. 2017. Aufgrund der Analogien zum m@SSMAXWELL Elements, besitzt das
rCROSSBINGHAM-HOOKE Element die zweite charakteristische Relaxationsfgit Infolgedessen er-
gibt sich die dritte charakteristische Schubverzerrumgsiaude, Vepn3. Sie ist die kleinst mogliche Schub-
verzerrungsamplitude, fur die Speicher- und Verlustmaailder Kreisfrequenz = i identisch sind

Yebha = MIN {Y|Gébh(wt)é6gbh(wt)} ' (5.93)
Auf Grundlage der eingefilhrten charakteristischen Sohagrrungsamplituden werden im Folgenden
die funf charakteristischen Schnittebenen des Speicmer-\Vierlustmoduls, MODBEy/1 bis y/5, eindeu-
tig abgegrenzt. Unabhangig davon zeigen jedoch alle Mipdi. gleichermafen, dass sich daRass
BINGHAM-HOOKE Element fir Frequenzen oberhalb der grof3ten Relaxatigrégrdich dem einer ldo-
KEschen Feder verhdlt. Sie besitzen den charakteristiscinekt P

I|m Gébh R = Gg = G . (594)

Die erste Schnittebene, MODJL, ist fir eine Schubverzerrungsamplitude unwesentliéiRer der kriti-
schen Schubverzerrur@/1} > . definiert. Somit ist die Schubverzerrungsriig:pn| vernachléassigbar.
Infolgedessen wird das Materialverhalten nicht von demthiieear viskosen Eigenschaften desrass
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Dampfers beeinflusst. Das ROSSBINGHAM-HOOKE Element verhalt sich bei ,kleineren” Kreisfrequen-
zen ahnlich dem einesRANDTL Elements und anschlieRend wie einedkesche Feder. Daraus ergeben
sich die charakteristischen Punkte

A/1“G;)(VZ Yer) ~ Gg= G (5.95)

4T, T,
| ~G = L1- XL 5.96
g{(‘I)TO cbh} 1 p yr ( Gy ( )

analog zuBoisly et al. (2014h GI. (33), (37)). Folgerung § Das Symbol( )|V/1 ist hierbei so zu ver-
stehen, dasé ) fur die Schubverzerrungsamplitude des MOWE ausgewertet wird. Fir das scherver-
dinnende rE0SSBINGHAM- HOOKE Element reduzieren sich die normierten Intensitaten anftjides
HookEschen Verhaltens fuJo> = auf Null.

MODE /2 liegt vor, wenn Spe|cher- und Verlustmodul fur ,kleinefrequenzen anndhernd identisch

sind 1 1
o< k)| ~op(we )| 597)
Qo /ly/2 y/2

Dieser Fall tritt fUry = ypn1 €in. Der Verlauf der harmonischen Materialfunktionen isAbbildung5.18
dargestellt. Das rRossBINGHAM-HOOKE Element verhalt sich unterhalb der kleinsten Relaxatieihsz
ahnlich dem eines®aANDTL Elements. Dies motiviert die charakteristischen Punkte

2
3{ gbh(a)« i)} =Gy = G{}Jrisin[Zarcsir( TX)]
[0 (3} 72 2 2 Gy
1 . 21y 4 Ty [ 2Ty Ty
_Z. 1- 2 |+=/=|=-1|,/1-= 5.98
= arcsm[ Gy]+ | /GV(GV S (5.98)

" 1 )} { " ( 1 )} (596) " 4TY Ty
il | G il 20 G- Y1 Y 5.99
%{ Cbh(w<< ao/) ) Gebn| @ < a0y Py Gy (5-99)

analog zuBoisly et al.(2014h Gl. (32), (37)). Die nichtlinear viskosen Eigenschaftes ddRossDamp-
fers sind nach wie vor von untergeordneter Bedeutung. DieilS@rzerrungsamplitude ist allerdings aus-
reichend groB3, sodass viskose Eigenschaften an Einflussrgaw Im Gegensatz zu MOD#1 verhalt
sich das r@ossBINGHAM-HOOKE Element unmittelbar vor der kleinsten Relaxationszeit@ieBING-
HAM-HOOKE Element. Im Anschluss dessen geht es in derokeschen Bereich Uber. Folglich sind die
normierten Intensitaten aufgrund des linearen Verhalpeaktisch Null Kirsch et al. 2001S. 554).

Wird die Schubverzerrungsamplitude guf yrph2 erhoht, beeinflussen auch die nichtlinear viskosen Ei-
genschaften des r©HssDampfers die harmonischen Materialfunktionen. Diese gindbbildung 5.19

fur den scherverdiinnenden Fall dargestellt und besclreib®DE y/3. Wie zu erkennen ist, tritt der
Schnittpunkt zwischen Speicher- und Verlustmodul

,cbh(w:aio) cbh(w—aio) MAX {Ggpn(w) } (5.100)

analog zum scherverdiinnenderRESSMAXWELL Element bei der Relaxationszeit = aio auf. Er fallt
mit dem Maximum des Verlustmoduls zusammen. Analo@aisly et al.(2015 Abb. 10 (a)) gilt folglich

G
cbh = Gebh = 5" (5.101)

Des Weiteren ist das Verhalten im Anfangsbereich, das figifreisfrequenzen, die viel kleiner als die
geringste Relaxationszeit sind, in guter Naherung mit desRleibelements vergleichbar. Daher ist der
Verlustmodul des r€ossBINGHAM-HOOKE Elements nahezu identisch dem eines Reibelenténis
liefert den charakteristischen Punkt

4
g{ gbh(w« i)} gy -2 (5.102)
0o/ Jy/3 yr

4(Ewoldt 2009 S. 170), Ewoldt et al. 2010S. 199)
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Folglich gilt ebenfalls
im lcbhk

w-0lchh1

e 1 (5.103)
g3l K

AulRerdem existiert flir das scherverdiinnended€sBINGHAM-HOOKE Element unmittelbar urw < Y1
ein NEwToNscher Bereich, sodass die Nullviskositgtmittels des Anstiegs des Verlustmoduls zwischen
Plateau und Maximum

d Gipr(w)

1
KWK — 5.104
do ( )

~ No far
n a0

v/3

d GII

bestimmt werden kann. I_?a normierte Intensitaten fur lieddaterialmodelle Null sindKirsch et al. 2001
S. 554), treten sie fiw > V"~1 praktisch nicht auf.

Innerhalb MODEy/4 verschlebt sich das Maximum des Verlustmoduls oA - zu w= 2= a . Dies er-
folgt analog zum r@ossMAXwWELL Element nactBoisly et al. (2015 Abb. 11) Auch hier ist flr das

scherverdiinnende ROSSBINGHAM-HOOKE Element in der Umgebung vcmz V‘:Vl ein NEwTONscher
Bereich zu verzeichnen, sodass die Nullviskositat mittels

> ¥
Gepn(w 2 % i)

~ 5.105
9o No ( )

y/4

abgeschéatzt werden kann. Das Maximum sowie das Anfangsplates Verlustmoduls

G

cbh = Gabn = 5 (5.106)
1 4T,
g{ gbh(w«—)} _gr-2Y (5.107)
Qo /) ya yn

liefern weitere charakteristische Punkte. Entsprechemd Ainfangsverhalten, das dem Verhalten des Rei-
belements ahnlich ist, ergeben sich die Plateauwerte derieiien Intensitaten

i 1
. e (5.108)

im lcbhk
ya e K

w-0lchh1

Die Minima normierter Intensitaten sind auEM TONsches und ldokesches Verhalten zurlckzufiihren.
Die relativen Maxima werden durch nichtlineares Verhaltaalog zum r@eossMAXwWELL Element her-
vorgerufen.

MODE /5 tritt fiir die Anregung mit einer Schubverzerrungsanuolé y = yrpnh3 auf. Die entsprechen-
den Modellvorhersagen des scherverdiinnend&ogSBINGHAM-HOOKE Elements sind in Abbildung
5.21 gezeigt. Das Maximum des Verlustmoduls, welches mit demni8plinkt zwischen Speicher- und
Verlustmodul

1 1 G
wohl w=— oo——) MAX {Gn(w)} = = 5.109
cbh( O!oo) cbh( e {Glon(w)} > ( )
zusammenféllt befindet sich analog zunrRASSMAXWELL Element Boisly et al. 2015 Abb. 12) bei
w = ;. Da der Verlustmodul blso< = uber den Speichermodul dominiert, existieren die chariskite

schen Krelsfrequenzeﬁ,—, K V°2 und V°3 . Demnach kénnen die Viskositaten

d Gl = &)
No= —— V- o (5.110)
/s
Gll w = YE3
= Cb“;w v (5.111)
/5

in dem Bereich, wo sich das ROSSBINGHAM-HOOKE Element anndhernd wie ein ROss Dampfer
verhalt, als Tangente an den Verlustmodul identifiziertdear
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6. Charakteristische Punkte von Materialfunktio-
nen des endochronen MXWELL Elements

In diesem Abschnitt wird ein endochrones Materialmodell Beschreibung ratenunabhangiger Hys-
teresen untersucht. Grundlegende Ideen zur endochroneari&éhkénnen den Arbeiten volyushin
(1954 Gl. (3.3)), Pipkin und Rivlin(1965 Gl. (2.6), (2.7)) und ¥LANIS 1 entnommen werden. Anwen-
dung finden endochrone Materialmodelle zur Modellierung Materialverhaltens von MetallénBeton
(Valanis und Read 1986geologischen Materialier/élanis 1988, gefiilltem PTFE, Polypropylerf und
RTM6 sowie RIM935 Kastner et al. 2010 Ein dreidimensional verallgemeinertes Materialmodétl
geometrisch lineare Theorie ist Beéistner(2010 S. 70) undKastner et al(2012 S. 48) prasentiert. En-
dochrone Materialmodelle fiir groRe Deformationen findeh fmgiKhan und Huang1995 S. 263) Haupt
(2002 S. 448 ff.),Netzker et al(2010 undNetzker et al(2013).

Valanis (1971¢ S. 518) sowieValanis und Wu(1975 GI. (1)) beschreiben ratenabhangige und raten-

unabhangige Effekte basierend auf einem sogenarmsgariellen Zeitmafistab d:u% und einem so-

genanntenntrinsischen Zeitmaf3stab d:X\/dEij Rk de +02dt2. Daher bezeichnatalanis(1981 S. 250)
die Theorie al®ndochrorr. Die Funktionf (x), der positiv definite symmetrische Tenfre e e

g und der Paramtey beschreiben Materialeigenschaften. Im Fall ypa0 erhalt man ratenunabhangi-
ges Materialverhalte?y das zur Modellierung plastischen FlieRens genutzt wekden. Der endochrone
Modellierungsansatz wird b&falanis(1971¢ S. 517) undvalanis (1972 S. 113) damit begriindet, dass
das Phanomen FlieRen gewdhnlich ein kontinuierlicher éa®ist, bei dem der FlieBbeginn schwer zu
identifizieren ist. Im Gegensatz zu klassischen Plasttiiéorien Haupt 2002 Absch. 5.6, 5.7), welche
auf einer Flie3funktion und einer FlieRbedingung fuRemd §in Rahmen einer endochronen Theorie zur
Beschreibung plastischer Eigenschaften weder Flieldfumkioch FlieBbedingung erforderlich.

llyushin (1954 sowie Pipkin und Rivlin (1965 formulieren mittels der kinematischen Bogenlarmye-
\/dsijdeij, welche der Verzerrungsgeschiclgig(t) zugeordnet ist, ratenunabhéngiges Materialverhalten.
Diese Beschreibung stellt einen Spezialfall der Theor@hnéaLANIS dar’. Er ergibt sich faR g = &j A,
f(x) =1 sowieg =0 (Valanis 1981S. 251) und dem RONECKER Symbol

(1 =] (6.1a)
d“{o Coizj. (6.1b)

Der Spezialfall geht im Eindimensionalen in Gleichulgs) Uber. Er wird im Folgenden zur Beschrei-
bung der konstitutiven Beziehungen des endochronaixWELL Elements verwendet. Die Umsetzung
erfolgte in Zusammenarbeit nitammer(2015 im Rahmen einer studentischen Belegarbeit.

1(Va|anis 1970, (Valanis 1971y, (Valanis 1971% (Valanis 19714, (Valanis 1972, (Valanis 1974, (Valanis und Wu 197p
(Valanis 1975, (Valanis 1976, (Valanis 1971k, (Valanis 1971% (Valanis 1980, (Valanis und Lee 1982 (Valanis 1983,
(Valanis und Fan 1983 (Valanis 1984, (Valanis und Fan 1984 (Valanis und Lee 1984 (Valanis und Read 1986 (Valanis
1988, (Valanis 1990

Z(Valanis 1971% (Valanis 19719yl (Valanis 1974, (Valanis und Wu 1976

3(Kletschkowski et al. 2009a(Kletschkowski et al. 2004 (Kletschkowski et al. 2006

4(Késtner et al. 2008 (Ké&stner et al. 2009 (K&stner 2010S. 58 ff.), (K&stner et al. 201)) (K&stner et al. 2012

5endossteht fiir innere, undhronosbedeutet Zeit

6(Valanis 1971¢S. 519), Yalanis und Wu 1975GlI. (21)), Kammer 2015S. 5)

Es sei an dieser Stelle allerdings erwéhnt, dass dies mtBifine vorvalanis(1981; S. 249 ff.) ist. Nach Auffassung von
VALANIS sind die Arbeiten vonuyUsHIN, RIVLIN und RPKIN keine endochrone Theorien. Er begriindet dies damit, dass di
kinematische Bogenléngefir alle Materialien gleich definiert wurde und keinerlehBiiss vom Material unterliegt. Hingegen
bei VALANIS héngt die Bogenlange von Materialfunktionen ab und wirdraierer, dem Material inne wohnender, ZeitmaR3stab
interpretiert.
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6.1 Korrespondenzprinzip zum Ableiten endochroner Materalgesetze

Im nachsten Abschnitt werden die konstitutiven Beziehardgs endochronen MKkWELL Elements abge-
leitet. Diese erhalt man, indem derrespondenzprinzip auf das ratenabhéngige viskoelastischexvl
WELL Element angewendet wird. Das Korrespondenzprinzip bedags jedes ratenabhangige Funktional
der Viskoelastizitat in ein ratenunabhangiges Funktiarmdrgeht, wenn der physikalische Zeitmalistab
t durch die Bogenlanga ersetzt wird®. Die generelle Form der konstitutiven Beziehungen bleddiei
erhalten Valanis 1971¢S. 525). Des Weiteren wird die Lastgeschichte), welche naturgemal von der
physikalischen Zeit abhangt, mittels ddwgenlangé® 1 u beschrieben. Letztlich erhalt man fiir die Last-
geschichte die nach Gleichung §1) eingefuhrte Darstellung(t) = [y(u); u(t)].

Weil die konstitutiven Beziehungen des endochronemxMELL Elements im nachsten Abschnitt mit-
tels der strengen Anwendung des Korrespondenzprinzipsleiteg werden, ergibt sich im Vergleich zu
HAUPT und KASTNER eine modifizierte Beschreibung. Anstelle des in Gleichun@e9) und 6.10 wir-
kenden Faktor%, tritt bei Haupt(2002 Gl. (11.39)),Kastner(201Q Gl. (4.32)) undKé&stner et al(2012

Gl. (6)) lediglich der Fakto3 auf. Um jedoch im weiteren Verlauf der Arbeit den Charakten j3 als
pseudo FlieBspannung motivieren zu kénnen, ist die strAngeendung des oben beschriebenen Korre-
spondenzprinzips erforderlich. Somit, und infolge deslég@prinzipes, kann fuf die Korrespondenz
zur FlieBspannung deRRNDTL Elements aufgezeigt werden. Dieser Sachverhalt wird ddieciHerlei-
tung inKrawietz (1986 Gl. (2.69)) unterstlitzt, bei der die Evolutionsgleichuitigq direkt auf Basis der
konstitutiven Beziehungen deREBNDTL Elements motiviert ist.Rolgerung 18

6.2 Konstitutive Gleichungen des endochronen MXwWELL Elements

Das rheologische Schaltbild des endochronexxMELL Elements? ist in Abbildung6.1dargestellt. Die
das endochrone MkwELL Element betreffenden GréRen sind mit dem Literalindey, versehen. Der

G B
Tch<— /NN \N——><F— —> Tch
Ys.ch . q .

<

Abbildung 6.1: Rheologisches Schaltbild des endochronex\WELL Elements

Schubmodul betrads. Der MaterialparametgB wird alspseudo FlieBspannurigezeichnet, da er fur das
endochrone MXWELL Element einen zur FlieBspannungdes RRANDTL Elements Boisly et al. 2014
analogen Stellenwert besitzt. Die endochronen Mategiglingen des MxwELL Elements? werden
mittels des Korrespondenzprinzips, ausgehend von derhBsibang mittels einer innerer Variable vom
Verzerrungstyp und der zugeordneten EvolutionsgleichuBg2f nachHaupt(2002 Gl. (5.90), (5.91)),
abgeleitet. Somit erhalt maf

Tch(u) =G [Vch(u) - q(u)] (6.2a)
q'(u) = g [Yen(W) — ()] (6.2b)

8(Haupt 2002S. 438, 445, 450) Kéastner 2010S. 17), Kastner et al. 201.2S. 46)

9englisches Originalzitat: ,,For every rate-dependent fiomal in viscoelasticity there is a rate-independent fiomal, which
is obtained when time is replaced by the (kinematic or gdised) arclength. Accordingly, there is a material modegplaticity
to correspond to each material model of viscoelasticityfaifpt 2002 S. 438)

10(Haupt 1977S. 146, 152),Krawietz 1986 S. 25), Valanis 1988S. 6), Keck 1998 S. 39)

Upie Bogenlange kann Uber die parametrisch beschriebergelgines Kreisbogens motiviert werden.

12(Valanis 1971aAbb. 4), Krawietz 1986 Abb. 4.6, 2.15), Keck 1998 Abb. 4.5), Kletschkowski et al. 2002aAbb. 4) ,
(Kletschkowski et al. 2004Abb. 4), Kletschkowski et al. 2004Abb. 3), Kastner 2010Abb. 4.7), Kastner et al. 201,2Abb. 11)

13(Giesekus 1994S. 243), Macosko 1994S. 116), Menges et al. 2005. 158), Haupt 2002 S. 203, 322), Kardelky 2004
S. 35, 192), Gross et al. 2004S. 308), Silber und Steinwender 200S. 156)

(valanis 1971aS. 3-5), Keck 1998 S. 39), Haupt 2002Gl. (11.38), (11.39)),Kastner et al. 2008GI. (1)), (Kastner et al.
2009 Gl. (1), (2)), Kastner 2010S. 58), Kastner et al. 20L2G1. (4), (6)), Kammer 2015Gl. (4.27), (4.28))



6.2. Konstitutive Gleichungen des endochronemXWELL Elements 105

Der Ableitungsoperatof’( ) bezieht sich auf die Ableitung vohnach der unabhéngigen Varialgle

df
f'()=—.
d()
In den Abschnitter6.3 und 6.4 wird die von der Bogenlange abhangige verzerrungsgestedaregung
Yen(u) aus der von der physikalischen Zeit abhéngigenen Belasty(tg und der kinematischen Bogen-
langeu(t) = f,(t) nach Gleichung3.60) berechnet. Fir den Fall, dass die inverse Funktjphanalytisch
bestimmt werden kann, ergibt sich

(6.3)

t=f 1(u) Vu (6.4)
Yen(u) = yen[t = f*(u)] vu. (6.5)

Andernfalls wirdy.p(u) als stiickweise definierte Funktion oder nach Gleichth§1j als parameterab-
hangige Kurve mit der Zettals Kurvenparameter

Yen(U) = [yen(t); u(t)] (6.6)
interpretiert. Die zeitliche Ableitung der inneren Vatiab’
q(t) =q’(u)u(t) = a’(u) [yen(t))| (6.7)
ergibt sich Uber die Kettenregel _
()=0)u (6.8)

und Gleichung 3.58. Eliminiert man die innere Variable aus Gleichungét2§ und 6.2b), erhalt man
die konstitutive Beziehung idifferentieller Darstellund®

G
Gyen(u) = ETCh(U) +T¢h(U) - (6.9)
Diese kann unter Berticksichtigung von GleichuBg)in
. G . .
Gyen = B Tch|Yen| + Ten (6.10)

Uberfuihrt werden. Indem das Korrespondenzprinzip aufrdegrale Darstellung der konstitutiven Bezie-
hungen des MxwELL Elements’ angewendet wird, erhalt man diggegrale Darstellungder konstituti-
ven Beziehungen des endochronerMWELL Elementd®

Ten(W) = / Ge 77y (1) = Gien(u) - f

GZ
Fe 5 y (u)du (6.11)

u
_CS(u-l) i . —
fGe Fu- u_)S|gn [ven(U)] du :fG A SIgN(Yeh) |t- 152 (u-ip) AU (6.12)
0

bei deryy, als y/,(u=u) zu interpretieren ist. Alternativ ergibt sich die integrddarstellung ebenfalls
aus der Losung von entweder Gleichug?( (Haupt 2002 S. 445) oder aber Gleichun§.9) (Kammer
2015 S. 445) furtep(u=0) = 0 und yep(u = 0) = 0. Somit ist die Spannung ein ratenunabhangiges Funk-
tional der Verzerrungsgeschichtdgupt 2002 S. 437). Die erste Darstellungsform in Gleichuggl@) ist
entsprechend Gleichung.66) durch

/ _ dych _
Yool ="~ Sign(ayen)

= sign(dyen) = sign(ycn) (6.13)

15(Haupt 2002 S. 445), Kastner 2010Gl. (4.33)), Kammer 2015S. 10)

16(Valanis 1970 S. 16), Valanis 1971¢c S. 526), Valanis 1971eS. 18), {alanis 1971d S. 548), Valanis 1972 S. 129),
(Valanis und Wu 1975S. 68), Valanis 1971aS. 3-5), ¥alanis und Lee 1982Gl. (25)), Kammer 2015Gl. (4.31))

17(Ebert 1980S. 72), schoegl 1989S. 41), Gerlach 2003S. 30, 36), Gross et al. 2004S. 320), Silber und Steinwender
2005 S. 187)

18(Valanis 1970S. 13), Yalanis 1971¢S. 524), Yalanis 1972S. 125, 128),Valanis 1971dGl. (1.1), (2.10), (2.11)) \alanis
19713 S. 2-2), Valanis und Lee 19835l. (24)), Haupt 2002Gl. (11.14), (11.40)),Kammer 2015Gl. (3.17), (4.32))
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mit dyzp = 0, Vdu= 0 unddys, = 0, Vdu> 0 motiviert. Dies kann beispielsweise fur Relaxationsa#emn
Uberpriuft werden. Den Fadlu< 0 kann man ausschlieBen, d@) monoton ist. Die zweite Darstellungs-
form in Gleichung 6.12) ergibt sich unter Berlicksichtigung von

dyen _ 40t jen dt  yen(t)
du g 0 dt )

_ ych(t)
t=f71(u) |Ven(t)]

t=fat(u)

Yen(U) =

sowie Gleichungeng(6) und 3.58. Somit kanny(,(u) mittels der gegebenen Schubverzerryggt) und
der Bogenlange(t), die sich nach Gleichun@®(60 direkt ausy:y(t) berechnet, ausgedriickt werden. Die
von der Zeit abhéngige Spannungsantwort

Ton(t) = Tenlu(t)] (6.15)

ist somit Uber die von der Bogenlange abhangige Spannutgsarr.,(u) und der Bogenlange(t) be-
schrieben.

Das endochrone MXwWELL Element ist im Sinne der Materialklassifizierung voal#T ein plastisches
Materialmodell. Dies resultiert aus der Existenz eineri¢bigewichtshysterese und der Ratenunabhén-
gigkeit. Letztere ist dadurch bedingt, dass die Spanrgpdediglich von der Verzerrungsgeschichte in
Abhéangigkeit der Bogenlangenh(u) abhangt, nicht aber davon, mit welcher GeschwindigkeiBaigen-
langenu(t) durchfahren werden. Weil die Spannung des endochronexvitLL Elements nicht relaxiert,
kann nachKastner(201Q S. 62) indirekt auf ratenunabhangige Eigenschaften dgessdn werden. Ent-
sprechend Abschnift.5 ist die Spannung eine Gleichgewichtsspannung

Ten=Tgp . (6.16)

Obwohl das endochrone AXwWELL Element ein plastisches Materialmodell ist, werden inafidsbeit
wederysch als elastische Schubverzerrung ngdis plastische Schubverzerrung bezeichnet. Diese scharfe
Aufteilung der Gesamtverzerrung in elastische und pletstis/erzerrungsanteile ist fir klassische Plasti-
zitatsmodelle laupt 2002 Absch. 5.6, 5.7) gerechtfertigt, weil diese auf einer [Ffismktion und einer
FlieRbedingung fuRen, die das Materialverhalten in einem ¥hd NachflieRbereich aufteilé? Infolge-
dessen entwickelt sich die plastische Verzerrung im V@fiereich nicht, sie bleibt konstant. Dieses Ver-
halten kann gqualitativ anhand degANDTL Elements inBoisly et al.(2014h Abb. 3(b)) nachvollzogen
werden. Ein derartiges Verhalten kann jedoch nicht fur adeehrone MXWELL Element festgestellt
werden. Es existiert keine Trennung in einen elastischerplastischen Bereich. Nach Gleichureg4) ist

jede Anderung der Gesamtverzerrung auch mit einer Evolulé inneren Variablen verbunden,

wenn y.h+#0 dannq=+0, (6.17)

infolgedessen sich aughcn entwickelt. Der flr klassische Plastizitdtsmodelle gelee Sachverhalt, dass
sich die plastische Verzerrung bei einer elastischen &mnittg nicht verandert, gilt somit nicht fgr

6.3 Materialantwort des endochronen MaxXwWEeLL Elements fir eine kon-
stante Schubverzerrungsrate

Um die FlieBkurve des endochronenakMWwELL Elements zu bestimmen, wird im Folgenden dessen
Materialverhalten fir eine konstante Schubverzerrungsra

Ven(t) = Vent (6.18)
ermittelt. Zunachst ergibt sich die kinematische Bogemin

u=fu(t) = |Venlt (6.19)

Ein Vergleich zwischen endochroner Theorie und der trawiiilen Interpretation von plastischen Verzerrungendsvalanis
(1970 S. 16),Valanis(1971¢ S. 526) undvalanis(1972 S. 129) ausgearbeitet.
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nach Gleichung3.60. Weil die Inverse dieser Funktion
u
|Venl

existiert, kann die verzerrungsgeregelte Anregung misstamter Rate unter Verwendung der kinemati-
schen Bogenlange analytisch beschrieben werden

t="f(u)=

VU (6.20)

Yen(u) = sign([yen|) U . (6.21)
Die Spannungsantwort als Funktion der kinematischen Bagge
; ! -8y . Y —C&y
ten(t) = B signlyen()] (1-€ 5*) = B sign(ial) (1-¢ 7*) (6.22)

wird mit der ersten Darstellungsform von Gleichusgl(l) unter Beachtung von Gleichun@.21) berech-
net. Mit Gleichung 6.19) ergibt sich die Beschreibung unter Verwendung der phjisidaen Zeitt

ten(®) =  sign( ) (1-€ 571 (6.23)

Diese ist in Abbildungs.2(a)fur drei verschiedene Raten dargestellt. Die Spannungablingigkeit der
Schubverzerrung sind in Abbildur@2(b)gezeigt.

Tehoo = BSign(VCh) Gy /___.—‘“—'-._-__",.’.'T--.-. Tchoo =B3ign<)~’ch) G —
S 06321 Ranl S 06327, !
& ch.oco / P o & ch.oo /
= PR =
4 S nf.’
0 i 0
_B 2B 3B 58 B B 3B 4B gB
0 G¥en G¥en Gen Gen 0 & 2g 35 4 56
t/s yen/1
(a) Spannungsantwort als Funktion der Zeit (b) Spannung in Abhangigkeit der Schubverzerrung

Abbildung 6.2: Spannungsantwort eines endochronetxxWeLL Elements fir konstante Schubverzer-
rungsrateryen = Ven: ——, Veh = 2 — —— und ygn = L oo

Die jeweiligen Anstiege im Koordinatenursprung ergebeh gu

d ( TCh|Vch=;/cht)

=G 6.24
o Yen (6.24)
t=0
d Th’ iy
( Chlyen Vcht) -G. (6.25)
dyen
Yen=0
Der letzte Ausdruck ist unter Berlicksichtigung von
dr| _ TEZAU] | m(w dul (W
= D = < — ==5 (6.26)
dyenlyeo Dyl o Ven(u) dul g Ven(U) |y

berechnet. Vergleicht man Abbildungeh2(a) und 6.2(b) mit denen des MXWwELL Elements und
PRANDTL Elements, so werden Analogien deutlich. Diese beruhenefldtsachen, dass das endochro-
ne MAXWELL Element zum einen wie dasRRNDTL Element ein zweiparametriges ratenunabhéngiges
Modell ist, und zum anderen auf Basis desMvELL Elements in die endochrone Materialformulierung
uberfuhrt wurde. Daher hat die Spannungsantwort als Femkter Zeit nach Abbildun.2(a)die zum
PRANDTL Element analoge Eigenschaft

Tohl it (1) = Tenl, -V%ht(Zt) - Tch|%h:§7%ht (3t) . (6.27)
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Analog zum MAXWELL Element besitzt die Spannungsantwort die Eigenschaften

Tehlyefent (t = Gi%h) = Tehlyy —it (Vch = g) ~ 0.632Tch. oo (6.28a)
Tch|ych=;,cht t= ZG?/Ch = Tch|%hzf,cht (Vch = Zg) ~ 0.865T¢h. 0o (6.28b)
Tehlygeont | £ = 3GL;7ch = Tehlyy it (Vch = 3%) ~ 0.950Tch o0 (6.28¢)
Tehlyy -zt | £ =4 Gl;:h = Tehlymfnt (ych = 4%) ~ 0.982T¢h, oo (6.28d)
Tehlygeont | £ = SGL;/ch = Tehly it (Vch = 5%) ~0.9937ch.co - (6.28€)

Weil die Spannungsantwort als Funktion der SchubverzgrinrAbbildung 6.2(b) unabhéngig von den
Verzerrungsraten ist, wird die ratenunabhangige Eigaaisdes endochronen MKWELL Elements of-
fensichtich. Analog zur kritischen Schubverzerrung deaWbTL Elements nactBoisly et al. (2014h
Gl. (24)) kann

- (6.29)

als charakteristische Schubverzerrung des endochrorrenwdLL Elements eingefiihrt werden. Sie ist
ebenfalls qualitativ vergleichbar mit der Relaxationsa@ies MAXWELL Elements. Aufgrund des expo-
nentiellen Verhaltens ist auRerdem zu erkennen, dassisichadionare Spannungsantwort nicht instantan
einstellt

Tehoo # Tohlyy— it - (6.30)

Da sich aber ein stationarer Wert in guter Naherung macBnG—@ﬂ beziehungsweisg = 3% ergibt, exis-
tieren die FlieBkurve (Abbildung.3)

Tehoo (Ven) = B Sign(Ven) (6.31)
und folglich auch die differentielle Viskositat (Abbildgr6.4)
Nenaitr (Ven) = 288 (Ven) - (6.32)

Die FlieBkurve kann alternativ Gber die Bedingung =0 mit Gleichung 6.10), deren letzter Summand
somit entfalltGyen = %rch]ych] + I¢h, direkt berechnet werden und man erhigit= 3 I)%:I =B sign(yen). Das

o0 (o]

g ° A NN
3 0 = 0 0 <
£ ; :
=~ _B :o LE
5 -1 5 -1
Ven! s Ven ! st

Abbildung 6.3: FlieRkurve des endochronen Abbildung 6.4: Differentielle und dynamische
MAXWELL Elements Viskositat des endochronenMWwELL Elements

Defizit der dynamischen Viskositat, fir Flissigkeiten mieBspannung gegerco zu streben, wenn die
Verzerrungsrate gegen Null tendiéft ist auch fiir Flussigkeiten mit pseudo FlieRspannung gegeiy.
Wirde man die Viskositat nach Gleichung. 70 als dynamische Viskositat definieren, so wirden dem
endochronen MXWELL Element viskose Eigenschaften zugeordnet werden, obwsahtenunabhangige

20(Boisly et al. 2014aAbb. 5), Boisly et al. 2014bS. 4)
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Eigenschaften besitzZEg¢lgerung 13. Die Interpretation voi als pseudo FlieRspannung analog zur Fliel3-
spannungry von Flussigkeiten mit Flie3sspannung, wie beispielsweisa Reibelement und FRANDTL
Element, resultiert aus der Ubereinstimmung der Fliekurv

Tchoo (f’ch) =Tf.00 (;f) = Tp.oo (Vp) . (633)

Somit stimmen ebenfalls die differentiellen Viskositaten

Nenaitr (Ven) = Ne.aitr (%) = Np.aitr (¥) (6.34)

unter Berticksichtigung voft sign(y) = §Vgn(y)\y:9t Uberein. Durch Messen ausschlieRlich der FlieRBkurve
kénnen das Reib-,®ANDTL und endochrone MXwELL Element folglich nicht voneinander unterschie-
den werden.

Weil das endochrone MxwEeLL Element nach Gleichund(31) eine FlieRkurve sowie nach Gleichung
(6.16 eine von Null verschiedene Gleichgewichtsspannung Ziesitfiillt es die Kriterien der Klasse von
Materialien mit fest-fliissig Ubergang. Daher besteht dudfi8asse der Materialien mit fest-fliissig Uber-
gang aus Flussigkeiten mit FlieBspannung Bhigsigkeiten mit pseudo FlieRspannung

6.4 Verhalten des endochronen MXWELL Elements unter verzerrungsge-
regelter sinusférmiger Anregung mit physikalisch grof3er Amplitude

Im Folgenden wird das Materialverhalten des endochronex\WELL Elements unter verzerrungsgesteu-
erter sinusférmiger Anregung
Yen = ysin(ct) (6.35)

untersucht. Um die Materialantwort ausgehend aus einemlasteten Zustand heraus zu berechnen, wer-
den die Anfangsbedingungen

Ten(t=0) 20 (6.36)
Vecn(t=0) =0 (6.37)
q(t=0)=0 (6.38)

gewahlt. Da auch eine von Null verschiedene innere Varighdée Gleichung 6.36) erfullen kann, ist
ebenso die Bedingung aus Gleichubd3@ erforderlich, um die pseudo kritische Schubverzerryng g
entsprechend Gleichun§.@9 sinnvoll definieren zu kénnen. Zur Berechnung der Spansamtgvort wird
zunachst die kinematische Bogenlénge fur

(2n—1)n§t . (2n+1)m

n>0 : u=fy(t) = y[2n+(-1)" sin(wt)] 20 20

(6.39)
ermittelt. Dies ist ausfuhrlich in Anhang.6.1 dokumentiert. Aufgrund des alternierenden Vorzeichens
von ye ist die kinematische Bogenlange eine abschnittsweiseieeéri-unktion, die aus Abschnitten

mit jeweils konstantem Vorzeichen der Schubverzerrungdrasteht. Die Bogenlange ist in Abbildungen
6.5 und A.1 dargestellt. Folglich ist die Inversg(u) ebenfalls lediglich stiickweise definiert. Daher
existiert Gleichung €.5) nicht fur alle u als geschlossene Funktion, sodass die Spannungsantvebrt au
abschnittsweise definiert ist. Die Berechnung der Spannung

u)
n=0:  tafu(®)] =B[ (-1 % +1] ost< L (6.400
—1)n+1 (2n+1)lr Lr u(t) _
ne1s tut)]-p|[2E T EEE ) R gy BDT (e Dm
ewr +1 2w 2w

(6.40b)

erfolgt Uber die zweite Darstellungsform von GleichudL@ ausfuhrlich in AbschnitA.6.1. Spannungs-
antworten sind fur verschiedene Schubverzerrungsardplitun Abbildung6.6(a) dargestellt. Die ent-
sprechenden Graphen der inneren Variaplderen Verhalten Uber Gleichun@.2d berechnet ist, sind in
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t/s
oL 3t 5n m 9m  lln
120 ~ 2 2w 2w 20w 20w 20w 20
y_non:]_ n=2n=3/n=4/n= y n=1[ n=2/\\ n=3 [ n=4/\\ n-5
10y
o -
-~ 6y = 0
> " X
4y
2y
0 T 3 3T 5T -V o S S S S
O3 55T 5 2T 3 3T oy 3y 5y 7y 9 1ly
t/s u/l
(a) Kinematische Bogenlanggt) fiir eine verzerrungs- (b) Verlauf der Schubverzerrungn(t) —— im Ver-
geregelte sinusformige Anregung gleich zuyen(u) —— zur Validierung von Gleichung
(6.19

Abbildung 6.5: Aufteilung des Verlaufs der Schubverzegy(t) in yen(u) und die kinematische Bogen-
langeu(t) nach Gleichung3.61)

Abbildung 6.6(b) gegeben. Es ist zu erkennen, dass die Maximalspannung en §éherung der pseu-

do FlieBspannun@ entspricht, sobald die Schubverzerrungsamplitude ciasalibppelte der kritischen
Schubverzerrung betragt

MAX { Tetly—psingen) | ~ B 7> 2y . (6.41)

Dieser Sachverhalt liegt na®visly et al.(2014h Abb. 3(a)) analog zum RANTL Element vor, bei dem
das Maximum der Spannungsantwort gleich der FlieBspannpist, sobald die Schubverzerrungsampli-
tude den Wert der kritischen Schubverzerrung annimmt. WearSchubverzerrungsamplitude geringer

C . 7 1
7 /48 A
’l’ ’!, .r".’ 'i' 7
g 7 i
15 /5
© 3 1 /s A g o>
G AW TANAN AR AN X
= " Y, " v .
il v, \ N,
1y W [, '\_\\ ‘.\\
B k‘ e \\\ W NN
- -1
I I 3T 5T
0 5 5 T Al > 3T
t/s
(a) Spannungsantwort als Funktion der Zeit zu verzerrungsh) Innere Variable als Funktion der Zeit zu verzerrungsge-
geregelter sinusférmiger Anregung regelter sinusformiger Anregung

Abbildung 6.6: Materialantwort des endochronemvELL Elements zu verzerrungsgeregelter sinus-
formiger Anregung fUiG = 5-10*Pa undgB =5Pa;y =10 ——, y=3-107: ..., y=5.10"> — — —,
y=7-10"%-.-.- V=V =10% —— y=2.10% ... ,¥=310% ——— §=5.10%-.-.- ,y=10"3 —
—,y=5-103 ..., y=7-10% -~

als 310 der kritschen Schubverzerrung ist, so besitzt das enoloetMAXWELL Element

HookEsches Verhalten y< % Yer - (6.42)

Dies ist ebenfalls in deniPkIN Diagrammen der Abbildunge6.10und 6.11zu erkennen. Daher kann
der Maximalwert der Spannungsantwort in diesem Bereich digeclastische Naherung

3

MAX { TCh|vch=f/sin(wt)} ~GY Vs 10

Ver (6.43)

21(Boisly et al. 2014aGl. (10)), Boisly et al. 2014bGl. (15))
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abgeschatzt werden. Analog zunRANDTL Element kann die Charakteristik der Spannungsantwort je
nach Lage des Zeitpunktésin einen MODE 1 und 2 aufgeteilt werdeBdisly et al. 2014bS. 6)

MODE 1: T <l (6.44)
20 w

MODE 2: LML (6.45)
w 20

Die von der Zeit abhangigen Spannungsantworten fir MODEdLA1sind in Abbildung6.7 dargestellt.
Da der Zeitpunktz nicht analytisch bestimmt werden kann, wie es fur daga¥doTL Element mdoglich ist,

s N7 " A /
4 \\ //-' /AN P Sl \\ // \\ // \\ // 0%
LA Zam i p
0 3 3 T 3 o T T 3 or qa3r
t/s t/s

Abbildung 6.7: Transiente Spannungsantwort Abbildung 6.8: Transiente Spannungsantwort
zu verzerrungsgeregelter sinusformiger Anregungzu verzerrungsgeregelter sinusformiger Anregung

fur =10y = 10°° (MODE 1: —— ) undy= Ten|,,, _oqiner): —— iM Vergleich zum asym-
3Yer=3-10* (MODE 2: - ) mit G=5-10Pa  ptotischen Verlaufrehs: ——— (Kammer 2015
undp =5Pa analog zum®aANDTL Elementnach  Abb. 28(b)) furG = 5-10*Pa, 8 = 5Pa undy =
Boisly et al.(2014h Abb. 3(a)) 2y =2-107%

wird die numerisch evaluierte Abschatzung

MODE 1: Dy
MODE 2: Ver

y (6.46)
VS AYer (6.47)

in Analogie zuBoisly et al.(2014h Gl. (29), (30)) gewahlt. Weiterhin ist in Abbildung 7 zu erkennen,
dass sich die Spannungsantwort nicht instantan einstellt

Techso # TCh|ych:§/sin(wt) . (6.48)

Die LissajousDiagramme fiur MODE 1 und 2 sind in Abbildur@9 dargestellt. Sie sind ebenfalls qua-
litativ vergleichbar mit denen desRRNDTL Elements auBoisly et al.(2014k Abb. 7). Die Ubersicht des

1 1

Techa ! B
o
[ —
Tehoo /B
o
I

-1 0 1 -1 0 1
Yeh / V Vch / )7(4)
(a) (b)

Abbildung 6.9:(a) Erstes LssaijousDiagramm undb) zweites LssajousDiagramm des endochronen
MAXWELL Elements zu verzerrungsgeregelter sinusférmiger Anmgguit G = 5- 10°Pa und = 5Pa;
MODE 1: —— fiiry= 10y = 10-3; MODE 2: ... fur =3y, =3-10%

gesamten Spektrums vondsajousDiagrammen ist durch die ersten und zweitard?N Diagramme

in Abbildungen6.10und6.11gegeben. Fir physikalisch ,kleine* Verzerrungsamplituderhélt sich das
endochrone MxwWELL Element wie eine Bokesche Feder. Daher ist das erstes$ajousDiagramm

in guter Naherung eine Gerade und das Zweite ein Kreis. RBikdlisch ,groRe* Verzerrungsamplitu-
den gleicht das Verhalten des endochronemaxMELL Elements im Grenzfall dem eines Reibelements.
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Abbildung 6.10: Erstes IPKIN Diagramm, Abbildung 6.11: Zweites MPKIN Diagramm,

Teheo /MAX {Tch s } Uberyen/y, fir das endochrone Tehs /MAX {Tchs b Uber yen/yow, fur das endo-
MAXWELL Element mitG = 5-10*Pa undB = 5Pa chrone MaXwELL Element mitG = 5- 10*Pa und

B =5Pa
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Infolgedessen ist das erstesisasousDiagramm ein QuadraMaxey et al. 2008Abb. 1), und das Zweite
eine Treppenfunktion. Ratenunabhangige Eigenschafteemttochronen MxwEeLL Elements sind auch
daran erkennbar, dass diesisasousDiagramme nicht von der Kreisfrequenz abhandesigerung 10).
Um Speicher- und Verlustmodul sowie Héherharmonischedbaen zu kénnen, wird zunéchst ein flr
den eingeschwungenen Zustand reprasentativer Bereictifiziert. Anstelle den Zeitpunkp des in Glei-
chung B.87) eingefihrten STEADYSTATE Operators zu ermitteln, wir@ @ibklingende Exponential-
funktion aus Gleichungg(40 direkt durch Bestimmen der asymptotischen Spannungseintw

_1\n+1 el Vo _
Tonco(t) = fim_Ten(t) =B L)e(_l) ) | (202D

cost‘(%
gefiltert. Dies ist anhand Gleichung.l42) in AnhangA.6.1dargelegt. Die asymptotische Spannungsant-
wort ist in Abbildung6.8im Vergleich zur transienten Spannungsantwort dargéestgdil das endochrone

MAXWELL Element ein nichtlineares Materialmodell ist, werden daenmonischen Materialfunktionen
entsprechend den Definitionen fur LAOS berechnet. Der &peicodul

i< (2n+1)m

6.49
20 20 ( )

1 VZHZ

oo 1 ”
D ()| P | FE DD T ()7
G

ieN  (6.50)
B

ist auf Basis von Gleichung®(167) in AnhangA.6.2abgeleitet. Da Gleichung\(167) jedoch eine unend-
liche Potenzreihe enthalt und somit fir numerische Benaop@n ungeeignet ist, wurde die Potenzreihe in
Gleichung 6.50 nachn Gliedern abgebrochen. Eine Untersuchung der Modellvedgs in Abhangigkeit
der Anzahln bertcksichtigter Reihenglieder ist in AnhaAgs.4 vorgenommen. Anhand von Abbildung
A.2 ist verdeutlicht, dass fiB = 5-10* Pa undB = 5Pa die mit MxTLAB ® maximal mogliche Zahh = 37
nicht genugt, um die Gite der Referenzldsung zu erzielem Referenzlésung

n

acnk(7) :9% Iz{[rch_(;o(t.ﬂ) Sin(Kt 1) + Ten (1) sin(kat) ] [tea 4]} (6.51)
]

Benk(Vi) = ;)n Zn: {[Tch (tir1) cOSkwti 1) + Teho () cos(kwt))] - [tz —ti]} (6.52)
=1

. n . T
|:1...MAX{Z}; t=t1...1 mlttn:t1+§

wird semi-analytischberechnet. Dazu wird die analytisch bestimmte Spannubgeanaus Gleichung
(6.40 entsprechend den Gleichungéhl(19 bis (3.122 mit der Trapezregef? numerisch integriert. Die
Vorgehensweise ist in Anhani.6.4 ausfihrlich erlautert. Der auf Grundlage der semi-ansdiien Lo-
sung bestimmte Speichermodul ist in Abbildufid2dargestellt. Der charakteristische Punkt

ginoegh = Iy,i_%G;’ =G (6.53)

ist durch die Analogie zum ®ANDTL Element Boisly et al. 2014bGl. (31)) motiviert. Er ist aus Glei-
chung A.167) abgeleitet Folgerung 5. Zur Berechnung des Verlustmoduls

ooy 4B B Gy

Gah(V) == [1— Atanh( )] (6.54)
eh(¥) yr|T Gy B

ist Gleichung 8.120 geldst Kammer 2015S. 42). Die Struktur der Gleichung ist vollig identisch raér

Struktur des fur den NachflieBbereich gultigen Verlustnedies RANDTL Elements auBoisly et al.
(20148 Gl. (37)). Das Verhalten im Unendlichen

lim Gl4(7) = lim Gi/(7) =0 (6.55)
yaoo y~>oo

22(0elschlagel und Matthaus 1988. 48), Schwetlick und Roos 199%. 18, 123), Plato 2006 S. 117), Ereund und Hoppe
2007 S. 166), bahmen und Reusken 2008. 348), ; numerische Umsetzung mit der voaTMAB ® bereit gestellten Funktion
trapz
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G — . 1Oi+4 10i+4
\\ = i3 i+3
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~ 102 NN 1042 % ~ 107 1072 ~
o 10i+1 \\ 10+1 EDO E 10+1 10i+1 ZDU
10 10 10 10
10%10° Ver L1.5yer 102101 102 10! 1® 100 1@?
yl1 w/radst

Abbildung 6.12: Speichermodul des endochronen Abbildung 6.13: Speichermodul des endochro-
MAXWELL Elements in Abhangigkeit von der nen MAXWELL Elements in Abhangigkeit von
Schubverzerrungsamplitude auf Grundlage derder Kreisfrequenz auf Grundlage der semi-
semi-analytischen Losung nach Gleichuggb() analytischen Losung nach Gleichung.81) mit
mit k = 1; Verlustmodul nach Gleichun®.54) fur k = 1; Verlustmodul nach Gleichun®.64) im Be-

Ver = g G=5-10"Pa undB = 5Pa reichG.(¥) > GLu ()

gleicht ebenfalls dem desRRNDTL Elements Boisly et al. 2014bGl. (40)). Das Verhalten des Verlust-
moduls ist in Abbildungs.12grafisch dargestellt. Aufgrund des endochronen Verhalttigt der Verlust-
modul nicht sprunghaft, sondern kontinuierlich an. Dahgite sich

IlmG h(y)=0 (6.56)

im Unterschied zum RANDTL Element Boisly et al. 2014bGl. (36)) (Folgerung 19. Das Maximum des
Verlustmoduls konnte vom Autor dieser Arbeit nicht anagti bestimmt werden. Stattdessen wird

MAX {Geh(¥)} » MAX {G[ (V) } ~ Gen (7~ 15ycr)~— (6.57)

in Analogie zum RANDTL Element nactBoisly et al.(2014h GI. (39)) motiviert. Lediglich die Verzer-
rungsamplitude des Maximums in Hohe vpa 1.5y, weicht marginal von der desRANDTL Elements
V=2V ausBoisly et al.(2014h Abb. 4) ab. Weil das endochroneMMwELL Element ratenunabhangig
ist, sind Speicher- und Verlustmodul, wie man in Abbildufid3 erkennen kann, unabhangig von der
Kreisfrequenz. kolgerung 10 Die Hoherharmonischen

77'[
achk(Y) = / s Sin(@) sin(k)do k = ungerade (6.58)
ncosh(
1 3_7T
Benk(V) = 4B (- 1) : 2B fe%sm(e) cogk)de k = ungerade (6.59)
my ncosl‘( )

sind in AnhangA.6.3 hergeleitet. Driickt man die Exponentialfunktion durcheaimendliche Potenzreihe

=y X (6.60)
i=0 i!
aus, und bricht diese wie in Anharg6.3 beschrieben naamGliedern ab, so erhélt man
. £ ]
n I oi-1 )
an(P)» —2P (9) Yy~ fsin'(e) sin(k6)de k=ungerade  (6.61)
ncosh(yl) =|I\B/) it J
cr E ]

3

| %1 jsini(e) cogk)d6

@ (0% :
) 07 cosh( ) 7 ncost‘( ).Z(

2

k=ungerade (6.62)
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Wie in AnhangA.6.3 beschrieben ist, rechtfertigt der Nutzen nicht den Aufwand analytischen Be-
rechnung der Integrale aus Gleichungérbl) und 6.62. AuRerdem besteht dazu an dieser Stelle kein
zwingender Grund, da wesentliche charakteristische unktels des Analogieprinzips zur analytischen
Losung des RANDTL Elements postuliert und numerisch verifiziert werden kéniseswegen und auf-
grund der Tatsache, dass weder die grafische Darstellungndéytischen Losung basierend auf Expo-
nentialfunktion (Gleichunger6(58 und 6.59) noch die Graphen der analytischen Lésung auf Basis der
abgebrochenen Potenzreihe (Gleichungel) und 6.62) die Qualitat der semi-analytischen Losung be-
sitzen, ist letztere vorzuziehen. Dies ist ausfuhrlich mhAngA.6.4 beschrieben. Die Hoherharmonischen

300 3000 200 < 2000
£ 200 7 \\ 2000 & & 100 Al 1000 &
\2 1000 Y \ - éooo 5 \g 0 Y {\\,.\ 0 >
('éj - q’ C&_) —'// I ,‘> ﬁj
. 100 AN %‘"‘”_1000@ = 1000 mm 2 s 3a-1000 2
£ 200 2000 = —200 MM ST 120002
o - M~ vy ~
£-3000 \V/ -3000& §-3000 —t -3000 5

~400 —4000 -400 - ~4000

106 10° Yr 102 102 10! 106 10° Yer 10° 1072 101!
yl1 vl
(@) ach3(V):——, bena(7): —— @p5(P): -+, bps(P): -+ (b) ach7(¥): —— ben7(V): ——, apa(P): =+, bpo(P): -+

Abbildung 6.14: Hoherharmonische des endochronenxWeLL Elements in Abhangigkeit der Schubver-
zerrungsamplitude auf Basis der semi-analytischen Loeang Gleichungers(51) und 6.52) fur e, = g
G=5-10"Pa undB = 5Pa

sind in Abbildung6.14dargestellt. Dass die Hoherharmonisclagg undbep  flr y< 1% Yer VErschwinden,
ggg) acnk(y) =0 (6.63)

92“0 benk(¥) =0, (A.186)

ist verstandlich, da sich das endochroneXWELL Element in diesem Bereich nach Gleichurtg4Q)
in guter Naherung wie eine ébkesche Feder verhélt. Die normierten Intensitaten sind in&higigkeit
der Schubverzerrungsamplitude in Abbildu@d5 gezeigt. Entsprechend den bisherigen Erkenntnissen
nehmen die normierten Intensitaten die Werte des Reibelsnaa, sobald die Schubverzerrungsamplitude
viel groRRer als die kritische Schubverzerrung ist

:‘3&(9%500%,)N'F’—-km'f_<k:5. (6.64)

chl b lr1 K
Da die Hoherharmonischen und folglich auch die normiertéansitaten, ebenso wie Speicher- und Ver-
lustmodul aufgrund der ratenunabhangigen Eigenschafsneddochronen MXwWELL Elements nicht
von der Kreisfrequenz abhangen, wird auf die grafische Blausy verzichtet.
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Abbildung 6.15: Normalisierte Intensitaten des endocroaxwELL Elements als Funktion der Schub-
verzerrungsamplitude basierend auf den semi-analytistbeungen nach Gleichunge®.%1) und 6.52
fur yer = £, G=5-10*Pa undB = 5Pajk = 3: —— ,k=5: -+ k=7: ==~ k= 9: -+~
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7. Konzept und Identifikation der Flie3spannung

7.1 Fliel3spannung als phdnomenologischer Materialparanter

Die FlieRspannung wird in dieser Arbeit als ein ph&nomegistiher Materialparameter behandelt, der das
Materialverhalten des ReibelemenBoisly et al. 2014abeschreibt Folgerung 20. Er ist eine konstan-

te GroRRe ahnlich wie der Elastizitatsmodul depdkeschen Feder ein konstanter Materialparameter ist
(Barnes 1999S. 136). Jedoch sticht die FlieRspannung aus der Vielratilcderialparametern eines visko-
plastischen Materialmodells als ein besonderer Pararhetaus. Die Flie3spannung ist derjenige Mate-
rialparameter, der den phanomenologischen fest-fliisseyddng maRgeblich beeinflusst. Aufgrund des
besonderen Stellenwerts der FlieBspannung, hat sie inadgaigenheit zu Diskussionen veranlasst. Dabei
wurden verschiedenste Auffassungen hinsichtlich dertéxisund Messung der FlieRspannung diskutiert.
Beispielsweise gibt es die Meinungen, dass die FlieRspankein Materialparameter ist oder aber von
der Lastgeschichte abhartgtAndere Autoren sind wiederum der Ansicht, dass die FliaRspng nicht
existiere?. Beispielsweise unterteitlouwink (1957 S. 14) die FlieRspannung in diesem Zusammenhang
in eine scharfe und eine unscharfe FlieRspannung. Diedbestand sowie die Vielfalt an vorgeschla-
genen ldentifizierungsmethod@verdeutlicht die teils kontroversen Meinungen zur Flie®sping und
deren messtechnischen Bestimm@inBass die experimentell bestimmte FlieRspannung mafgetdin

der Messmethode abhargtiegt nach Auffassung voNguyen und Boge¢1992 S. 65),Tiu et al.(2006

S. 654) undOswald(2009 S. 13) unter anderem an

« zu stark vereinfachten Materialmodellen, (S5)
« einer unzureichenden Genauigkeit der Messsysteme iti®telaur Messmethode, (S6)
« der Tatsache, dass theoretische Annahmen bei der ptaktisémsetzung nicht erfillt sind, und (S7)

 dass die Messmethoden phanomenologisch gleichwertignioiett werden, sich jedoch auf mikro-
skopischer Ebene des Prifkorpers unterschiedlich auswioussot et al. 200und diese Unter-
schiede vom Materialmodell nicht abgebildet werden. (S8)

Neben diesen Griinden ist die Aussage Uherr et al.(2005 S. 102), dass die FlieRspannung eine be-
deutende GrofRe und ein wichtiges rheologisches Konzeptastn Definition dringend einer Erklarung
bedarf®, Anlass, um die Auffassung des Autors kurz darzulegen: DmwEpt der FlieRspannung wird in

1(Nguyen und Boger 1992S. 65), Coussot etal. 2002aS. 1), Moller etal. 2006 S. 274), Ewoldt 2006 S. 125),
(Ewoldt et al. 2007aS. 640), Ewoldt 2009 S. 209), Mezger 2010S. 57), fFall et al. 2010S. 1, 4)

2(Houwink 1957 S. 14, 31), Keentok 1982 S. 325), Walanisund Fan 1983S. 790), Barnes und Walters 1935
(Doraiswamy et al. 1991S. 655), Nguyen und Boger 1992S. 62), Husband et al. 1993S. 216), Coussot und Boyer 1995
S. 535), Bteffe 1996 S. 35), Barnes 1999S. 133, 146, 169, 173)Stokes und Telford 2004S. 138), Uhlherr et al. 2005
S. 101, 107),Tiu et al. 2006 S. 653), (Hess, Krdger und Fischer 2006; S. 389)jiqoulis 2007 S. 136), Andrade 2008S. 13,
33), Bonn und Denn 2009 (Oswald 2009S. 13)

3(Keentok 1982 S. 326), foshimura et al. 1987 (Nguyen und Boger 1992 (Coussot und Boyer 1995. 535), Gteffe
1996, (Barnes 1999 (Zhu etal. 20011112), Coussot et al. 2002t5. 574), Uhlherr et al. 2005S. 293), Tiu et al. 2006
S. 653), Maxey et al. 2008S. 1), Pham et al. 2008Tab. 2), Le Grand und Petekidis 2008. 580), Paredes et al. 2018. 1),
(Segovia-Gutierrez et al. 2011eh. IV, V), (Willenbacher und Georgieva 201S. 9)

4(Houwink 1957 S. 14), James et al. 1987S. 438), Nguyen und Boger 1992S. 62, 65), Barnes 1999S. 136, 140),
(Zhu et al. 2001 S. 1105), Stokes und Telford 2004S. 138), Uhlherr etal. 2005S. 293), Rouyer etal. 2005S. 111),
(Moller et al. 2006 S. 274, 275),Tiu et al. 2006 S. 655), Maxey und Hughes 200B. 2), Mitsoulis 2007 S. 136), Fall et al.
2010 S. 1), Bhavsar et al. 2013 (Willenbacher und Georgieva 2018. 9)

5(Steffe 1996S. 37), Barnes 1999S. 169), Stokes und Telford 2004. 137, 138), Jhlherr et al. 2005S. 106)

6englisches Originalzitat: , Yield stress is an importand amuch used rheological concept, but its definition is in otgeed
of clarification.”
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dieser Arbeit im Rahmen der phanomenologischen Materidéttierung angewendet. Der Autor dieser
Arbeit erachtet das Konzept der Flie3spannung zur Modetige praktischer Anwendungen als zweckma-
Rig” und gerechtgertigt, sofern die den Identifikationsexperitan zugrunde gelegten Restriktionen des
experimentellen Fensters ebenfalls in Simulationsrechen beriicksichtigt werdén Dazu sei auf die
Modellbeispiele zur Bestimmung der Gleichgewichtsrelatin Abschnitt3.4 verwiesen, da die Existenz
einer FlieRspannung mit der Existenz einer Gleichgewlgisterese verkntpft ist.

Eine zentrale Fragestellung hinsichtlich der Identifiatider FlieBspannung ist die Abhéngigkeit des
FlieBbeginns von der FlieBspannung. Unter anderem wirdrdausgegangen, dass die FlieRspannung
den Beginn des FlieRens beschréitbies muss jedoch nicht immer zutreffeliréiRig 1992 S. 5). Fiir
phanomenologische Plastizitéats- und Viskoplastizitabetie definiert die FlieBbedingung in Bezug auf
eine FlieRfunktion den FlieRbeginn. Sind wahrend eineegrgentellen Messvorschrift Spannungswerte,
bei denen sich der Status der FlieBbedingung von ,nichilgreiuf ,erfullt* andert, abhangig von der
Lastgeschichte oder dem experimentellen Fer8tso miissen neben der FlieRspannung weitere GroRen
einen Einfluss auf den FlieRBbeginn hab&nlgerung 20. Die FlieBspannung definiert den FlieRbeginn
dann ausschlieBlich fur den jungfraulichen Zustand deseN&s. Der Einfluss der Lastgeschichte auf
den FlieRbeginn wird durch innere Variablen mit zugehdarigatwicklungsgleichungen beschrieben. Dies
kann beispielsweise mittels des linear kinematisch vigieisden Teilmodells s aus Abbildungd.4(a)
nachvollzogen werden, dessen Fliel3funktion neben deRspennung auch vom Backstress und somit
vom plastischen Schubverzerrungsanteil abhangt. Dierguigge FlieRfunktion ist als Teil der konstituti-
ven Beziehungen iBoisly et al.(2014a Anhang B.1) aufgefuhrt. Weitere Beispiele sind die kdngtien
thixotropen Gleichungen vofoorman(1997 S. 57) undMoller et al.(2006 S. 281), bei denen neben der
FlieBspannung auch thixotrope Eigenschaften den Fliéfbbgeinflussen. Lediglich fir den Sonderfall,
dass die FlieZfunktion eines eindimensionalen rheolbgisdviodells keine innere Variable beinhaltet,
definiert einzig und allein die FlieBspannung den Fliel¥rediei 7| = 1y. Ein Beispiel dafir ist weder
verfestigendes noch entfestigendes plastisches Matentieiten. Dass dies fur die magnetorheologische
Flussigkeit aus Abschni@ zutrifft, ist mit der Reversibilitat des magnetorheoladien Effekts im Bereich
»-moderater Lastwechselzahlen zu begriinden. Somit kassdhlie3lich die FlielRspannung mit der Stéar-
ke der mikroskopischen Strukttiin Verbindung gebracht werden.

Im Allgemeinen ist zuallerest davon auszugehen, dass digrB@ung der FlieRspannung in den ldentifi-
kationsprozess aller Materialparameter eingebetteDistFlieRspannung wird als gleichwertiger Materi-
alparameter zu den Ubrigen angesehen. Es ist nicht zwarfigstéoglich die FlieRspannung als einen ex-
klusiven Materialparameter zu betrachten, der ohne diettender restlichen Modellparameter bestimmt
werden kann. Die Komplexitat des Identifikationsalgoritenhéngt dabei maf3geblich von der Komplexi-
tat des zugrunde liegenden Materialmodells ab. Je nachibehm&hrere Iterationsschritte notwendig, um
einen annahernd optimalen Parametersatz, der die Fliefispg beinhaltet, zu bestimmerko(gerung

20) Solch ein iterativer Identifikationsprozess wird in Absith8 fir magnetorheologische Flissigkeiten
angewendet.

~FlieBgrenzen haben in der Anwendungspraxis eine grol3eledg, und so wurden — durchaus mit viel
Kreativitat — im Laufe der Zeit zur Erfassung von entsprectemn Messwerten viele mehr oder weniger
sinnvolle oder brauchbare Methoden entwickelt* schriezger(2010 S. 53). Um eine fundierte Iden-
tifikationsstrategie sicherstellen zu kénnen, werden dehé-olgenden bereits in der Literatur angewen-

7(Houwink 1957 S. 14, 33), Keentok 1982 S. 325), Doraiswamy et al. 1991S. 655), Nguyen und Boger 19925. 62),
(Steffe 1996 S. 21, 35, 36),Barnes 1999S. 133, 137, 147, 150, 153, 168)dller et al. 2006 S. 275), Tiu et al. 2006 S. 653),
(Rao 2007S. 8), Oswald 2009S. 13)

8(Houwink 1957 S. 14, 33), Barnes 1999S. 134, 169)

9(Keentok 1982 S. 325), Dzuy und Boger 1983S. 321), Barnes und Walters 198%. 324), Dealy und Wissbrun 1990
S. 18), (Nguyen und Boger 199X5. 62), Weiss et al. 1994S. 772), Barnes 1999S. 136, 144, 147, 150)Carreau et al. 1999
S. 1304), Betten 2001 S. 20), Varnik et al. 2004 S. 2788), Stokes und Telford 20045. 137), Moller et al. 2006 S. 275),
(Tiu et al. 2006 S. 653), Mitsoulis 2007 S. 135), Yang et al. 2009S. 458), Fall et al. 2010S. 1), {VVicente et al. 2011S. 3704),
(Paredes et al. 2018. 1)

10(cheng 19865S. 543, 544), Nguyen und Boger 1995. 67, 68), Gotz et al. 200R (Uhlherr et al. 2005S. 106), Ewoldt
2006 S. 125), Ewoldt et al. 2007aS. 640)

11(Dzuy und Boger 1983S. 322), James etal. 1987S. 437), Coussot und Boyer 19955. 535), Gteffe 1996 S. 38),
(Carreau etal. 1999S. 1299), Zhu etal. 2001 S. 1105), Coussot et al. 2002bS. 574, 583), Coussot et al. 2002&8. 1),
(Stokes und Telford 20045. 137, 138), hlherr et al. 2005S. 101, 102), Tiu et al. 2006 S. 653), Maxey und Hughes 2007
S. 1), Mahaut et al. 2008S. 287), Mezger 2010S. 57), flos Santos et al. 201$. 667)
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dete Methoden vom theoretischen Standpunkt aus unterstiahEvaluierung gebrauchlicher Identifika-
tionsmethoden dienen dazu eindimensionale rheologischteridigleichungen als Modellbeispiele. Fur
weiterfihrende Beitrage zur Bestimmung der FlieRspannnmgohangigkeit der Messmethode sei auf
die Arbeiten vonPham et al(2006), Pham et al(2008 Tab. 2),Le Grand und Petekidi€2008 S. 580),
Rogers et al(20113, Rogers et al(20118 undLaurati et al.(2012; 111.D.3.) verwiesen.

Methoden zur Bestimmung der FlieRspannung von Materiatigriest-fliissig Ubergang kénnen grob in
statische und dynamische Verfahren unterteilt werden.dh&hgigkeit von der Wahl der Identifikations-
methode wird demnach zwischen eistatischen FlieRspannurig Tys und einerdynamischen Flie3span-
nung*3 Tyq unterschieden. Die statische FlieRspannung ist diejéfigBspannung, welche beim Ubergang
vom Vor- in den NachflieBbereich identifiziert wird. Somitrdifiir eine Flissigkeit mit FlieRspannung
wahrend eines Belastungsprozesses bis zum erstmaligéltekrfler FlieBbedingung angenommen, dass
keine mikroskopischen Prozesse stattfinden, die auf phénolwgischer Ebene als plastisches Flie3en zu
interpretieren sindSteffe 1996 S. 37, 203). Dies gilt nicht fir die dynamische FlieRspamuvelche
durch Extrapolation aus dem NachflieBbereich ermitteltwir

7.2 Fliel3kurve zur Extrapolation auf die dynamische Flie3pannung

Die dynamische FIieBspannu?‘Fgryd beschreibt diejenige Spannung, welche notwendig ist, disdhz
des Nachflie3bereichs flr eine weder ver- noch entfestegéissigkeit mit FlieBspannung aufrechtzu-
erhalten Steffe 1996 S. 37, 203). Sie kann durch die Extrapolation der Fliel¥uuy — 0 bestimmt
werdent4. Der Extrapolationsschritt wird im Folgenden durch EXT dargestellt. Es gilt

Ty » Ty = EXT{ gwmeas(fx)} . (7.1)

Da die FlieRBkurve fur Festkorper entsprechend TalkRaicht existiert, ist auch die dynamische Fliel3-
spannung flr Festkorper nicht definiert. Die dynamische¥slpannung ist somit fiir Materialien mit fest-
flissig Ubergang relevant. Allerdings ist es nicht ausgesskn, dass auch fir stark scherverdiinnende
Flussigkeiten eine zy — 0 extrapolierte GroRe identifiziert wirdiacosko 1994S. 92). Da diese GroRRe
aufgrund der Extrapolationsvorschrift lediglich mathéiseh begriindet ist, wird sie auch als scheinbare
FlieBspannund® bezeichnet. Daher eignet sich die dynamische FlieRBspangenau dann zur Bestim-
mung der FlieBspannung, wenn deren Existenz bereits na@wpn oder physikalisch motiviert ist.

In Abhéngigkeit davon, bis zu welchem Grad eine Messvatuiot die Vorgabey= 0 umsetzen kann, sind
die Messergebnisse zu bewerten. Die Auflésung des Messwysteeinflusst somit maf3geblich die dyna-
mische FlieRBspannur§. AuBerdem héngt die Giite der Modellvorhersage auch von deiadellierung
der FlieRkurve unterstellten Materialmodell ‘dbDeshalb wird die dynamische FlieRspannung zur Mo-
dellierung des Materialverhaltens magnetorheologiseh&de in Abschniti8 lediglich als erste Naherung
zur Abschatzung der FlieBspannung genutzt.

12(Cheng 1986S. 549), James et al. 1987(Nguyen und Boger 1993. 63), Husband et al. 1993. 216), (Weiss et al. 1994
S. 772, 774), $teffe 1996 S. 37, 206, 207),Rarthasarathy und Klingenberg 193 85), Zhu et al. 200}, (Kordonski et al.
2001; S. 1078, 1080),Goussot et al. 200215. 574), Yarnik et al. 2004 S. 2788, 2798),Zhu et al. 2005S. 180), Uhlherr et al.
2005 S. 293), Tiuetal. 2006 S. 654), Falletal. 2010 S. 1), Richetal. 2011 S. 9935), Rogers et al. 2011hS. 445),
(Rich et al. 2012S. 580, 583)

13(Cheng 1986 S. 549), Nguyen und Boger 1992S. 63), Husband et al. 1993S. 216), Weiss etal. 1994S. 772),
(Steffe 1996 S. 37, 207), Parthasarathy und Klingenberg 19% 82), Felt et al. 1996S. 590), Rankin et al. 1999S. 473),
(Kordonski et al. 2001S. 1078, 1080), Kordonski et al. 2001S. 1080), Coussot et al. 2002k5. 574), Varnik et al. 2004
S. 2798), Zhu et al. 2005S. 180), Uhlherr et al. 2005S. 293), Hohler und Cohen-Addad 2005. 1057), Maxey et al. 2008
S. 2 @ flow curve analysis)Lopez-Lopez et al. 200%5. 120), Fall et al. 2010 S. 1), (Tadros 2010S. 42), Rich et al. 2011
S. 9935), Rogers et al. 2011k5. 445), Rich et al. 2012S. 580, 583), DIN-Taschenbuch 398 2013. 439)

14(Tadros 2010S. 42), Keentok 1982S. 326), Barnes und Walters 1988bb. 1), Cheng 1986Abb. 5), Nguyen und Boger
1992 Abb. 1, S. 62 f.), Mlacosko 1994Abb. 2.5.2, 2.5.4),%teffe 1996 S. 36, 38), Barnes 1999S. 143), Tanner 2002S. 146,
Abb. 4.2(a-c)), Oswald 2009S. 13), Mezger 2010S. 53), Tikmani et al. 2013S. 5)

15(Nguyen und Boger 1992S. 63), Pahletal. 1995 S. 387), Barnes 1999 (Niedzwiedz etal. 2010S. 1108),
(Willenbacher und Georgieva 2018. 8), (Martinie et al. 2013S. 627)

18(Nguyen und Boger 1992S. 63), ghuetal. 2001 S. 1105), Oswald 2009 S. 13), Mezger 2010 S. 54),
(DIN-Taschenbuch 398 2013. 439)

17(Nguyen und Boger 1993X. 65), Steffe 1996S. 81), Carreau et al. 199%. 1304), Stokes und Telford 2004. 138)
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7.3 \erzerrungsrampe zur Identifizierung der statischen Fel3spannung

Zur Bestimmung der statischen FlieRspannung wird in deraitur eine rampenformig aufgebrachte Ver-
zerrung vorgeschlagéfi. Die Schubverzerrung

y= it {y=konst =: (7.2)

besitzt demnach eine konstante Rat®ie Spannungsantwort in Abhangigkeit der ZHt) beziehungs-
weise die Spannungs-Schubverzerrungs Antwdiy), wird gemessenNguyen und Boger 19925. 68).
Auf Grundlage der gemessenen Spannungsantwort existange Vorschlage, eine statische FlieRspan-
nung zu bestimmen: Die statische FlieRspannung ist

1. diejenige Spannung, ab der die Spannungsantwort nidmt eeer linearen Funktion fold®,
2. das Maximun?® von t(t) bzw. t(y),
3. die Plateauspannuig falls die Spannungsantwort anstelle eines Maximums eiteRl besitzt.

Weil die Spannungsantwort im VorflieBbereich viskopla$tes Materialien aufgrund viskoelastischer
Eigenschaften maRRgeblich mit der Schubverzerrungsratieres kann Zhu et al. 2001S. 1119), hangt
bei dieser Methode folgerichtig auch der Wert, welcher datischen FlieBspannung zugeordnet wird,
von der Verzerrungsrate ab. Daher eignet sich diese Metimodeesten Fall nur bei ausreichend kleiner
Verzerrungsraté® zur Bestimmung der statischen FlieRspannung. Da jedoanRiahangigkeit selbst bei
der messtechnisch kleinst mdglich realisierbaren Veungsrate nicht ausgeschlossen werden K3riat
die Zulassigkeit dieser Methode fir jedes Zusammenspiachen Materialprobe und Messeinrichtung
zu Uberprifen.

Hinsichtlich des ersten Definitionsvorschlags ist zu blesightigen, dass die FlieBspannung nur ge-
nau dann der Spannung beim Abweichen von linearem Verhaltéspricht, wenn der VorflieRbereich
entweder

e linear elastisch ist oder (S9)

« viskoelastische Eigenschaften mit linear elastisch@idBbewichtsrelation derart besitzt, dass ra-
tenabhangige Effekte beim Aufbringen der messtechnisahggt moglichen Verzerrungsrate ver-
nachlassigbar sind. (S10)

Selbst wenn Bedingung 18) erflllt sein sollte, ist die Definitionsvorschrift zur Besmung der
FlieBspannung nicht allgemeinglltig, da sie fur nichdinelastische Eigenschaften versagilgerung
21).

Bezuglich des zweiten Definitionsvorschlags ist zu beaghtiass ein Spannungsmaximum einer
1(t) odert(y) Kurve auch aufgrund thixotroper Eigenschaftémervorgerufen werden kann, ohne dass
das Material eine FlieRspannung besitzt. Die Glltigkeisds Kriteriums ist daher fur eine Materialprobe

18(Dzuy und Boger 1983S. 324), James et al. 1987. 443), Nguyen und Boger 1992%. 68), Zhu et al. 2001 S. 1107),
(Stokes und Telford 2004. 141), Baker et al. 2008 (Yang et al. 2009S. 458)

9(James et al. 1987S. 444), Nguyen und Boger 1992S. 68), Zhu etal. 2005 S. 180), Moller etal. 2006 S. 276),
(Vicente et al. 2011S. 3705)

20(Denny und Gosline 1980S. 386, Abb. 9), James et al. 1987S. 444), Nguyen und Boger 1992S. 68), {\eiss et al.
1994 Abb. 4), (Steffe 1996 S. 203), Larson 1999 S. 36), Stokes und Telford 2004S. 141), Uhlherr et al. 2005S. 293),
(Hohler und Cohen-Addad 2005. 1056), Moller et al. 2006 S. 276), Ewoldt 2006 S. 25), Ewoldt et al. 2007aS. 641), Rao
2007 S. 77), Chhabra und Richardson 2008. 93), Stokes und Frith 20085. 1135), Yang et al. 2009S. 458), [aurati et al.
2011, S. 689 ff.), Vicente etal. 2011 S. 3705), Koumakis et al. 2012S. 1, 3), DIN-Taschenbuch 398 201%5. 443),
(Bhavsar et al. 201,35. 854)

2Y(Ashour et al. 1996S. 126), Uhlherr et al. 2005S. 293), Baker et al. 200p

22(James et al. 198. 443), Nguyen und Boger 19935. 69), Steffe 1996 S. 203), Gtokes und Telford 2004. 141, 142),
(Ewoldt 2006 S. 27)

23(Lion 1994 S. 16), Haupt und Lion 1995S. 75), Haupt 2002S. 255, 257),Kastner et al. 2012S. 44)

24(Zhu et al. 2001S. 1107), Stokes und Telford 20045. 142), Uhlherr et al. 2005S. 293)
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stets nachzuweisen. Mguyen und Bogef1992 S. 68) wird das Maximum Kriterium generell infrage
gestellt.

Die Handhabung einer Verzerrungsrampe zur ldentifizierdeg FlieRspannung wird nun fir das
rCROSSBINGHAM-HOOKE Element, dessen Spannungsantwort in Abbildig(a) dargestellt ist,
bewertet. Das r€ossBINGHAM-HOOKE Element besitzt einen linear elastischen VorflieRbereiuth u
erfullt somit Bedingung (9). Das Abweichen von linearem Verhalten kann somit aus #iesoher Sicht
als Kriterium zur FlieBspannungsbestimmung genutzt werteAbbildung5.3(a)ist jedoch zu erkennen,
dass das Abweichen vom linearen Verlauf generell schwegdstellt werden kann und subjektiven
Empfindungen unterliegt. Je nachdem wie sich das Zusamimeézsgschen der messtechnisch kleinst
moglichen Verzerrungsrate und den ratenabhéngigen Efietiés NachflieRbereichs auswirkt, wird die
FlieBspannung mehr oder weniger tberschéatzt. Es ist Waitersichtlich, dass das Spannungsplateau in
keinster Weise ausschlie3lich mit der FleiRspannung kertesondern ebenfalls von den ratenabhéngigen
Eigenschaften abhangt.

Am Beispiel des r@ossMAxXwELL Elements Boisly etal. 201% kann nachvollzogen werden,
dass das Abweichen der Spannungsantwort von einer lindaughktion nicht in jedem Fall mit der
Existenz einer FlieRspannung in Verbindung gebracht wekdan. Die Spannungsantwort desR@ss
MAXWELL Elements,t¢m(t) und tem(Yem), ist in Abbildung 7.1 dargestellt. Dazu sind zuné&chst die

TCm.oo Tcm.oo
© Veme-==|= "] © et Sebutul niututy
a A/VETD' ............. o /, .............
£ Ao E ‘
I—-Q /‘,." I~(;J G
(o 1
0 0
0 01 02 03 04 0 2:10°  4.10°
t/s Yem/ 1
(a) Spannungsantwort als Funktion der Zeit (b) Spannung als Funktion der Schubverzerrung

Abbildung 7.1: Spannungsantworten eines scherverdiemer@RossMAXWELL ElementsBoisly et al.
2019 fiir konstante Schubverzerrungsrat@ = yom: ——; Vom = Yo ———und jem = 21 e fur G =
10Pa,No = 8Pas /]« = 0.3PasKy = 10°s undyem = 10743

konstitutiven Beziehungen auBoisly et al. (2015 Gl. (62)) beziehungsweise Gleichunge®il@g bis
(8.19 unter Verwendung des WEER-Riickwarts Verfahrer® diskretisiert und anschlieBend fiir die
Anfangsbedinungcm(t = 0) = 0 mit dem NewToN-Verfahrer?® numerisch gelést. Wie in Abbildung.1

zu erkennen ist, weicht die Spannungsantwort nach einéinbaten Belastungsdauer von einer linearen
Funktion ab, obwohl das ®ssMAXWELL Element keine FlieRspannung als Modellparameter besitzt.
Grund dafir ist, dass sich der elastische Schubverzemuatajs nach der bestimmten Belastungsdauer
nicht mehr entwickelt, sondern konstant bleibt. Somit tzésilie Spannungsantwort im stationaren
Zustand einen Plateauwert

no_r’oo )L

co = Y = ) = 5 7.3
Tem. Te(Vem) (’7 +1+K1'|ch| Yem (7.3)

welcher identisch der Spannung derdssDampfers nactBoisly et al.(2015 Gl. (24)) ist. Im Zuge des
zweiten Vorschlags wirde aufgrund des existierendendlatertes falschlicherweise eine FlieRspannung
interpretiert werden, obwohl dem Material beziehungsavdi®dell keine FlieRspannung zugrunde liegt.

Letztlich kann festgehalten werden, dass sich die Verngstampe ohne weitergehende Untersu-
chungen nicht zur Bestimmung der FlieBspannung eignetERistenz einer FlieRspannung sollte vor
dem Anwenden dieser Methode bereits bewiesen, mindegdastj physikalisch motiviert sein.

25(Zienkiewicz 1984 S. 518), Qelschlagel und Matthaus 19885. 55 ff.), Oertel Jr. und Laurien 1995S. 102),
(Schwetlick und Roos 199%. 150), Schéafer 1999S. 139), Gchanz 2000S. 61), Simo und Hughes 200G5. 33), Betten
2004 S. 274), Ostermann 20055. 3.10), Dahmen und Reusken 2008B. 439, 445)

26(plato 2006'S. 99), Dahmen und Reusken 2008. 181)
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7.4 Spannungsrampe zur Bestimmung der statischen Fliel3spaung

Analog zur Verzerrungsrampe wird in der Literatur auch déewendung einer Spannungsrampe
T=1t {t =konst =: T (7.4)

zur ldentifizierung der stischen FlieRspannung in Betrgekbgen. Dabei wird eine konstante Spannungs-
rate vorgegeben und die Schubverzerryngpwie die Schubverzerrungsragaverden ermittelt. Hierftir
existieren mehrere Vorschlage, die statische FlieRspannu definieren: Die statische FlieRspannung ist

1. diejenige Spannung, bei der die linear skaligite) Kurve von der Gestalt einer linearen Funktion
abweicht8,

2. entsprechend ddiangentenmethodger Schnittpunkt zwischen der Tangente im Unendlichen und
der Tangente im Koordinatenursprung der doppelt logaiithmskaliertery(1) Kurve?®,

3. die Stelle des abrupten Anstiegs der doppelt logartitimésifgetragenep(1) Kurve,

Weil die Verzerrungsantworten viskoplastischer Mat@iamit viskoelastischem VorflieRBbereich von der
aufgebrachten Spannungsrate abhangen, variieren agehiga Spannungswerte, welche der statischen
Flielspannung zugeordnet werden. Berlcksichtigt man dite#ung der Gesamtspannung nach Glei-
chung B.43 in eine Gleichgewichts- und Uberspannung, wobei ledigtie Gleichgewichtsspannung mit
der FlieBspannung verknlpft ist, so resultiert analog zacAhitt 7.3 die Forderung einer Versuchsfiih-
rung mit verschwindend geringer Spannungsr&tiel{ et al. 2012S. 583). Somit wird deutlich, dass die
Bestimmung der FlieRspannung in einem Rotationsrheometerls Spannungsrampe von dem messtech-
nisch kleinst mdglich realisierbaren Drehmoment abhdbgtlediglich der Grenzfal@ =0 mit Ty = Tys
einhergeht, gilt in guter Naherurg ~ Tys wenn|f| 2 0.

Ebenfalls ist zu erwéhnen, dass die Bedingungé) (8d (SLO) gleichermal3en gelten. Wenn das elasti-
sche VorflieRverhalten eines plastischen Materials nieddt ist, kann die statische FlieBspannung weder
mit der Tangentenmethode noch mit dem Kriterium des Abvegishvon der Geradlinigkeit zuverlassig
bestimmt werden. Gleiches gilt fir den Fall, dass der Vd$fiereich eines viskoplastischen Materials vis-
koelastisch ist und ratenabhangige Effekte bei gegebesmmughsfiihrung nicht vernachlassigbar sind.
Wenn die oben genannten Bedingungen erfillt sind, liefieriethode der Spannungsrampe gute Ergeb-
nisse. Um dies zu zeigen, werden zunachst adasN® 1L Element und das BIGHAM Element untersucht.
Die Schubverzerrung desRBRNDTL Elements Boisly et al. 2014bAbschn. 3.1) ergibt sich zu

T, .
6" F<0,Ty= Tyt (7.5a)
Vo (Tp:t) = (A .
—+hlt-= :F=0, %= =konst. (7.5b)
G Tp

Um das Verhalten desfRANDTL Elements im NachflieBbereich beschreiben zu kénnen, istfeslich
die Schubverzerrungsrate zu kennen mit ges 1, aufgebracht wird. Hierfar ist der Einfachheit wegen
eine Versuchsfuhrung mit konstanter Schubverzerrurgggat f/p = konst unterstellt. Die Schubverzer-
rungsantwort des BIGHAM Elements! betragt

0 F<0 (7.6a)

Yo (To)l =t = [Tb— Tysign(ﬁ))]2 ‘F>0. (7.6b)

2Ty

Die Kurvenverlaufe sind in den Abbildungéh2 und 7.3 dargestellt. Wie zu erkennen ist, liefern sowohl
die Tangentenmethode als auch das Kriterium des Abweiclmndinearen Verhalten gute Ergebnisse.

27(Steffe 1996 S. 205), Zhu et al. 2001 S. 1113), Zhu et al. 2005S. 180), Baker et al. 200p (Maxey et al. 2008S. 2),
(Yang et al. 2009S. 458), Mezger 2010 S. 53, Abb. 3.2), Koos und Willenbacher 2011Supporting Online Material S. 6),
(Lexis und Willenbacher 2014\bb. 1), Xu et al. 2017 Abb. 1)

28(Lietal. 1999 S. 464), Zhu et al. 2001S. 1113)

29(Rao 2007S. 78), [Yang et al. 2009S. 458), Mezger 2010S. 55, Abb. 3.23, 3.24) IN-Taschenbuch 398 2013. 441),
(Lexis und Willenbacher 2013. 3), Brummer 2013S. 60), Lexis und Willenbacher 2014. 180, Abb. 1)

30(Houwink 1957 S. 10, 34), Brummer 2006S. 66), Rich et al. 2012S. 583, 584), DIN-Taschenbuch 398 2013. 443)

31(Giesekus 1994S. 213), Boisly et al. 2014aGl. (14))
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Im Folgenden wird analog zu Abschnitt3 Gberprift, ob die Kriterien hinreichend flir die Existenz ei
ner FlieRspannung sind, oder ob die Spannungsrampe dbdafathliche Ergebnisse liefern kann. Dazu

0.1
— —
S \ﬁ
G
0 0
0 Ty 0 Ty
T/ Pa T,/ Pa

Abbildung 7.2: Schubverzerrung deRANDTL Abbildung 7.3: Schubverzerrung desN&HAM

Elements fur eine Spannungsrampe Elements fiir eine Spannungsrampe Tit= 1%",
n =5Pas undy = 2Pa

werden die Schubverzerrungsantworten desa€sDampfers und des ®OSSMAXWELL Elements fir
verschiedene Parametersatze untersucht. Da beide Matedielle keine FlielRspannung besitzen, ist zu
zeigen, dass die Methode der Spannungsrampe ebenfalts kigaftspannung identifiziert. Die konstitu-
tiven Beziehungen des ROssDampfers konneiBoisly et al. (2015 Gl. (23)) und Gleichungd.3) ent-
nommen werden. Die Materialbeziehungen desd€sMAXWELL Elements sind irBoisly et al.(2015

Gl. (62)) beziehungsweise Gleichurg 1) hinterlegt. Aufgrund der nichtlinearen Eigenschaftenrken
sie vom Autor dieser Arbeit nicht analytisch gelost werdBaher erfolgt die Berechnung der Schub-
verzerrung numerisch. Fir denkGssDampfer werder(t., y£) zu den Zeitschrittet' fir vorgegebene
Spannungswerte mittels demeENTON Verfahren3? ermittelt. Daraus wird/(":+1 unter Berticksichtigung
desRiickwartsdifferenzenquotient&h

AR % ieN* (7.7)

bestimmt. Das Ergebnis fur den ersten Parametersatz idibiidung7.4 sowohl in linearer als auch dop-

1
0.05 7 10
0.04 / 10°2 /
< 003 Y < 108 /
X 0.02 4 X 1074
0.01 g
o 10°
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 102 10t 3.101
1./ Pa 1./ Pa
(a) Lineare Skalierung (b) Doppelt logarithmische Skalierung

Abbildung 7.4: Schubverzerrung desr@ssDampfers flr eine Spannungsrampe foit 1%5‘, No = 8Pas,
N = 0.3Pas und; = 100s

pelt logarithmischer Skalierung dargestellt. Die Schubseung des reoOSSMAXWELL Elements setzt
sich nachBoisly et al.(2015 GI. (62c)) aus zwei Anteilen zusammen, der soeben bereami@chubver-
zerrung des reossDampfers und dem Anteil der #bkeschen Feder. Die Schubverzerrungsantwort ist
in Abbildung 7.5 fir den ersten Parametersatz sowohl in linearer als aucpettopgarithmischer Ska-
lierung aufgetragen. Entsprechend dem Kriterium vom Abiven von einer linearen Funktion, ist es fur
die linear skalierten Graphen aus Abbildunge#und 7.5 denkbar, falschlicherweise eine Flie3spannung
zu identifizieren. Wertet man hingegen die doppelt logarifiche Darstellung mit der Tangenentenmetho-
de aus, so wirde man davon absehen. Es sind allerdings atarhd®arsatze denkbar, bei denen selbst
die Tangentenmethode der doppelt logarithmischen Danstelversagt und eine FlieBspannung identi-
fiziert, obwohl keine vorhanden ist. Dies trifft flr starkhscverdiinnendes Verhalten zu, wie es in den

32(Schétfer 1999S. 165), Plato 2006 S. 99), Freund und Hoppe 20085. 292, 335), Dahmen und Reusken 2008. 181)
33(Schafer 1999S. 139), Plato 2006 S. 229), Dahmen und Reusken 200B. 445)
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Abbildung 7.5: Schubverzerrung desrREGssMAXWELL Elements flir eine Spannungsrampe mQif, =
1F2, G =50Pa,no = 8Pas/).. = 0.3Pas unk; = 1000s

Abbildungen7.6 und 7.7 gezeigt ist. Je gréRer das Verhaltrﬁg, desto grofRer ist auch die Tendenz,
dass die Tangentenmethode flr eine doppelt logarithmigffjetragene Schubverzerrungsantwort falsch-
licherweise eine FlieBspannung identifiziert. Gleichdssfigr die Auswertung der doppelt logarithmisch
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0.04 / 10_2 rﬁé . .
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Abbildung 7.6: Schubverzerrung desrGssDampfers fiir eine Spannungsrampe tait 1%5‘, No=50Pas,
Neo =0.1PasK; = 1000s undk, = 0.05

aufgetragenen Antwort der Schubverzerrungsrate. Méltanbacher und Georgie2013 S. 8) ist dieser
Sachverhalt so zu interpretieren, dass es sich vielmehrinerseheinbare FlieBspannung handelt, die auf
einen starken Viskositatsabfall innerhalb eines kleinparBungsbereiches zuriickzufiihrerfstFolge-
rung 21) Diese sogenanntecheinbareFlieRspannung steht jedoch in keinem Zusammenhang minder i

1
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5 0.04 // £ 107 //L%MZ.Z :
0.02 ’ _/ fm, 1
0 104 G 'K
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(a) Lineare Skalierung (b) Doppelt logarithmische Skalierung

Abbildung 7.7: Schubverzerrung desRGsSMAXWELL Elements fiir eine Spannungsrampe it =
1%‘, G=50Pa,ng =100Pasn., = 0.1PasK; = 1000s undk, = 0.05

dieser Arbeit als Materialparameter des Reibelementsgihgen FlieRspannundrglgerung 20. Es ist

also zu konstatieren, dass eine Spannungsrampe ohneenRitétuing nicht hinreichend zur Bestimmung
der statischen Flielspannung ist.

34eng|isches Originalzitat: ,Soft matter, such as, for exEmngispersions or emulsions, does not exhibit a yield stireshis
strict sense. Instead, these materials often show a ddwstitge of viscosity by orders of magnitude within a narroeeststress
range and this is usually termed an apparent yield stregsar@i.2a,b).“Willenbacher und Georgieva 2018. 8)
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7.5 Amplitudensweep zur ldentifizierung der statischen Fil3spannung

Neben den monotonen Versuchsfilhrungen kann ebenfallsieinsformige Versuchsfihrung zur Bestim-
mung der statischen FlieRspannung genutzt werden. In ¢emabir wird die auf diesem Weg ermittelte
FlieRspannung daher auch alszillatorische FlieRspannurig bezeichnet. Dazu wird ein Amplituden-
sweep® aufgebracht, bei der die Kreisfrequemzkonstant gehalten wird. Die Amplitudeq der Steuer-
groRex; = X sin(wt) werden aufsteigend fiir= 1...n Werte variiert. Im Falle dessen, dass die Steuergro-
Re die Schubverzerrung ist="y, und nichtlineares Materialverhalten vorliegt, handsltsgeh um einen
LAOStrain Amplitudensweep. Als Ergebnis erhalt mianl...n Messpunkte fiir Speiche6] und Ver-
lustmodulG;” in Abh&ngigkeit der Schubverzerrungsamplitygdst die Steuergréf3e die Spannurg, T,
liegt ein LAOStress Amplitudensweep vor. Mittel® BRIER Transformation der Verzerrungsantwort er-
halt man dynamische Nachgiebigkeiten als Funktion der Sjpagsamplitudert; (Ewoldt 2013 S. 183).
Nach Auffassung voiRouyer et al(2005 S. 113) gibt es kein eindeutiges Kriterium, nach dem die sta
tische FlieRspannung mittels oszillatorischer Verstigsing bestimmt werden kadh Stattdessen exis-
tieren zahlreiche Vorschlage:

1. Nach einem Vorschlag vdRouyer et al(2005 S. 113) konnen die FlieBspannungund die Flief3-
verzerrungy, mittels des Speichermoduls empirisch definiert werden Al spannung ergibt sich
aus dem Schnittpunkt der Anfangs- und Endtangenten an dedernSpannungsamplitude abhan-
gigen Speichermodd?.

2. Analog dazu wird vorgeschlagen, die FlieRverzerifhaus dem Schnittpunkt der Anfangs- und
Endtangenten des von der Schubverzerrungsamplitude gigearSpeichermoduls zu bestimmen.

3. Nach einem anderen Vorschlag ergibt sich die FlieRspanals Schnittpunkt der von der Span-
nungsamplitude abh&ngigen Speicher- und Verlustmdauf.

4. In analoger Weise wird die FlieBverzerrung auch aus dehmifjounkt bestimmt, der sich fir
Speicher- und Verlustmoduls als Funktion der Schubveurgsamplitude ergibit.

5. Auch wird die Schubverzerrung am Maximum des Verlustn®edls FlieRverzerrung definiéi

6. Entsprechend de®IN-Taschenbuch 39012 S. 445) ist die FlieRspannung diejenige Spannung,
ab welcher die von der Spannungsamplitude abhangigent@peimd Verlusmodulf® nicht langer
amplitudenunabhéangig sind.

7. Saint-Jalmes und Duriafil999 S. 1411, S. 1415 ff.)Christopoulou et al(2009 S. 5057 ff.),
Koumakis und Petekidi§2011, S. 2459 ff.) undLaurati et al.(2011; Abb. 6) tragen zunachst die
fur LAOStrain gemessenen Maximalspannungen doppeltikhgaisch Gber der Schubverzerrungs-
amplitude auf. Der Schnittpunkt der Anfangs- und Endtateyedefiniert den FlieRpunke (W, Ty).

35(Li etal. 1999 S. 465), Hohler und Cohen-Addad 200S. 1057), Rouyer et al. 2005S. 111), Rogers et al. 2011&. 747)

36(pahl et al. 1995S. 144), (i et al. 2003 S. 282), Celli et al. 2007 S. 1583), Mezger 2010S. 149), (DIN 51810-2;S. 8)

37englisches Originalzitat: ,There is no unique and rigohpusotivated criterion allowing a yield stress to be detared from
oscillatory data.” Rouyer et al. 2005S. 113)

3pie zugrunde gelegte Berechnungsvorschrift des Speitfemiehungsweise Verlustmoduls bei spannungsgeregedter V
suchsfuhrung konnte der Autor dieser Arbeit nicht im Detaiinehmen.

39(Yoshimura und Prud’homme 1987 (Weiss etal. 1994 S. 773), Yziqueletal. 1999 (Larson 1999 S. 36),
(Saint-Jalmes und Durian 199%. 1411, 1415), aint-Jalmes und Durian 199%. 1412), Rouyer etal. 2005S. 111),
(Hohler und Cohen-Addad 2005. 1056), Le Grand und Petekidis 2008. 582), Renou et al. 2010S. 1227), Rogers et al.
2011h S. 443), Koumakis und Petekidis 20}, )(Laurati et al. 2011S. 684), Lim und Ahn 2013 S. 648)

40(CeIIi et al. 2007 S. 1583 ff.), Pham et al. 2008Tab. 2), Mezger 2010S. 155), Koumakis und Petekidis 2018. 2462),
(DIN 51810-2;S. 8, 9),%egovia-Gutierrez et al. 2013. 1430, 1440),0IN-Taschenbuch 398 2013. 259, 445),artinie et al.
2013 S. 632), Lexis und Willenbacher 2013. 4)

“L(Phametal. 2006 S. 627), Phametal. 2008 S. 659, Tab. 2), l(e Grand und Petekidis 2008S. 583, 585),
(Carrier und Petekidis 200%. 255), Renou et al. 2010S. 1227), Koumakis und Petekidis 2018. 2459, 2461),(aurati et al.
2011 S. 682), Lim und Ahn 2013 S. 648), Koos et al. 2014S. 951)

42(Pham et al. 20065. 627), Helgeson et al. 2005. 305), Le Grand und Petekidis 2008. 583), Christopoulou et al. 2009
S. 5057 ff.), Renou et al. 2010S. 1227)

43(Weiss etal. 1994S. 774),Saint-Jalmes und Durigi1999 S. 1416), Pham et al. 2008S. 659, Tab. 2),Christopoulou et al.
2009 S. 5058), Koumakis und Petekidis 2018. 2462), LLaurati et al. 2011S. 684)
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Die folgenden Untersuchungen zielen darauf ab, festZestelelche der oben vorgestellten Methoden zur
Bestimmung der statischen FlieRspannung geeignet sindli&/berlegungen nachvollziehen zu kénnen,
sei zunachst auf die verzerrungsgesteuerten Amplitudsgpesvdes RANDTL Elements ausRoisly et al.
2014h, des rGiRossMAXWELL Elements au8oisly et al.(2015 und des BNGHAM-HOOKE Elements
ausBoisly et al.(2017) verwiesen. Zusatzlich dazu kénnen die Ergebnisse dessedArbeit analysierten
rCROSSBINGHAM-HOOKE Elements (AbbildungeB.12(a)bis5.16(a) und des endochronen AAWELL
Elements (Abbildund.12 verwendet werden. Daran ist zu erkennen, dass ein auggeprilaximum
des Verlustmoduls entsprechend des Typ Il Verhaltenshpan et al.(2002 Abb. 7b, 8c, 9c) keines-
falls hinreichend aber dennoch notwendig fur die Existanere-lieRspannung isE¢lgerung 15. Dass
ein Maximum des Verlustmoduls notwendig fur die ExisteneeFlieRspannung ist, liegt daran, dass die
Verlustmoduli aller Flussigkeiten mit FlieRspannung eiaXilnum besitzen. Es ist jedoch ein Trugschluss
anzunehmen, dass ein Maximum des Verlustmoduls hinreicfierdie Existenz einer FlieRspannung ist.
Beispielsweise kann ein Maximum im amplitudenabhéangigeriugtmodul auch fir das scherverdiin-
nende viskoelastische Verhalten derRadSsMAXWELL Elements Boisly et al. 201% oder thixotrope
Viskoelastizitat* festgestellt werdenFplgerung 15. Ein Amplitudensweep kann zur Bestimmung der
FlieBspannung ohne zusatzliche Informationen keine ndlibhe Aussagen liefern. Die Existenz einer
FlielRspannung sollte vor dem Anwenden dieser Methode tbdreiviesen, mindestens jedoch motiviert
sein.

Ebenso besitzt der Schnittpunkt zwischen den von der emzgsamplitude abhangigen Speicher- und
Verlustmoduli keinen Bezug zur Existenz einer FlieRspagniDiese Feststellungen decken sich in ana-
loger Weise mit den Erkenntnissen vaYinter und Mours(1997 S. 220), welche die oben genannten
Ansatze im Zusammenhang mit Polymeren nahe dem fest-fliiksiggang kommentieren und als ,weit
hergeholt* bezeichnef?. Die Aussagen volinter und Mourg1997 S. 220) sind ebenso fiir die Bestim-
mung der FlieRspannung giiltig, da der fest-fliissig Uberd@angliissigkeiten mit FlieRspannung genau
beim Erfullen der FlieRbedingung (FlieRbeginn) einsetzt.

Infolge eines phanomenologischen fest-fliissig Ubergateiggt sler Verlustmodul abrupt an und der Spei-
chermodul beginnt abzufallen. Die bei der Erfillung deeBbedingung auftretende Schubverzerrung wird
im Folgenden als FlieRverzerrupgbezeichnet. Sie ist kein Materialparameter. Die Flielf@ung muss
daher nicht zwingenderweise konstant sein. Im Allgemehmmgt sie von den Lastparametern der sinus-
formigen Anregung ab. Fir eine verzerrungsgeregelte Yasfiuhrung sind das die Schubverzerrungsam-
plitude und die Kreisfrequenz. In den folgenden Uberlegumgird darauf naher eingegangen. AuRRerdem
wird die Bestimmung der FlieBspannung auf der GrundlagelvaDStrain untersucht. Daftr werden fol-
gende Falle diskutiert:

(1) Der VorflieBbereich einer Flussigkeit mit FlieRspareei annahernd linear viskoelastisch. Folglich
ergibt sich die FlieRverzerrung entsprechéfdiss et al.(1994 Abb. 1, 2) als diejenige Amplitude, ab
der Speicher- und Verlusmodul nicht langer unabhéngig \emSthubverzerrungsamplitude sind. Die
FlieRBverzerrung und die kritische Schubverzerrung stimiiteerein

Yer =¥ - (7.8)

Fur Flussigkeiten mit FlieBspannung und linear viskoaelsem VorflieRbereich geht dies mit einem
abrupten Ansteigen des Verlustmoduls und der normierteamsitaten einher. Daher kann die FlieBver-
zerrung aus verzerrungsgeregelten sinusformigen Veesubbquem bestimmt werden. Dies ist fur das
PRANDTL Element inBoisly et al. (20140, das BNGHAM-HOOKE Element inBoisly et al.(2017) und

fur das r(ROSSBINGHAM-HOOKE Element in Abschnitb.4.1gezeigt. Weil die VorflieBbereiche dieser
drei Modelle lediglich linear elastisch sind, hangen derskritatsmodul und die FlieRBverzerrung, mit

der FlieBspannung Uber

T, =Gy mit ¥ =% (7.9)

44(yziquel et al. 1999aAbb. 5), (de Souza Mendes 2008bb. 10), Carrier und Petekidis 2009\bb. 4), de Souza Mendes
2011, Abb. 13), Derec et al. 2003Abb. 10)

45englisches Originalzitat: ,There are also some far-fedgh@posals for the LST: a maximum in tarf151] or a maximum
in G” [152] at LST. [...] It also has been proposed that the geltpmialy be reached when the storage modulus equals the loss
modulus,G’ = G” [153, 154], but this is contradicted by the observation thaG’ = G’ crossover depends on the specific choice
of frequency [154]." Winter und Mours 1997S. 220) LST steht fiir liquid-solid transition.
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zusammen. Die FlieRBverzerrung hangt ausschlieR3lich voisdeubverzerrungsamplitude aber nicht von
der Kreisfrequenz ab. Somit gibt es genau einen FlieRpUgkt ¥, Ty). Dieser Zusammenhang wird
in Abschnitt8 zur Parameteridentifikation genutzt. Es sei allerdingsufahingewiesen, dass die Fliel3-
verzerrung keinen Materialparameter darstellt. Sie ist gpeziell fir verzerrungsgeregelte sinusférmige
Versuche, eingefiihrter Parameter und hangt im Allgemeioender Schubverzerrungsamplitugteind
der Kreisfrequenzo ab. Folgerung 22

(2) Um zu zeigen, dass sich die FlieRBverzerrung nicht alisftich aus der Schubverzerrungsampli-
tude y ergibt, sondern zusatzlich ebenfalls von der Kreisfrequ@nabgangen kann, wird das LAOS-
train Verhalten des SHOFIELD-SCOTT-BLAIR Elements?® diskutiert. Dessen rheologisches Schaltbild

G, N2
Tssh<— m m H T —> Tssb
—1
Yssb

N

Abbildung 7.8: £HOFIELD-SCOTT-BLAIR Element

ist in Abbildung 7.8 dargestellt. Dreidimensional verallgemeinerte konstéuBeziehungen sind bei
Pouriayevali et al(2013 vorgestellt. Die das SHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element betreffenden Grol3en
sind mit dem LiteralindeX )ssp Versehen. Zur Beschreibung der FlieRverzerrung geniligichs aus-
schlieB3lich die Schubverzerrungsamplitude anzugebegicl@ing 7.9) ist nicht mehr gultig. Aufgrund des
viskoelastischen VorflieRbereichs hangt die Gesamtspeaninu\Vorflielbereich sowohl von der Schubver-
zerrung als auch von der Schubverzerrungsrate ab. Diesleasrgich wiederum aus der Schubverzerrungs-
amplitude und der Kreisfrequenz. Die FlieBverzerrundtstieh in Abhangigkeit der beiden Lastparameter
ein. Es gilty, = (v, ¥) = y/(V, w). Daher existiert eine Menge aller FlieRpunkie = y,(y, w), 1y). Die
FlieBspannung kann mit Kenntnis der Materialparam@&ieG, undn, sowie der Lastparameter bei Fliel3-
beginn, (y,w) < ¥, berechnet werden. Sie ergibt sich folglich als Maximum Spannungsantwort zu
derjenigen verzerrungsgesteuerten Anreguagt) = ¥ (V, w) sin(wt), bei der FlieRen erstmalig eintritt,

Ty = MAX ( TSSt{t)|y'ssb(t):Vy(Vyw) sin(wt)) . (710)

(3) Die Identifikation der FlieBspannung mithilfe verzemgsgeregelter Amplitudensweeps setzt im Allge-
meinen die Kenntnis aller den VorflieBbereich beschreiberdaterialparameter voraus. Dies kann man
sich mithilfe einer Parallelschaltung augfBOFIELD-SCOTT-BLAIR Element und MXwWELL Element
erklaren. In diesem Fall kann die FlieRspannung nicht GberMaximum derjenigen Spannungsantwort
bestimmt werden, bei der FlieRen erstmalig einsetzt. Gleig (.10 verliert an Gultigkeit, da sich die
Gesamtspannung additiv auf dasHFIELD-SCOTT-BLAIR Element und das MXwWELL Element auf-
teilt. Somit ist die Identifikation der Fliespannung in dmsamten Prozess der Parameteridentifikation
eingebunden und erfolgt iterativ.
(4) Ist der VorflieRbereich des Materials mit fest-fliissigefang nicht annéhernd linear viskoelastisch, so
kann die FlieBverzerrung nicht ohne Weiteres mit dem Agstedes Verlustmoduls beziehungsweise dem
Ansteigen normierter Intensitaten in Verbindung gebrasftden. Das kann man sich mithilfe einer Par-
allelschaltung aus rRossMAXWELL Element Boisly et al. 201% und FRANDTL Element Boisly et al.
2014H erklaren. Befindet sich das ROSSMAXWELL Element entsprecherbisly et al.(2015 Abb. 15
bis 17) in MODEw/3, w/4 oderw/5, und tritt auRerdem das Maximum im Verlustmodul bei Scleubsr-
rungsamplituden kleiner der kritischen Verzerrung dea®bTL Elements auf, korreliert das Ansteigen
des Verlustmoduls nicht mit der FlieRverzerrung.
Die bisher abgeleiteten Erkenntnisse gelten gleicherméilteendochrone viskoplastische Materialien.
Somit ist es in vollig analoger Weise mdglich, die pseud@fbdpannung des endochronem»WvELL
Elements zu bestimmen.

48(Reiner 1968S. 167), Du und Tscheuschner 1986. 48), Gamota und Filisko 1995. 422), Weipert et al. 1993S. 147),
(Spencer Jr. und Dyke 199Abb. 6), Butz und von Stryk 2002Abb. 4) (Wang und Liao 2011Abb. 14); Urspriinglich ist das

SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element als der rheologische Korp eingefuhrt worden. Es kann jedoch nach DIN
13343 (Abb. 4, Absch. 5.3%ross et al(2004 S. 311) Silber und SteinwendgR005 S. 178) undDIN-Taschenbuch 39@012
S. 41) in Abbildung7.8 iiberfiihrt werden, sodass die Gesamtspannung eine Sumridansind Gleichgewichtsspannung ist.
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7.6 Lissajous Diagramme im PIPKIN -Raum zur Bestimmung der stati-
schen Flie3spannung

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der statischem(fdpannung, ist die Auswertung vorssA-
Jous Diagrammen im BPKIN-Raum. Diese Methode wird iMaxey et al.(2008 S. 2, 8) angewendet.
Nach MAXEY ergibt sich die statische FlieBspannung fir eine verzgeuesteuerte sinusformige An-
regung analog zu Gleichund.@0 als diejenige Maximalspannung, bei der diss§aJousDiagramme
gerade noch eine elliptische Gestalt haben.

Wie schon in den Methoden zuvor herausgearbeitet ist, aattt diese Methode voraus, dass die Exis-
tenz einer FlieBspannung bereits nachgewiesen oder némdeghysikalisch begriindet ist. Das ist da-
durch begrindet, dass auchssAaJous Diagramme nichtlinear viskoelastischer, nichtlinearstdzher
sowie nichtlinear viskoser Materialmodelle von der eitiphen Gestalt abweichen kénnen, obwohl letz-
tere keine FlieBspannung besitzen. Diese Tatsache igtiddsiseise fiir den reoss Dampfer und das
rCROSSMAXWELL Element inBoisly et al.(2015 Abb. 7, 20, 21) gezeigt. Das Abweichen daskA-
JousDiagramme von der elliptischen Gestalt ist also zur Bestimgnder statischen FlielBspannung nicht
geeignet, wenn die Existenz der FlieRspannung noch nictivierb ist.

AuRBerdem ist zu fordern, dass das Verlassen der elliptisGestalt eine Folge von plastischem Fliel3en
ist. Wie bereits in Abschnitf.5 beschrieben wurde, ist es auch denkbar, dass nichtlinskoelastische
Effekte eher einsetzen, als die FlieBbedingung eines piaktischen Materialmodells erflillt ist. Je nach-
dem wieviel eher nichtlinear viskoelastische Effekte eimsn, wird die statische FlieRspannung mehr oder
weniger unterschatzt.

7.7 Relaxationsversuche zum Ermitteln der statischen Fllg&spannung

Ein weiteres in der Literatur verbreitetes Verfahren zustBemung der statischen FlieRspannung ful3t auf
der Auswertung von Relaxationsversuctién

[yt co<t<t (7.11a)
V(t)_{v -t +AL (7.11b)

Dazu wird das Material solange mit konstanter R{”atmlastet, bis das gewiinschte Relaxationsnivjeau
erreicht ist. Das Relaxationsniveau wird anschlieRendifie Haltezeit voit aufrecht erhalten. Die Span-
nung, welche nach dem Ende des Relaxationsversudh-Agiverbleibt, wird als statische FlieRspannung
definiert.

Der Ansatz dieser Methode ist vergleichbar mit der Bestimgnder Gleichgewichtsspannung nach Ab-
schnitt3.3. Daher ist zu beachten, dass die Gleichgewichtsspannurig 8onderféllen mit der statischen
FlieRspannung gleichgesetzt werden kann. Treten bessgiade Verfestigungseffekt€ auf, so setzt sich
die Gleichgewichtsspannung aus der statischen FlieRBgapgnmd einem Verfestigungsanteil zusammen.
Wirde die Gleichgewichtsspannung mit der Flie3spannueiglgiesetzt werden, so wirde man die Fliel3-
spannung lberschatzen. Dabei hangt der Umfang der Ub&rsobadavon ab, in welchem MaR das Rela-
xationsnivealy Uber demjenigen Relaxationsniveau liegt, welches notigast] um plastisches FlieBen zu
iniziieren. Liegt das Relaxationsniveau unter demjeniBefaxationsniveau, bei dem plastisches Flie3en
gerade einsetzt, so wird der statischen FlieRspannungveifiee3bereichsspannung zugeordnet. Infolge-
dessen wird die statische FlieRspannung unterschititiefung 23 Erschwerend kommt hinzu, dass man
allein aus Relaxationsversuchen nicht feststellen kabrheziehungsweise in welchem Mal3e die Fliel3-
bedingung erflllt ist. Deswegen wird diese Methode furestifiendes Material nicht als Mittel der Wahl
erachtet.

Unterstellt man dem Material jedoch, dass keine Ver- undestigungseffekte auftreten, wie es fir viele
Flassigkeiten mit FlieBspannung der Fall ist, so muss lietliglas Erflllen der FlieBbedingung fir das
korrekte Messen der FlieRspannung sichergestellt seim bPdeutet, dass sich fiir verschiedene Relaxa-
tionsniveaus nach dem Ende der Haltezeit ein und diesellax&m®nsabbruchspannung einstellt. Diese
entspricht folglich der statischen FlieRspannung. Miteghes rheologischen Modells, bestehend aus der

47(Keentok 1982S. 327), Dzuy und Boger 1983S. 324, 331),James et al. 1985. 444), Nguyen und Boger 199%5. 66)
48(Houwink 1957 S. 3), Maugin 1992 S. 4), Puzrin 2012S. 110)
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Parallelschaltung eines AKWELL und PRRANDTL Elements, kann man diese Tatsache nachvollziehen. Um
festzustellen, ob das Material Ver- oder Entfestigungsedin unterliegt, ist die Versuchsfiihrung fir ein
und dasselbe Material nach Entlastung und ,ausreichergktamialtezeit mehrere Male durchzufiihren.
Die zwischen den Relaxationsversuchen ,ausreichend lgehéaltene Entlastungszeit ist sicherzustellen,
damit ratenabhangige Materialeffekte wahrend dessetingjekli kénnen. Liegt nach wiederholt durchge-
fuhrter Versuchsfuhrung in guter Naherung ein identis@lessergebnis vor, so kdnnen Ver- und Entfes-
tigungseffekte fir moderate Lastwechselzahlen vernastgéwerden.

Die Schwierigkeiten, die bei der praktischen BestimmungGleichgewichtsspannung in Abschn4
existieren, bleiben im Generellen fir diese Methode besteDaher kann es unter Umstanden der Fall
sein, dass der Relaxationsabbruchpunkt, welcher desatati FlieRBspannung zugeordnet wird, von der
Dauer der Haltezeit abhangt. Es ist folglich ratsam, die&xgigkeit des Relaxationsabbruchpunktes von
der Haltezeit zu Uberprufen.

7.8 Kriechversuche zur Identifizierung der statischen Fli@spannung

Die Identifizierung der statischen FlieBspannung von weeermoch entfestigenden Materialien mit fest-
flissig Ubergang kann mittels Kriechversuch&rrfolgen. Dazu werden in aufsteigender beziehungs-
weise abfallender Reihenfolge mehrere Spannungsniveust " fiir eine Haltezeit\t aufgebracht. Die
Versuchsfuhrung ist in Abbildung.9 dargestellt. Die Evolution der Verzerrung in Abh&ngighkein der

t t t t t t
0 At i At nAt 0 At i At nAt
(a) Aufsteigende Reihenfolge (b) Abfallende Reihenfolge

Abbildung 7.9: Versuchsfiihrung zur Bestimmung der sth@scFlieRspannung auf Basis von Kriechver-
suchen

Zeit wird als Materialantwort fiir jedes Spannungsniveastibent®°.

Die statische FlieRspannung wird als das groRtmoglichen8peysniveau identifiziert, fir das die Ver-
zerrung gerade noch asymptotisch gegen einen Grenzwevelpert. Dies unterstellt die Abfolge
von Kriechversuchen, ausgehend von einem minimalen Spgsniveaus mit betragsmalig steigenden
Kriechniveaus entsprechend Abbildurid(a) Sobald die Verzerrungsantwort einen stationaren Zustand
mit konstanter Verzerrungsrate erreicht, ist die FlieBapag Uberschritten.

Alternativ kann die statische FlieRspannung auch als dgiegtmdgliche Spannungsniveau identifiziert
werden, fir das die Verzerrung nicht asymptotisch gegeane@®renzwert konvergiert. Zur Bestimmung
dessen wird die Abfolge von Kriechversuchen, ausgehenceiram maximalen hinzu geringeren Span-
nungshiveaus entsprechend Abbildunh@(b), aufgebracht. Sobald die Verzerrungsantwort einen statio
naren Zustand mit konstanter Verzerrung erreicht, ist def8Bpannung unterschritten.

Die Schwierigkeit bei dieser Methode liegt darin, zu engsgén, ob die Verzerrungsantwort mit endli-
cher aber von Null verschiedener Verzerrungsrate erfoligr ob die Verzerrung infolge einer verschwin-
denden Verzerrungsrate einen konstanten Wert angenomategDheng(1986 S. 543) beschreibt dieses
Phanomen damit, dass sich der Wert, welcher der statisdieftspannung zugeordnet wird, umso mehr
verkleinert, je gréRer die Beobachtungszeit ist. Die HaliieAt hat somit einen entscheidenden Einfluss

49(Cheng 1986S. 543), fames et al. 1987. 442), Nguyen und Boger 199%5. 66), Husband et al. 19935. 224), Gteffe
1996 S. 204), Zhu et al. 2001S. 1112), Coussot et al. 200215. 577), Uhlherr et al. 2005S. 105), Tiu et al. 2006 S. 656),
(Maxey et al. 2008S. 2), e Grand und Petekidis 2008. 581), Chhabra und Richardson 2008 93), Stokes und Frith 2008
S. 1135) Christopoulou et a2009 S. 5058 ff.), Mezger 2010S. 53, Abb. 3.1),RParedes et al. 201 8. 3), Vicente et al. 2011
S. 3705), DIN-Taschenbuch 398 2013. 444), Martinie et al. 2013S. 632), Koos et al. 2014S. 951)

50(Husband et al. 1993%. 225), Christopoulou et al. 20Q%\bb. 5, 7), Le Grand und Petekidis 2008. 581)
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auf das Messergebms. Fir eine zu klein gewéhite Haltezeit ist die UberspannumgKaiechabbruch-
punkt noch nicht vollstandig abgebaut. Infolgedessen wiedstatische FlieRspannung tberschétzt. Die
Haltezeit muss folglich ,ausreichend groR* sein, sodasdltierspannung vernachlassigbar klein gegen-
Uber der Gleichgewichtsspannung ist. Die experimentdiligebnisse voiCoussot et al(2002h Abb. 2)
undFall et al.(201Q Abb. 5) unterstreichen diesen Sachverhalt. Dieser kaoh #neoretisch mittels einer
Parallelschaltung aus MKkweLL und RRANDTL Element nachvollzogen werden.

Weiterhin ist zu berticksichtigen, dass die Methode fir Malien mit Verfestigungseffekten keine verla-
lichen Ergebnisse liefern kann. Infolge der Verfestiguonguergiert die Verzerrung auch nach Erflllen der
FlieBbedingung asymptotisch gegen einen konstanten Bst.wenn der Verfestigungseffekt gesattigt
ist, stellt sich zu einem konstanten Spannungsniveau &iiostrer Zustand mit konstanter Verzerrungs-
rate ein. Da jedoch viele Flissigkeiten mit FlieRspannwigekplastischen Verfestigungseffekte besitzen,
sind gestaffelte Kriechversuche ein geeignetes Mittel digrExistenz einer FlielRspannung festzustellen.
(Folgerung 23

7.9 Identifikation der Fliel3spannung einer magnetorheologchen Flussig-
keit

Eine fur diese Arbeit wesentliche Teilaufgabe, ist die Mbeleing der Messergebnisse der magnetorheo-
logischen Flussigkeit aus Abbildurys. Dass magnetorheologische Fluide eine FlieRspannuntz&esi
gilt als allgemein akzeptierter Stand der TechikDies ist in Abschnit2.5 anschaulich motiviert. Infol-
gedessen kann zum einen auf die direkte Bestimmung deispieRung mittels Kriechversuchen entspre-
chend Abschnit?.8 verzichtet werden. Zum anderen besteht die Moglichkedt Hiiel3spannung in erster
Instanz mittels der dynamischen FlielBspannung abzusthéfisgehend davon ist es legitim, den Wert
der FlieBspannung unter Berlcksichtigung verzerrungsgeger Amplitudensweeps zu modifizieren, so-
dass er im Mittel fur alle Materialfunktionen das beste Mberingsergebnis liefert.

5Y(Nguyen und Boger 19935. 66), (Mezger 2010S. 56)
52(Lemaire etal. 19955. 1012), Tang und Conrad 199&. 1167), Hagenbiichle und Liu 199B. 7664), Claracq et al. 2004
S. 38), Peng et al. 2008S. 28)



8. Modellierung des Materialverhaltens magne-
torheologischer Fluide unter einfachem Schub

In diesem Kapitel erfolgt die Modellierung des Schervadra magnetorheologischer Fluide im Bereich
geometrisch linearer Theorie. Grundlage hierflr sind desstingen zur Flielkurve sowie Speicher- und
Verlustmodul entsprechend Abbildury5. Zunéchst wird in AbschnitB.1 das Materialverhalten ohne
dem Einfluss eines auReren Magnetfeldes modelliert. UmtsedBedingung verhalt sich das MRF wie
eine normale Suspension. Anschlieend werden die Messgsge unter dem Einfluss eines au3eren Ma-
gnetfeldes ausgewertet. Der Betrag der magnetischen tiodukbernimmt dabei die Rolle eines Steuer-
parameters. Dies ist zulassig, da das Magnetfeld im Messgramagneto-rheologischen Messzelle des
Anton Paar Rheometers MCR 501 ausreichend homogen ist. Bssérigebnisse werden mittels verschie-
dener rheologischer Modelle abgebildet. Ziel des Modaifieéchs ist, das im phdnomenologischen Sinne
bestmdgliche Modellierungsergebnis zu erzielen. In Ab&ti8.2 wird dazu eine Parallelschaltung aus
rCROSSBINGHAM-HOOKE und rCROSSMAXWELL Element zugrunde gelegt. Dazu werden die Modell-
vorhersagen des KOSSBINGHAM-HOOKE Elements aus Abschnifiberticksichtigt, deren Interpretati-
on im Wesentlichen auf dem Verhalten desiBHAM-HOOKE Elements Boisly et al. 2017 ful3t. Da die
Vorhersagen des ®OSSMAXWELL Elements bereits iBoisly et al.(2015 veroffentlicht sind, ertbrigt
sich die theoretische Vorbetrachtung im Rahmen dieserimbe Parallelschaltung ausRRNDTL Ele-
ment und rkRossMAXWELL Element kommt in Abschni®.3 zur Anwendung. Die Modellvorhersagen
des RRANDTL Elements wurden bereits Boisly et al. (20140 publiziert, sodass sie im Rahmen dieser
Arbeit nicht mehr gesondert untersucht werden missen. Btiditt 8.4 erfolgt die Modellierung unter
Verwendung eines, zu einem ROSSMAXWELL Element parallel geschalteten endochronemxMELL
Elements. Abschlieend werden die Modellierungsergsbriis Abschnit8.5 ausgewertet.

8.1 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorl®ogischen
Fluids ohne dem Einfluss eines aul3eren Magnetfelds

Ziel dieses Abschnittes ist die Modellierung der in Abbildi.5(a)fiir |B| = 0mT dargestellten FlieBkur-

ver (f/) sowie des in Abbildun@.5(b)fur |B| = 0mT aufgetragenen Speicher- und Verlustmoduls,

—oo.meas

GleasUNd Gll .« Die Messunger( )measWurden von AAM und BorIN® aus der Gruppe von GEN-

BACH aufgenommen. Die Rohdaten der Messungen sind in AbschrTithinterlegt. Da der Anstieg der

TG No e Ki
Tem<— /"V\V\WW——-— }— —>Tem

Ys.cm - Vd.cm R

<

Abbildung 8.1: Rheologisches Schaltbild deRiESsMAXWELL Elements

Fliekurve mit zunehmender Scherrate sinkt, handelt éswsit scherverdiinnendes Verhalten. Eine si-
gnifikante dynamische Flie3spannung ist nicht zu erkenBendem Speicher- und Verlustmodul handelt
es sich nactHyun et al.(2002 und Hyun et al.(2011, Abb. 5) um ,Typ I“ Verhalten. Beide sind in der

Frank Adam, Dmitry Borin; Technische Universitat Dresdeakultat fiir Maschinenwesen, Institut fur Strémungsmaitha
Professur fur Magnetofluiddynamik (Professor Odenbach)
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selben GroRenordnung. Speicher- und Verlustmodul weisgkleinere” Verzerrungsamplituden ein Pla-
teau auf, bevor die Messwerte abfallen. Diese Eigenschaitéer Berticksichtigung des in Abschrizit
beschriebenen Materialverhaltens deutet auf einen Jis&tigchen flissigkeitsdhnlichen Charakter hin,
der mit einem r&@ossMAXWELL Element im MODEw/3a entsprechenBoisly et al. (2015 Abb. 15)
abgebildet werden kann. Das rheologische Schaltbild istibildung 8.1 dargestellt Boisly et al. 2015
Abb. 8). Die eindimensionalen konstitutiven Beziehungen

Tem = GYsem (8.1a)
r’O_ noo -

= Noot 70— 8.1b

Tem (’7 + 1+K1'|Vdcm|)yacm ( )

Yem = Ysem+ Yd.cm (8.1¢)

ergeben sich somit unter Bertcksichtigung der kinemagisaind kinetischen Bedingungen fir eine Rei-
henschaltung entsprechend den Gleichun@el) (nd 2.2). Analog zum MAXWELL Element kénnen die
Relaxationszeiten

Mo

(0() G (8.2)
_Ne
Uoo =5 (8.3)

eingefuihrt werden. Bei der Modellierung der FlieRkurve igo@peicher- und Verlustmodul hat sich her-
ausgestellt, dass sie fur ein und denselben Parametershtgleichermalen gut modelliert werden kon-
nen. Daher sind im Folgenden fiir zwei Grenzfélle, (1) detrbéglichen Modellierung von Speicher-
und Verlustmodul sowie (2) der bestmdglichen Modellieraieg FlieRkurve, die entsprechende Identifi-
zierungsstrategie sowie die zugehdrigen Modellvorhensatprgelegt. Die Parameteridentifikation unter
der MalRgabe, Speicher- und Verlustmodul bestmoglich zueftiecen, erfolgt in Abschnit8.1.1 Die
bestmdgliche Modellierung der FlieRkurve ist die Zielstad) von Abschniti8.1.2.

8.1.1 Identifikationsstrategie zur bestmdglichen Modelkrung von Speicher- und Verlust-
modul

Die Materialparameter werden im Folgenden derart bestjrdass sie die bestmogiche Modellierung des
Speicher- und Verlustmoduls garantieren. Dies erfolgeuNerwendung charakteristischer Punkte des
MODE w/3a des r@ossMAXWELL Elements. Zur Bestimmung des Schubmoduls und der Nullgitkio
werden Gleichungen (80) und (81) aBsisly et al. (2015 nach diesen Materialparametef@,und np,
aufgeldst. Man erhalt

2 2
G- (Ghno)” + (Gio)

(8.4)
Gho
; (Glo)’ +(Glho)? ©5)
0= : ’
wGl o

Somit kénnenG und ng Uber die arithmetische Mittelung entsprechender Messvwars Tabelld.2 und
A3

| Gilst Gids_ 5599Par 5736Pa

' ; 5 =56675Pa (8.6)
Gia2s+ Glsd, 44507 Pa+ 41907 Pa
:1,140 _ meas; meas _ 5 =43207Pa (8.7)

berechnet werden. Hierbei wird ein Messpuﬁi%ﬁ%g beziehungsweise;;i;gs) mittels der rechts oben
stehenden Nummér) gekennzeichnet. Es ergibt sich

G=89617Pa (8.8)
No=187.08Pa (8.9)
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unter Beachtung von
rad

W= 271? . (8.10)
Ziel des nachsten Schrittes ist die Identifizierung der fAatarK; und ... Dies erfolgt iterativ, solange
der bestmogliche Fit des Speicher- und Verlustmodulsarest. Weil fur den Speicher- und Verlustmo-
dul weder der Beginn des Plateaus im Unendlichéh, noch die Plateauwert@r, ., und Gy, selbst
abgeschatzt werden kdénnen, wird in erster Naherung

Ki~7958s (8.11)

nachBoisly et al.(2015 Abb. 14) tGber den Zusammenhang

1 -3
—~2-10 8.12
Ko (8.12)
aus MODEw/2 abgeschéatzt. AnschlielRend ergibt sigh. In weiteren Iterationsschritten werd&a und
N solange variiert, bis die Modellvorhersag8fj,, 4 Und G, .4 MOglichst nahe an den Messergebnissen

GheasUNd Glleasliegen. Letztlich erhdlt man

Ki=90s (8.13)
Neo =12Pas (8.14)

Die Modellvorhersagefi )modelSind im Vergleich zu den Messergebnisgemeasin Abbildung8.2darge-
stellt. Die Abweichungen zwischen Modellvorhersagen uress&rgebnissen sind mittels den Verhaltnis-
SeNTeo meay Too.model fUr die FlieBkurve sowigs)ead Grogel UNA G Mead Gmogel fUr Speicher- und Verlust-
modul quantifiziert.

—
) -
12 X% 6 o 10 g3
xxxx - : QVV N g: g
1] 9 ‘mmmm)‘lS — E_r) O (@)
n_ ~
< 0 Aﬁ 23 O o
% 6l % 3 “g;g 5 107 (5 5
= gl X This g -
:(X/ | ' - 23
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Too model” ©°° —, Smeas: oo, Gheas XXX, G/ qei —— und

model

rad

G//
—77€8: oooflr w =2y
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Abbildung 8.2: Modellvorhersagen im Vergleich zu Messbrgssen fur die Suspension aus Abschult
mit ® = 40vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerfliissigkeit MOTUL 300V; Modelthersagen
fir no =187.08Pas/. = 12PasK; = 90s undG = 89614 Pa

8.1.2 Identifikationsstrategie zur bestmdglichen Modelkrung der Fliel3kurve

Im Folgenden wird der Schwerpunkt auf die bestmégliche Miideng der FlieRkurve gelegt. Aus die-
sem Grund andert sich die Strategie zur ParameteridetitiikdDie Materialparameter des viskosen Teil-
modells, No, N uUnd Ky, werden zunachst mittels charakteristischer Punkte defilirve bestimmt.
Schatzt man die Nullviskositat als dynamische Viskositat

o 5879P
Toomeas_ 05879P g7y (8.15)
7.1 000ls

No»
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ab, hat sich gezeigt, dass die FlieRkurve tiberschétzt asgwegen wird die Nullviskositat als differenti-
elle Viskositat

No ~ Ndiff.i-1 (8.16)

berechnet. Diese wird mittels deentralen Differenzenquotientdmpproximiert und man erhalt

12 eas Too(¥=0)  1.749Pa

oco.meas

= = =3409Pas (8.17)
Yi-2—0 0.00513s?

No =

unter der Annahme von
Too(y=0)=0. (8.18)

Die letzte Annahme ist dadurch begrindet, dass d&oESMAXWELL Element keine FlUssigkeit mit
FlieBspannung ist. Die Viskositat im Unendlichegn wird Uber den Differenzenquotienten

=25 i=24
— 11.78Pa-11.68P
Noo ® Too.meas™ Toomeas _ 8 68Pa_ 24.4Pas (8.19)

Viios—Vioa  0.151-0.0959s1

bestimmt. Die Messwerte=2 ., 7224 T1=25__#_o, i-24 Und }i_o5 sind aus Tabellé\.1 entnommen.
Im nachsten Schritt wird aus Abbildur@y3(a)die charakteristische Schubverzerrungsrate

1 1
= _005= (8.20)
K1 S

abgeschatzt, woraus sich zunadkst 20s ergibt. Ausgehend davon, wikd solange variiert, bis sich der
beste Kurvenfit fir die FlieBkurve einstellt. Letztendlethalt man

Ki=23s (8.21)
G=89614Pa. (8.22)

Der Elastizitatsmodul ist Uber Gleichun8.4) ermittelt. Die Modellierungsergebnisse sind in Abbildun
8.3im Verhaltnis zu den Messungen dargestellt. Die Abweickangvischen Modell und Messung sind
als Verhaltnisse angegeben.
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Abbildung 8.3: Modellvorhersagen im Vergleich zu Messbrgssen fir die Suspension aus Abschguitt
mit ® = 40vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerfliissigkeit MOTUL 300V; Modelthersagen
flr no =3409Pas . =24.4PasK; = 23s undG = 89614 Pa

2(Plato 2006 S. 229), Schwetlick und Roos 199%. 18, 120)
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8.2 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorl®ogischen
Fluids unter dem Einfluss eines auf3eren Magnetfeldes auf Besdes
rCROSSBINGHAM -HOOKE Elements

8.2.1 Qualitativer Modellierungsschritt — Entwicklung einer Modellstruktur

Um das Materialverhalten eines MRF unter dem Einfluss einBsr&n Magnetfeldes modellieren zu kén-
nen, muss zunachst ein Materialmodell entwickelt werdes,inl der Lage ist die qualitativen Eigenschaf-
ten sowohl der FlieRkurven aus Abbildugdp(a)als auch der Speicher- und Verlustmoduli aus Abbildung
2.5(b) abbilden zu kdnnen. Im Gegensatz zu den ohne Einfluss eifiesgiuMagnetfeldes gemessenen
Verlustmoduli, besitzen die Verlustmoduli unter dem Eisfleines auReren Magnetfeldes ein ausgeprag-
tes Maximum. Nach einem Vorschlag vavaun et al.(2009 ist ein BNGHAM-HOOKE Element in der
Lage dieses Maximum zu modellieren. EinNG&HAM-HOOKE Element ist eine Reihenschaltung einer
HookEschen Feder und einemMsHAM Element Boisly et al. 2017. Es ist allerdings nicht in der Lage

y

N

'70.1((?3)) >
G1(B) 7(?;(8)
Tem <— ~v/VWW——— }—

Ys.cm Yd.cm
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) h 1y(B)
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Abbildung 8.4: Rheologisches Modell auf Grundlage derad€sBINGHAM-HOOKE Elements zur Mo-
dellierung des Materialverhaltens eines magnetorhestbgn Fluids

das scherverdiinnende Verhalten der Fliel3kurven aus AlsigjRl5(a)zu modellieren. Deswegen wird der
NEwTONsche Dampfer desIRGHAM Elements durch einen KbssDampfer nachBoisly et al.(2015
ersetzt. Somit erhalt man das in Abschiiteingefiihrte r&@ossBINGHAM-HOOKE Element. Diesem
wird das rGRoOssMAXWELL Element aus Abschni®.1 parallel geschalten, sodass der viskoelastische
Grenzfall fr verschwindendes aufReres Magnetfeld im Gewadell ebenfalls enthalten ist. AulRerdem
ist das Parallelschalten eines Teilmodells mit viskosegefschaften zur Modellierung der viskoelasti-
schen Eigenschaften des VorflieRBbereichs notwendig. Bhsesjebende Gesamtmodell ist in Abbildung
8.4 dargestellt. Die qualitative Modellstruktur wird aul3erdgon Puzrin(2012 Abb. 21.13) untersucht.
Infolge der rheologischen Schaltung aus Abbild8mgergeben sich die Gesamtspannung und Gesamtver-
zerrung zu

T =Tem+ Tcbh (8.23)
Y= Ysecmt Yd.cm = Yacbht Yb.cbh - (8.24)

Entsprechend des magnetorheologischen Effektes wird idlugs des Magnetfeldes tber die von der
magnetischen Induktion des auleren Magnetfelds

B=|B| = /BBy (8.25)

abhangigen Materialparameter eingearbeitet.
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8.2.2 Quantitative Modellierung — Identifikation der Mater ialparameter

Im Folgenden werden die Materialparameter in einer defemeReihenfolge auf Basis charakteristischer
Punkte iterativ identifiziert. Auf die Anwendung eines remathematisch arbeitenden nichtlinearen Opti-
mierungsalgorithmus kann daher vorerst verzichtet werDen ldentifikationsprozess ist in zwei Blocke
unterteilt. Die Arbeitsschritte dieser beiden Blocke vegrdolange wiederholt, bis ein zufriedenstellendes
Modellierungsergebnis erzielt ist.

Identifizierung charakteristischer Punkte

Der in dieser Arbeit entwickelte Algorithmus zur Paramiekentifikation fuft auf der Auswertung
charakteristischer Punkte sowohl der FlieRkurve als aysicBer- und Verlustmodul. Dazu werden die
charakteristischen Punkte

 der Fliel3kurve des rRossMAXWELL Elements, die identisch der FlieRkurve deraSsDamp-
fers ausBoisly et al.(2015 Absch. 4) ist,

» des MODE w/2 von Speicher- und Verlustmodul des RE€@ssMAXWELL Elements nach
Boisly et al.(2015 Abb. 14),

« der FlieBkurve des rRossBINGHAM-HOOKE Elements aus Abbildung.4 und

» des MODEw/1 von Speicher- und Verlustmodul desr€ssBINGHAM-HOOKE Elements entspre-
chend Abbildungb.12(a)

ausgewertet und den Messergebnissen aus AbbildlErugeordnet. Somit kann beispielsweise die obere
Grenze der FlieBspannung nach Gleichuhgd)(mittels der dynamischen FlieRspannung

abgeschatzt werden. Der Extrapolationsoperator wirdilfeitdes ersten und zweiten Messpunktes der
FlieBkurve, (-1, Thsthead UNd (Vi-2, Tioineas definiert und man erhalt

x i= Tj;z — Tfi; X
Tyd = EXT {looimeas(Z)} = TLo}meas_ .n{;ea;s V :.Lmea =1 - (8.27)
=2 — Y=

Die Nullviskositat wird als differentielle Viskositat b&mmt und ergibt sich aus dem Differenzenquotien-

ten _ _

T;?n]eas_ -_[;flmeas (8 28)
Vi2—Wo1 '

Die Viskositat im Unendlichen wird ebenfalls als differetie Viskositat mittels des Differenzenquotien-

ten

1o.meas=

ri=24  _ 1i=15
Noo.meas= ——gtoos—-MEAS (8.29)
Yi=24— Y=15
abgeschatzt. Weitere charakteristische Punkte sind diangsplateau des Speichermoduls
Gpre = Gmodel( ¥ < Ver) (8.30)

und das Anfangsplateau des Verlustmoduls

G[,),re = G:ledel(f/S Yer) - (8.31)

Aufgrund der Tatsachse, dass die Messergebnisse im Vadliel®h nicht exakt von der Schubverzer-
rungsamplitude unabhangig sind, ergibt sich fur beiderRater jeweils ein Giltigkeitsbereich

MIN {G},e} < Ghre < MAX {G} e} (8.32)
MIN {Gjre} < Gl < MAX (G} - (8.33)
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Entsprechend den Ausflihrungen zum Amplitudensweep inltig@ .5 und Abbildung5.12(a)kann die
kritische Schubverzerrung, mittels des Abfalls des SpeichermodulteG,'o oder Uber den Anstieg des
Verlustmoduls {(CC?") abgeschatzt werden. Das Zweifache der kritischen Schedwrang kann nach Glei-
chung 6.64) ebenfalls Giber das Maximum des Verlustmoduls bestimmtiarerAuf diese Weise wird die
charakteristische Schubverzerruyf,, identifiziert. Somit ergibt sich fiir die kritische Schubzerrung
ein Gultigkeitsbereich

V™ < Yer < YREX. (8.34)

Die obere und untere Grenze resultieren aus
yin — MIN {yg Ve %X} (8.35)
YA = MAX {yg e V%‘X} : (8.36)

Zum besseren Verstandnis sind die charakteristischent®dinkdie Messergebnisse bRi= 300mT in
Abbildung 8.5 visualisiert. Die Identifizierung der charakteristischeankte erfolgt auf Grundlage der
Messwerte in Abschnit.7. Daraus resultieren die in TabeBel aufgefihrten numerischen Werte.

!/ 14
Lo meas Qmeas Gheas
- , . . .
LRROOOVOBOGOI0COOL Noo mead\y G rel T XXXXXXXXXX X
X Ay - Ml Xt Gmax | XXXt
X : GCmO i Xxy x% XXy
. | ol £ Gl oo ’
x ‘no.meaﬁy Gz !
Tyd’,-*; !
Ay i
T o1 V i T~ ,y T 77 ‘ ! /‘/ Y
K1.meas VC.Z ﬁ ﬁ Vr(rzwax
(a) FlielRkurve (linearer MaR3stab) (b) Speichermodul (c) Verlustmodul

Abbildung 8.5: Charakteristische Punkte eines MRF it 40vol% BASFM CIP CC Partikeln in der
Tragerflussigkeit MOTUL 300V; Messergebnisse aus Abbigd2rb bei B =300mT

Tabelle 8.1: Charakteristische Punkte eines MRFdit40vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tra-
gerflissigkeit MOTUL 300V zu den Messergebnissen aus Abbd®.5 bei von Null verschiedenen Ma-
gnetfeldern

B=50mT B=150mT B=300mT
Tyq/ Pa 8.44-10" 1.82-10° 3.77-10°
MIN{G}} / Pa 451-10° 1.70-1¢° 2.16-1¢°
MAX {G}e} / Pa 4.70-10° 1.82-10° 3.71.10°
MIN{Gpc} / Pa 7.83.10° 8.61-10% 3.71.10%
MAX {G}).} / Pa 8.08-10* 1.18-10¢° 4.44-10%
Gl ./ Pa 1.02-10° 3.85-10° 6.54-10°
VeIl 5.78-10°° 1.39-10°* 8.03-10*
e 3.73-10°° 8.96.10° 2.15.10°*
Vool 1 215104 8.03-10% 4.64-10°3
No.meas/ Pas 1.07-10 1.01-10° 5.79-10°
ko 0.015 0.003 0.004
Noo.meas! Pas 8.51-10° 2.62-10° 1.89-10°
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Erster Block zur Parameteridentifikation

Die Identifizierung der Materialparameter beginnt mit debséhatzung des elastischen Moduls des
rCROSSBINGHAM-HOOKE Elements. Dazu wird der charakteristische Punkt nach Rleig 6.63
ausgewertet. Man erhélt die Beziehung
G- Y (8.37)
Yer
die in der ersten Iteration mit, = 7yq aus Abbildung8.5(a)und TabelleB.1abgeschatzt wird. Da die kriti-
sche Schubverzerrung nach GleichuBd@4) nicht eindeutig festgelegt ist, ergibt sich fir den ekdten

Modul der Gultigkeitsbereich

Ggwiniryd <Gy< Gmaxryu (8.38)
mit
i T
Ggun.ryd _ yn):gx (8.39)
cr
Ty
Ggwaxryd _ yg:lin . (8.40)
cr

WeiI die Hauptstruktur des Gesamtmodells nach Abbild8njeine Parallelschaltung ist, ergibt sich
M odel = Guph+ Gem entsprechend Gleichun@.@). Fur den Grenzfal[G,, = 0] — [G[ge1= Gupnl und

unter Bericksichtigung der Gleichungeh @4 und (.65 kann das Maximum des Verlustmodu®, .,
zur Bestimmung der oberen Grenze des elastischen Moduls

Gy 5 (GF™" = Gyhoym) (8.41)

genutzt werden. Analog gilt nach Gleichur®y®) fir den Speichermodul
G;)re = Gébho + Gém‘o : (8.42)
Hierbei kann man unter Bertcksichtigung von Gleichub.$?)
G(,:bho = Gz (843)

gleichsetzen. Somit ist fiir den Grenzféll,,,, = 0 die Ungleichung

Gz S (G?""XG' = MAX {G;re}) (8.44)

gegeben. Sobald ein Wert f@ festgelegt wurde, kénnen der elastische Modul und die Mkibsitat des
rCROSsSMAXWELL Elements berechnet werden. Dazu werden Gleichungen (8qBdhausBoisly et al.
(2015 nach den Materialparametern umgestellt. Analog zu Gleigkn 8.4) und 8.5 und mit

Gé:m 0~ Gpre Gz (845)
emo = Gpre (8.46)
erhalt man
2 2 2 2
Gy = (Ggm O) + (G{:m‘o) _ (G;),re) (G;)re_ GZ) 8
1= - = (8.47)
Gcm 0 Gpre GZ
2 2
f]o 1= (Ggm 0) + (Gcm‘O) — (G;),re) + (G;)re_ GZ) (8 48)
. O)G(,:,m 0 ngre

Aus letzterer Gleichung kann unter Berticksichtigung §eawGpe— (G,’)’,e)2 = (Gpre— 62)2 > 0 abgeleitet
werden. Es gilt
G//
>—. 8.49
No.1 w ( )
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Zweiter Block zur Parameteridentifikation

In den folgenden Arbeitsschritten werden die viskosen Kelfgarameter identifiziert. Wahrend der
ersten Iteration wird die gesamte Nullviskositat

No.model = MNo.1+No.2 (8.50)

mittels der differentiellen Viskositat nach Gleichur§y38), Abbildung 8.5(a)und Tabelle8.1 approxi-
miert, sodas$)o.model = No.meas SOMIt kann die Nullviskositat des ROSSBINGHAM-HOOKE Elements
unter Bertcksichtigung von Gleichun8.48) direkt berechnet werdemo» = Nomeas— No.2- UM ng2 >0
sicherzustellen, muss die Bedingungi < no erfullt sein. Um diese Forderung sicherzustellen, kann aus
den Gleichungen848) bis (8.46) fir den Grenzfalljp2, =0 — No.1 = No.model die Abschéatzung

i 2
G2 > (Ggﬂn-f}o — G;)re_ \/’70m0de|wG,p,re_ (G,p,re) ) (851)

abgeleitet werden. Wahrend der ersten Iteration wird dibggeichung flimgo model= No.meas@ausgewertet.
Ungleichung 8.5)) ist im Vergleich zu GleichungerB(38), (8.41) und .44 eine verbindliche Forde-
rung, die stets zu erfilllen ist, andernfalls ergeben sigtsighlisch unzulassige Werte fijp.2. Sollten im
Gegensatz dazu die Gleichungeh3@), (8.41) und @.44) zur Abschatzung vois, nicht erflillt sein, so
wirden sich die Modellvorhersagen allenfalls verschiechtaber die Minimalforderung nach physikali-
scher Sinnhaftigkeit wéare weiterhin gegeben. Im nachsttmitbwerden

1
Ki1=Kiz=—— (8.52)

K1.model

1

Kl.meas

bestimmt. In der ersten Iteration kann dies Uber die charskische RatekﬁI ~
8.5(a)und TabelleB.1 erfolgen. Die gesamte Viskositat im Unendlichen

aus Abbildung

r’oo‘mOde|: noo.l+r’oo‘2 (853)

wird auf beide Anteile gleichmafig aufgeteilt, sodass

Moo = Noo.2 = W' : (8.54)
Diese Wahl erfolgt willkrlich, da der Autor dieser Arbeitike klaren Kriterien identifizieren konnte,
welche die Art der additiven Aufteilung konkretisieren wén. Die gesamte Viskositat wird in der ersten
Iteration mittels des Differenzenquotienten nach Glengh(®.29, Abbildung8.5(a)und Tabelle8.1 als
differentielle Viskositat bestimmt, sodask. model = Noo.meas Hinsichtlich der Parameteridentifikation
besitzt die dynamische Viskositat keine praktische Relev®aran erkennt man, dass die differentielle
Viskositat ein sowohl verntinftiges als auch praktisch liihiezs Mal3 darstelltRolgerung 12.

Malnahmen ab der zweiten Iteration des ldentifikationsproesses aufgrund von Abweichun-
gen zwischen Modellvorhersagen und Messungen

Die Schritte der ersten beiden Blocke des ldentifikatiaggm@#thmus liefern nach der ersten lIterati-
on nicht das ,beste* Modellierungsergebnis. Das ist daraufickzufiihren, dass die Modellvorhersagen
des zur Modellierung unterstellten Materialmodells niekibkt mit den Messergebnissen Ubereinstim-
men. Ziel der Parameteridentifikation ist es daher, deggmiParametersatz zu extrahieren fir den die
Abweichungen zwischen Messung und Modellvorhersage inteMitinimal sind. Weil die Identifikati-
onsstrategie auf Grundlage charakteristischer Punkegstomicht zwingend auf die Anwendung einer rein
mathematisch nichtlinearen Optimierungsstrategie amg®n ist, kann die Einschatzung vom Erreichen
des ,bestmdglichen* Modellierungsergebnisses nach eigeBErmessen mittels ,Augenmaf3“ erfolgen.
Diese Handhabe erspart die Implementierung eines obgekhbbruchkriteriums. Jedoch unterliegt das
Modellierungsergebnis infolgedessen subjektiven Eiséiis Folgerung 9

Die SteuergrofRen des iterativen ldentifikationsprozessed die Flie3spannungy und die kritische
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Tabelle 8.2: Obere und untere Grenzwerte des elastischelulMdes r&*ossBINGHAM-HOOKE Ele-
mentsG, fur die in Tabelle8.1 aufgeflihrten Werte. Berechnungen auf Basis der dynanmselief3span-
nung (Gleichungeng35), (8.36), (8.39 und @.40), des maximalen Verlustmoduls (Gleichurgj41)),
des maximalen Speichermoduls (GleichuBgld)) und der Nullviskositat (Gleichung(51))

B=50mT B=150mT B=300mT
G, "™ /Pa 7.84-10° 4.53-1¢° 1.62-10°
G | Pa eC 153-10° 2.62.10°
G, ™/ Pa 2.26-10° 2.03-10 1.75-10
GyaxC” | pa 3.19-10° 1.21-10° 2.05-10°
GP*C' | Pa 4.70-10° 1.82-10° 3.71.10°

Tabelle 8.3: Werte fiG,, und Gy, zur Berechnung der in Tabel&2 angegebenen Werte v@g‘i”‘”"

B=50mT | B=150mT | B=300mT
Gpre/ Pa 4.6-10° 1.75.10° 3.0-1¢°
Gpre/ Pa 7.9-10% 8.9-10% 4.0-104

Schubverzerrungy;. Da die beiden Parameter direkt mit dem elastischen Modsl r@ross
BINGHAM-HOOKE ElementsG, zusammenhéngen, kann nach Gleichung&Bg, (8.41), (8.44) und
(8.51) eine Abschétzung fir dessen oberen und unteren Grenz@BH,und GJ'", auf Grundlage der
in Tabelle8.1 aufgefuhrten Werte erfolgen. Die Ergebnisse sind in Tat&R hinterlegt. Die Werte fur
G, sind fir die Nullviskositat)o measaus Tabell&.1sowie fiirG),, und Gy, aus Tabell8.3berechnet.

Die AbschatzungG, "™ |g_somt liegt fur den ersten Iterationsschritt in der Menge der Klexgn
ZahlenC, da hierflirng model durch no meas€ntsprechend Tabel® 1 ersetzt wurde. Da jedochi measSO
klein ist, daSS‘lo.meastgre< (G[’)’re)z, ergibt sich fUr den ersten Iterationsschritt, dj9.model= No.meas
nach Gleichung &51) eine komplexe Zahl. Folglich isomeads=somt zU Klein, um nNomodels=s0mT
zu parametrisieren. Das ist ebenfalls daran zu erkennesg @deichung &.49 fir den Grenzfall
No.1|B=50mT = No.meadB=50mT Nicht erfullt ist. Um physikalische Zulassigkeit zu gewléfsten, muss dieses
Problem behoben werden. Dazu wird die Sunyge+ No.2 = No.model iN Gleichung 8.51) grolRer gewahlt
als No.measaus Tabellé.1 Infolge von

Io.model> o.meas (8.55)

sinkt die Abschatzung fiiGh™™. Die AbhangigkeitG)™™ = f(nos + No2) ist exemplarisch fiir
B =300mT in Abbildung8.6dargestellt. Daftir sinfBE,,e und Gg,e aus Tabelle3.3sowie die Kreisfrequenz

. 3.0-10° 750 »
o o
& 2610 ~ 650 o
g 22.1(F ™~ 550 £
< al \ <
75 1.8-10° 450 E»
14-1 S— SE— 50
06105 10° 1073

(No1+MNoz2) ! Pas

Abbildung 8.6:G)"™™ in Abhangigkeit von(ng1 +no2) nach Gleichungg.51) unter Verwendung von
Gpre Und Gy aus TabelleB.3 sowie w = 2rad: s1; Die kritische Schubverzerrung, = 2-10* wurde

angenommen, urj""™ zu berechnen.

w=2rad s ! entsprechend den Messergebnissen aus Abbildb(g) zugrunde gelegt. Dass die Summen
der Nullviskositatenngmogdel €benfalls firB = 150mT undB = 300mT Uber die entsprechenden Werte
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No.meas@us TabelleB.1 erhéht werden missen, sieht man daran, dass flr diese bdatgretfelder in der
ersten lteratiorGF®¢” < GJ'"™" gilt. Auch dies wird durch die Erhéhung Vo mogel korrigiert, da es

nach Gleichungg.5) ebenso ein Absenken va@}™™ bewirkt.

Um bei angehobener Nullviskositat die Modellvorhersage EieeRkurve nicht wesentlich zu ver-
schlechtern, muss die FlieRspannung gesenkt werden. f2igsAbbildung8.7 schematisch dargestellt.
Wirde man lediglich die Nullviskositatg model Uber den Wertjg measanheben, ohne die FlieRspannung

erste Iteration letzte Iteration
Ioo.meas T°°
o.meas
No.model
DDDDDDDDDDDDDDD 1
4007 —>

T DDD

yd ] Ty |

y

I<v

Abbildung 8.7: Modifikation der Nullviskositat und Flie@mung wahrend des iterativen Identifikations-
algorithmus um physikalische Zulassigkeit zu gewahmeisAnheben der Nullviskositét vafy measauf
No.mode, Absenken der FlieBspannung v auf 1.

zu verringern, so lage die Modellvorhersage der FlieRkuilver der Messung. Die Verringerung der
FlieBspannung motiviert sich auBerdem aus Gleich87( unter Berlcksichtigung einer konstant
gehaltenen kritischen Schubverzerrugg Infolge des Absenkens des elastischen Mo@glsverringert
sich die untere Grenze der FlieBspannung auf

T)rlnin.r;o _ Ggﬂn-ﬂo Ver - (8.56)

Das Konstanthalten der kritischen Schubverzerrung ist@adig, um die Lage des Maximums des Ver-
lustmoduls entsprechend GleichuiBgd) nicht zu verandern. Die Abhangigkeif" ™" = f(ng.1+no2) ist

in Abbildung8.6an der rechten Achse aufgetragen. Das8f850mT undB = 150mT eine Verringerung
der FlieBspannung notwendig ist, deuten ebenfalls dieti@et Gy ™ > GIC” ynd Gy > GIaxe
aus Tabelle8.2 an. Das Absenken der FlieBspannung stellt somlt auch sidass die untere Grenze
G, "™ unterhalb der beiden oberen Greng&f“¢" und GJ**¢' liegen kann.

AbschlieRend kann man festhalten, dass sich die Notweeiiggr Verringerung der Flie3spannung direkt
als Folge der Modellierung der FlieBkurven unter BerldK8iting vonnomodel = No.1 + No.2 > No.meas
aber auch als Folge des abgesenl(@?‘f“”O ergibt, welches wiederum nach Gleichurgy5l) ebenfalls
auf die Erhohung der Nullviskositat zurtickzufiihren ist.

Eine weitere Konsequenz der Anhebung der Nullviskositad ébsenkung der FlieBspannung ist
das Anheben der Materialparameiar; = K1 2 = K1 moder ausgehend von dem in Tabeflel identifizierten
Wert Kl_meas an

K1model> Ki.meas- (8-57)

Abschlie3end ergibt sich die Nullviskositédg 2 = No.model— No.1 aus Gleichung8&.50), sodass

1 1
,70.2 ~ (V< K_]_) Too meas(y< Kl) . (858)

Dieser Iterationsalgorithmus wird solange durchgefiletzbfriedenstellende Modellvorhersagen erreicht
sind. Ab der zweiten Iteration werdenq, No.meas Kl—ieas und N meas@us Abbildung8.5(a)und Tabelle

8.1 durch 1y, Nomoder x=— Und No. model €rsetzt, welche bis zur letzten Iteration variiert werdear
Iterationsablauf ist in ubersmhthcher Darstellung inbAdung 8.8 aufgefihrt.
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MIN{Gpre} MAX{Gpre} MIN{Gpre} MAX{Gpre} Gma)u ’ycr ) ’YCC:: ) ’yrcriax
Tyd; 7]0.meas; TJoo.meas; m
v
70.model = 7]0.meas Kl.model = Kl.meas y Tloo.model = Tloo.meas 5 Ty = Tyd
2
,len — MIN {,YG’ ,YG" ﬁ} E
cr crs ler v T 9 %0
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Abbildung 8.8: Iterativer Identifikationsalgorithmus zBestimmung der Materialparameter des Mate-
rialmodells nach Abbildung.4
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Modellierungsergebnis und abschlielBende Bemerkungen

AbschlieRend sind die identifizierten Parameter des Gesadslls nach Abbildung3.8 in Tabelle
8.4 zusammengefasst. Um physikalisch plausible Materiatpater sicherzustellen, ist zum einen der
identifizierte Wert der FlieRspannung kleiner als derjenigTabelle8.1 Zum anderen ist die Nullvisko-
sitat grofl3er als der in Tabel&1 identifizierte Wert. Deshalb sind, wenngleich nicht sidefit, ebenfalls
K11 =Kz groB3er als der Wert voK; aus Tabelle8.1. Die Summe der Viskositaten im Unendlichen ist
ebenfalls in der selben GréRenordnung wie der identifizidfert flirn ... Die Werte der charakteristischen
Punkte aus Tabell@.1 konnten also im Wesentlichen in guter Naherung eingehaltden.

Da der iterative Prozess zur Parameteridentifikation mbhmitels ,Augenmaf3" beendet wurde, unter-
liegt das Modellierungsergebnis subjektiven Einflisseer identifizierte Parametersatz stellt somit ein
~Subjektiv optimales” Modellierungsergebnis dar. Ist dasl, ,objektiv optimale Modellierungsergeb-
nisse nachzuweisen, muss in folgenden Arbeiten ein quaettfiares Abbruchkriterium, z.B. auf Basis
der Minimierung der Fehlerquadrate, implementiert werden

Tabelle 8.4: Identifizierte Materialparameter des Materaalells aus Parallelschaltung einesrass
BINGHAM-HOOKE und rCROSSMAXWELL Elements nach Abbildung.8

B=50mT B=150mT B=300mT
Gi/Pa 3.0-10° 1.97-10° 1.13-10°
No1/Pas 1.38-10¢ 2.03.10 8.02-1C°
Neo1/Pas 230 500 940
Kii/s 72 340 305
1,/ Pa 40 450 600
G,/ Pa 4.94-1C° 2.31-1C° 3.06-1C°
Noo ! Pas 9.0-10° 8.68-10° 3.36-10°
Neo.2 | Pas 230 500 940
Kiz/s 72 340 305
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8.2.3 \Vergleich der Messungen mit Modellvorhersagen

Folgend werden die Messergebnisse fir das MagneBellbOmT in Abbildung8.9 mit den Modell-
vorhersagen verglichen. In Abbildur§j9(a) ist zu erkennen, dass die FlieRkurve sehr gut modelliert
wird. Lediglich die Messpunkte der ,kleineren* Verzerrgngten sind unwesentlich unterbestimmt. Dieser
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Abbildung 8.9: Modellvorhersage des RGSSBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells
aus Abbildung8.4 mit G; = 3.0- 10°Pa, g1 = 1.38- 10°Pas, Ne.1 = 230Pas,Ky; = 725, Ty = 40Pa,
Gy = 4.94-10°Pa, no2 = 9.0- 10°Pas, N2 = 230Pas undi , = 72s nach Tabell8.4, im Vergleich zu
Messergebnissen eines MRF bestehenddaugtOvol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerfliissig-
keit MOTUL 300V (Abschnitt8.1) beiB =50mT.

Sachverhalt ist darauf zurlickzufhren, dass die Fliefspant, kleiner ist als die aus den Messwerten
ermittelte dynamische FlieRspannunyg. Die Modellvorhersagen fiir Speicher- und Verlustmodutisin
Abbildung8.9(b)dargestellt. Dass der VorflieBbereich sehr gut modellied vist darauf zurtickzufihren,
dass er ein von der Schubverzerrung unabhéangiges Plateandisiessen Messwerte fir Speicher- und
Verlustmodul direkt in die Parameteridentifikation eirfbié.
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Abbildung 8.10: Modellvorhersage des RGSSBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells
aus Abbildung8.4 mit G; = 1.97-10°Pa, g1 = 2.03- 10*Pas, .1 = 500PasKi 1 = 340s,1y = 450Pa,
Gy = 2.31-10PPa, ng» = 8.68- 10° Pas,n.. » = 500Pas und; » = 340s nach Tabell8.4, im Vergleich zu
Messergebnissen eines MRF bestehendfaxid0vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerfliissigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1) beiB =150mT.
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Im Gegensatz dazu ist der NachflieBbereich von der Schufivengsamplitude abhéngig und der Kur-
venverlauf geht nicht in die Parameteridentifikation eimtéy Berticksichtigung dieser Umstande sind
die Modellvorhersagen im NachflieBbereich akzeptabel Abisolutwerte der Modellvorhersage des Ver-
lustmoduls sind circa das Zweifache der Messergebnisseqalitative Verhalten wird hingegen sehr gut
erfasst. Diejenigen Messpunkte des Speichermoduls, derbéltnisG,.,4 Gi,qe 9roRer als Vier ist, sind
in Abbildung 8.9(b) nicht dargestellt. Um das Maximum des Verlustmoduls denagsenen Werten wei-
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Abbildung 8.11: Modellvorhersage des RGSSBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells
aus Abbildung8.4 mit G; = 1.13- 10°Pa, No.1 = 8.02- 10° Pas,N..1 = 940PasK; 1 = 305s,1, = 600Pa,
Gy = 3.06-10°Pa,ng» = 3.36- 10° Pas,n. » = 940Pas und; » = 305s nach Tabell8.4, im Vergleich zu
Messergebnissen eines MRF bestehendhaxid0vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerfliissigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1) bei B =300mT.

ter anzunéhern, ist es erforderlich den Einfluss deso€sMAXWELL Elements gegeniiber dem Einfluss
des rqRossBINGHAM-HOOKE Elements zu starken. Daflir miissen die Betrage der Materatpeter des
rCROSSBINGHAM-HOOKE Elements verringert werden, was sich wiederum negativ i@U¥iddellierung
der FlieRBkurve auswirkt. An dieser Stelle wird jedoch deku=oauf eine bestmdogliche Modellierung der
FlieRBkurve gelegt. Die entsprechenden GrapheBfarl50mT sind in Abbildung.10aufgetragen. Die
FlieBkurve wird sehr gut modelliert. Die Werte des Quashtéiteriums Ty, mead Too.model SINd @hnlich gut
wie die aus Abbildung.9(a) Es ist nahezu flr jeden Messpunkt gleich Eins. Die Modetlgcsagen fiir
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Abbildung 8.12: Modellvorhersage desrGssBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells aus
Abbildung 8.4, im Vergleich zu Messergebnissen Bei OMT——, B=50mT ——,B =150mT—— und
B=300mT—— eines MRF bestehend as- 40vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerfliissigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1). Materialparameter entsprechend Tab8lk
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Speicher- und Verlustmodul sind in AbbilduglO(b)dargestellt. Das Qualitatskriterium des Verlustmo-
duls G \cad Grogel ISt VErgleichbar mit dem fuB = 50mT aus Abbildung@.9(b} Im VorflieRbereich ist es
nahe Eins und im NachflieBbereich im Bereich von 0.5. Da dadi@tskriterium fiir den Speichermodul,
Gnead Croder J€dOCh fiir alle Messpunkte kleiner als Drei ist, liegen Miedellvorhersagen naher an den
Messergebnissen als es 8 50mT der Fall ist.

In Abbildung 8.11 sind die Modellierungsergebnisse fBr= 300mT prasentiert. Die Modellvorhersagen
fur FlielRkurve und Verlustmodul sind &hnlich gut wie die Bir 50mT undB = 150mT. Fir den Spei-
chermodul kann eine Verbesserung der Modellierungsgiite/argleich zu den Modellvorhersagen flr
B = 150mT, festgestellt werden, da/,cadGrogel UNterhalb von 1.5 liegt. AbschlieBend sind die Mo-
dellvorhersagen aller Magnetfelder, einschlie3lich Bl OmT, in Abbildung8.1.2in Relation zu den
Messergebnissen dargestellt.

8.3 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorl@ogischen
Fluids unter dem Einfluss eines aul3eren Magnetfelds auf Basides
PRANDTL Elements

8.3.1 Qualitativer Modellierungsschritt — Entwicklung einer Modellstruktur

Anhand der irBoisly et al.(2014h Abb. 4) vorgestellten Modellvorhersagen desaRDTL Elements kann
geschlussfolgert werden, dass es in der Lage ist, das adggeMaximum des Verlustmoduls abzubilden.
Dies motiviert ein Gesamtmodell auf Basis desARDTL Elements, mit dem Ziel die Messergebnisse von
Abbildung 2.5 mithilfe eines alternativen phdnomenologischen Ansatzeshodellieren. In diesem Sinn
wird das riROSsSBINGHAM-HOOKE Element aus Abbildun@.4 durch das RANDTL Element ersetzt.
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Abbildung 8.13: Rheologisches Modell auf Grundlage dea¥bTL Elements zur Modellierung des Ma-
terialverhaltens eines magnetorheologischen Fluids

Als Resultat ergibt sich die Flissigkeit mit FlieBspannawig Abbildung8.13 Analog zu AbschnitB.2
wird dem magnetorheologischen Effekt durch die Abhangtgier Materialparameter vom Magnetfeld
Rechnung getragen. Die qualitative Modellstruktur wir@rfalls beiKrawietz (1986 Abb. 2.16),Keck
(1998 Abb. 4.6),Kaleta et al(2007. Abb. 2) undPuzrin(2012 Abb. 21.12) verwendet. Die Gesamtspan-
nung und Gesamtverzerrung setzen sich zusammen aus

Y=YscmtYdem=VYspt Wp - (8.60)

Entsprechend den Gleichungeh1 bis (8.19), werden die scherverdinnenden Eigenschaften durch das
rCROSSMAXWELL Element beschrieben, welches zugleich die ratenabham@igenschaften der Uber-
spannung®’ = 1. definiert. Weil die Spannung deRBRNDTL Elements Boisly et al. 2014bS. 4)

Tp=Gysp (8.61a)

Tp= Tysfia’n(w‘p) (8.61b)
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ratenunabhangig ist, definiert sie die Gleichgewichtsspag1®9= 1,. Die sign Funktion ist eingefiihrt als
(Boisly et al. 2014bGl. 15)

-1 : x<0 (8.62a)
sign(x)={ & : x=0 mit-1<&<1 (8.62b)
1 . x>0. (8.62c)

Analog zum Reibelement na®oisly et al.(2014q Gl. (10)) isté durch Gleichungen8;619 und 8.61H
festgelegt und berlcksichtigiry < T, < Ty wenny , = 0 (Giesekus 1994S. 213). Die innere Variable vom
Verzerrungstyp# , entwickelt sich im NachflieBbereich entsprechend der Bexig

Vip = |Visign(tp) wenn F =0 undF =0. (8.63)
Die Entwicklungsgleichung ist iBoisly et al.(2014h Gl. (21)) unter Verwendung der FlieRfunktidn
F(tp) =Tl - Ty (8.64)

mittels der Auswertung der assoziierten FlieRrégelen KARUSH-KUHN-TUCKER Bedingunger und
der Konsistenzbedingurfghergeleitet.

8.3.2 Quantitative Modellierung — Identifikation der Mater ialparameter

Identifizierung charakteristischer Punkte

Der Algorithmus zur Identifikation der Materialparamet&sdauf dem RANDTL Element basierenden
Gesamtmodells ist nahezu vergleichbar mit dem aus AbgcBr#t2 Eine unwesentliche Anderung
gegenltber dem auf dem ROSSBINGHAM-HOOKE Element basierenden Gesamtmodell resultiert aus
der Tatsache, dass die scherverdiinnenden Eigenschafteusschliel3lich Uber das ROSSMAXWELL
Element eingearbeitet werden. Daher gelten auch hier dieakteristischen Punkte aus Abbildu8d,
Tabelle8.1 sowie Gleichungend(26) bis (8.36).

Erster Block zur Parameteridentifikation

Wird in den Gleichungen842 und @.43 die GroReGy,,, durch Gy, ersetzt, kann der erste Block
zur ldentifikationsprozedur des auf demrRE@sSsSBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells
auch hier angewendet werden. In diesem Sinn werden Gleigelnu@.37) bis (8.46) ebenfalls fir das
PRANDTL Element basierte Gesamtmodell ausgewertet.

Zweiter Block zur Parameteridentifikation

Die Identifizierung der viskosen Modellparameter unteegidét sich von Abschnit8.2.2 weil die
scherverdiinnenden Eigenschaften hier ausschlielidhdlas r&ossMaxXwELL Element modelliert
werden. Die additive Aufteilung vomg und n.,, wie sie in den Gleichunger8G0 und @.53 fir
das rGRossBINGHAM-HOOKE Element auftritt, entfallt somit. Infolgedessen besi@&"™ fiir das

3(Haupt 2002S. 227, 231),Kloulsby und Puzrin 20065. 18), (ubliner 2008 S. 112), Sedlacek 2009S. 53), Boisly et al.
2014b, (Boisly et al. 2014p

4(Backhaus 1983S. 252), KreiRig 1992 S. 45), Miehe 1992 S. 11, 14), Haupt 1993 S. 144), Lemaitre und Chaboche
1994 S. 195), Altenbach 1994S. 216), Khan und Huang 1995. 144), Kaliske 1995 S. 105), §imo und Hughes 200@®. 8,
81), (Kuhl 200Q S. 19), Wriggers 2001 S. 57), Haupt 2002 S. 451, 453, 461, 479, 483)}{¢rmann 2002S. 30), Ottosen
2005 S. 233), Leukart 2005 S. 23), Houlsby und Puzrin 20Q6S. 18, , 32, 102),Kertram 2007 S. 230), Lubliner 2008
S. 129), Bedlacek 20095. 67), Nasdala 2010S. 174), Merkel 2010 S. 292), Kuna 2010 S. 402), Puzrin 2012S. 194, 219)

5(Simo etal. 1988S. 2163), Kaliske 1995 S. 105), §imo und Hughes 2000 (Kjeldsen 2000, (Wriggers 2001 S. 56),
(H6rmann 2002S. 30), Parisch 2003S. 188), Lubliner 2008 S. 123), Luenberger und Ye 200&. 5, 342), Sedlacek 2009
S. 55, 66, 137),Nasdala 2010S. 182), Boisly et al. 2014aAbsch. A)

6(Krawietz 1986 S. 200), Bimo et al. 1988S. 2163), KreiRig 1992 S. 43), Haupt 1993S. 144), Lemaitre und Chaboche
1994 S. 193), Kaliske 1995 S. 105), Gchreiber 1997S. 50), Simo und Hughes 2008&. 6, 77), Lemaitre 2001S. 9), Wriggers
2001; S. 56), Haupt 2002 S. 235, 461, 463) Hérmann 2002S. 30), Parisch 2003S. 189), Houlsby und Puzrin 20065. 20),
(Sedlacek 2003S. 56), Puzrin 2012S. 192, 194, 216, 233)
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PRANDTL Element basierte Gesamtmodell keine Bedeutung. Es vednl&; und n., als die einzigen
Parameter, die nicht im Rahmen des ersten Blocks identifigied. Beide Parameter werden bei der
Modellierung der FlieRkurve unter Verwendung der in Abbiid 8.5(a) und Tabelle8.1 ermittelten
charakteristischen Punkte abgeschéatzt.

Malnahmen ab der zweiten Iteration des lIdentifikationsproesses aufgrund von Abweichun-
gen zwischen Modellvorhersagen und Messungen

Da der erste Block zur Parameteridentifikation des auf deROSSBINGHAM-HOOKE Element basier-

ten Gesamtmodells mit dem de®ANDTL Element basierten Gesamtmodells Gibereinstimmt, kann die
grundlegende Arbeitsweise des ldentifikationsalgorithraus Abschnit8.2.2lbernommen werden. Das
heil3t, die FlieBspannung und die kritische Schubverzgrsimd Steuergréf3en der Identifikationsprozedur.
Daraus ergeben sich fur die Parameteridentifikation diebbildlung 8.14 dargestellten Arbeitsschritte.

Die Abschétzung fiG) "¢, GI#*S” und GI#*C', entsprechend TabelR:2, erfordern die Absenkung

der FlieBspannung, d&,"" ** > GI™€" und G, > GI'*€'. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt
8.2.2 wird versucht, die FlieBspannung so gering wie maoglich e den Wert der dynamischen
FlieBspannung abzusenken. Damit sich die Verringerungliefdspannung nicht negativ auf die Gute der
Modellierung der FlieBkurve auswirkt, wird die Nullviskt@g auf einen Wert oberhalb des in Tabedld
identifizierten Wertes angehoben. Als Konsequenz dessehanch der Plateauwert des Speichermoduls
des r&iRossMAXWELL Elements Boisly et al. 2015Gl. (80))

2,2
! Glnow

=— 1 8.65
cm.0 I’]SO)Z-I-G% ( )

angehoben. Da sich der gesamte Speichermodul aus der Suom@y und G, zusammensetzt, muss
G, gesenkt werden, um das Anheben VBfy,, zu kompensieren. Das kann nach GleichuBg?)
unter der Annahme, dass die kritische Schubverzerrung#oaingehalten wird, ausschlie3lich durch eine
weitere Reduktion der FlieBspannung umgesetzt werdenNDikviskositat beeinflusst jedoch sowohl
die Vorhersagen fur Speicher- und Verlustmodul als auchliggiFlieBkurve. Somit gibt es keine weitere
Moglichkeit die Anfangssteigung der FlieBkurve zu beesgkn, sobald), fixiert ist. Daher werdert,
und y;r solange variiert, bis sich das beste ModellierungsergetmiMittel fur alle Materialfunktionen
ergibt. Der innere Iterationszyklus Uber dem ersten Blouo#tet, sobald die FlieBspannung ausreichend
gesenkt wurde und gute Modellierungsergebnisse fur deffiaiereich des Speicher- und Verlustmoduls
liefert. Die aulere Iterationsschleife Uber beide Bloakeet, wenn der Anfangsanstieg der FlieRkurve gut
erfasst wird. Diese Schritte sind in AbbilduBgl4 zusammengefasst.

Modellierungsergebnis und abschlieRende Bemerkungen

Die identifizierten Materialparameter sind in Tabelie aufgelistet. Aufgrund der Tatsache, daks
Uber den Wert aus Tabel&1 angehoben wurde, liegt der Wert fiifKy unter dem aus Tabel@.1 Die
Viskositat e = Nwo.1 + Neo.2 €rgibt sich mit den Werten aus Tabe8ied Die verbleibenden Materialpara-
meter hangen nicht direkt mit denen deR3sBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells
zusammen, da sich der NachflieBbereich des Verlustmodsl®=enDTL Elements qualitativ von dem
des rGROSSBINGHAM-HOOKE Elements unterscheidet.

Tabelle 8.5: Identifizierte Materialparameter des Materalells aus Parallelschaltung einesARDTL
und rRoOSsMAXWELL Elements nach Abbildung.13

B=50mT B=150mT B=300mT
G1/Pa 1.4-10° 7.5-10° 9.0-1C°
no/Pas 2.28007.10% 1.0-1¢° 3.8-1¢°

N | Pas 460 1000 1880

Kils 72 380 365
1,/ Pa 40 350 900
G,/ Pa 4.0-10° 1.3-1¢° 1.6-1C°
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Abbildung 8.14: Iterativer Algorithmus zur Identifikatiater Materialparameter desRRNDTL Element
basierten Gesamtmodells nach Abbild@43
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8.3.3 \Vergleich der Messungen mit Modellvorhersagen

Modellvorhersagen des auf denRANDTL Element basierten Gesamtmodells sind fur die magnetische
Induktion B =50mT in Abbildung8.15dargestellt. Die Modellierungsergebnisse fir die Flief&wsind
ahnlich gut wie die des rRossBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells. Die Unterschiede
fur kleine* Verzerrungsraten sind mit der Absenkung deeBspannung unter den Wert der dynamischen
FlieBspannung zu erklaren. Ab dem dritten Messwert sindé\ieathersage und Messergebnis praktisch
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Abbildung 8.15: Modellvorhersage deg ANDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbild8rif
mit Gy = 1.4-10° Pa,no = 2.28007- 10* Pas,n.. = 460PasK; = 72s,1, = 40Pa unds; = 4.0- 10° Pa nach
Tabelle8.5, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehendbaud0vol% BASFM CIP CC
Partikeln in der Tragerflissigkeit MOTUL 300V (Abschr8ttl) bei B=50mT.

identisch. Die Modellvorhersagen fir Speicher- und Venhalul sind in Abbildungd.15(b)dargestellt.
Da Smeas < 2, kann hinsichtlich der Modellierung des Speichermodus/ergleich zu den Modellvorher-

mode]|

sagen des rROSSBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodells eine Verbesserung olensti
werden. Die Gute der Modellvorhersagen des Verlustmodgtigergleichbar.
Die Modellierungsergebnisse fBr= 150mT sind in Abbildundg.16gezeigt. Die FlieBkurve ist ahnlich gut
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Abbildung 8.16: Modellvorhersage deg ANDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbild8rif
mit Gy = 7.5-10°Pa, no = 1.0- 10° Pas,n. = 1000PasK; = 380s,1, = 350Pa und3; = 1.3-10° Pa nach
Tabelle8.5, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehendbaus0vol% BASFM CIP CC
Partikeln in der Tragerflussigkeit MOTUL 300V (Abschr8ttl) beiB=150mT.
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modelliert wie furB=50mT. Modellvorhersagen fir Speicher- und Verlustmochd & Abbildung8.16(b)

zu sehen. Die Modellierungsgtite ist ungefahr vergleicmbidrder des r&ossBINGHAM-HOOKE Ele-
ment basierten Gesamtmodells. Die Qualitat der Vorherdagé/erlustmoduls ist marginal verschlechtert,
die des Speichermoduls etwas verbessert. Allerdingssttustellen, dass die qualitativen Eigenschaften
der Modellvorhersagen im Vergleich zu AbbilduBg(b) nicht ahnlich gut sind. Das liegt daran, dass die
Vorhersage fir den Verlustmodul sowohl ein absolutes alk ain relatives Maximum in gleicher Gré3en-
ordnung besitzt, welche in den Messergebnissen nicht Zznedn sind. Das erste (absolute) Maximum
tritt bei Y~ 5-107% auf und ist dem RANDTL Element zuzuordnen. Das zweite (relative) Maximum wird
durch das r@eossMAXWELL Element im MODEw/3a hervorgerufen und befindet sich jei 4-1073.
Diese Maxima korrelieren mit den Knicken der Modellvortagysn flr den Speichermodul, die in den
Messungen ebenfalls nicht vorhanden sind.

In Abbildung8.17sind die Ergebnisse fiB=300mT dargestellt. Die Modellvorhersagen fur die FlieBkur
ve liegen nahezu vollstandig Uber den Messpunkten. DahdassQualitatskriteriunT e, meay Too.model IN
guter Naherung Eins. Die Modellvorhersagen fiir Speiched \erlustmodul zeigen dasselbe Verhalten,
wie es firB = 150mT erkennbar ist: Die qualitativen Unterschiede zwéscMessung und Modellvor-
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Abbildung 8.17: Modellvorhersage deg NDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbild8rif
mit Gy = 9.0-10°Pa, no = 3.8- 10° Pas,n., = 1880PaskK; = 365s,1, = 900Pa und3; = 1.6- 10° Pa nach
Tabelle8.5 im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehendbau40vol% BASFM CIP CC
Partikeln in der Tragerflissigkeit MOTUL 300V (Abschr8ttl) bei B=3000mT.

hersage, das umfasst die Maxima des berechneten Verlusignealvie die Knicke des vorhergesagten
Speichermoduls, sind jedoch starker ausgepragt. Die Sgatndes Maximums des gemessenen Verlust-
moduls, die sich Uber drei Dekaden erstreckt, ist weséngiéRer als die desFANDTL Elements nach
Abbildung 4 ausBoisly et al.(2014h. Daran ist zu erkennen, dass dasARDTL Element allein nicht in
der Lage ist, den gemessenen Verlustmodul abzubilden. DieNyorhersage konnte verbessert werden,
indem das zweite Maximum, welches demrRAESSMAXWELL Element zuzuschreiben ist, in Richtung
des ersten Maximums verschoben wird. Das konnte durchngamiing der charakteristischen Schubver-
zerrungsratey. » erreicht werden, wie in Abbildung 15(a) a8wisly et al. (2019 zu erkennen ist. Die
Verringerung vony.» konnte nachBoisly et al. (2015 GI. (34)) mittels der Reduktion vong und dem
Anheben vorK; realisiert werden. Da sich diese MalRnahmen jedoch negatidia Modellierung der
FlieBkurve auswirken, werden sie im Rahmen dieser Arbelttnimgesetzt. Somit verschlechtert sich das
QualitatskriteriumG/f,qad Gyoqe iM Vergleich zu dem des i@ ssBINGHAM-HOOKE Element basierten
Gesamtmodells. Die vorhergesagte Gute des SpeichermBfiulg Gr,,oqe ISt Vergleichbar. Wahrend sich
die Modellvorhersagen des ROSSBINGHAM-HOOKE Element basierten Modells mit steigendem Ma-
gnetfeld verbessert haben, verschlechtern sich die \ealgen des RANDTL Element basierten Gesamt-
modells. Dem Vorteil des letzteren ModellierungsansatdiesZahl zu identifizierender Materialparameter
zu reduzieren, steht der Nachteil einer qualitativ veestlilerten Modellvorhersage gegenuiber.

Die Modellvorhersagen fir alle Magnetfelder sind im Veigfiezu den Messergebnissen in Abbildung
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8.18zusammenfassend dargestellt. Die ErgebnissB f#0mT sind aus Abschnit.1.2ibernommen.
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Abbildung 8.18: Modellvorhersage degANDTL Element basierten Gesamtmodells aus Abbild8rif
im Vergleich zu Messergebnissen g OmT —, B=50mT ——,B = 150mT—— und B = 300mT
—— eines MRF bestehend ads= 40vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerflissigkeit MOTUL
300V (Abschnitt8.1). Materialparameter entsprechend Tab8Ike

8.4 Modellierung des Materialverhaltens eines magnetorfe@ogischen
Fluids unter dem Einfluss eines aul3eren Magnetfelds auf Basdes en-
dochronen MAXWELL Elements

8.4.1 Qualitativer Modellierungsschritt — Entwicklung einer Modellstruktur

In den Abschnitter8.2.3und 8.3.3erfolgte die Modellierung der Messergebnisse auf BasisRltssig-
keiten mit FlieBspannung. Damit verbunden ist ein schasfergang von einem Vor- in einen NachflieR3-
bereich. Somit steigt die Modellvorhersage des von derevenngsamplitude abhéngigen Verlustmoduls
beim Erreichen der kritischen Schubverzerrung abrupt migegen den experimentellen Ergebnissen aus
Abbildung 2.5. Infolgedessen sind Modelle unter Verwendung von Flussigh mit FlieRspannung nicht
in der Lage den allmahlichen Ubergang des von der Schubvergsamplitude abhéngigen Verlustmo-
duls vollends zu modellieren. Dennoch sind Flissigkeité@rFire3spannung, in Abhangigkeit davon, wie
kontinuierlich der gemessene Verlustmodul ansteigt, zad&lierung mehr oder weniger gut geeignet.
Um zu prifen, ob die Modellvorhersagen verbessert werdands, wenn die Flissigkeit mit FlieRspan-
nung durch eine Flussigkeit mit pseudo FlieRspannungztns@td, kommt im Folgenden das endochrone
MAXWELL Element zur Anwendung. Es besitzt weder eine FlieRfunkiioch eine FlieRbedingung. Jede
Anderung der Gesamtverzerrung, welche sofort mit dem Bedar Belastung einsetzt, ist mit plasti-
schem FlieRen gekoppelt. Das endochronexMELL Element ist somit in der Lage den allmahlich an-
steigenden, von der Verzerrungsamplitude abhangigemusterbdul zu modellierenF6lgerung 19. Die
konstitutiven Beziehungen des endochronerXMELL Elements sind in Abschni@i.2 aufgefuihrt. Dem
endochronen MXWELL Element wird das reossMAXwWELL Element ausBoisly et al. (2015, des-
sen eindimensionales Materialgesetzt in Abscthittbeschrieben ist, parallel geschaltet. Es ergibt sich
das in Abbildung8.19dargestellte Gesamtmodell. Der qualitative Aufbau desa@é&sodells wird eben-
falls beiKeck (1998 Abb. 4.6),Kletschkowski et al(2002a Abb. 4), Kletschkowski et al(2004 Abb. 4)
und Kletschkowski et al(2005 Abb. 3) verwendet. Die Gleichgewichtsrelation ist dure@s @ndochrone
MAXWELL Element gegeben, da dieses ratenunabhéngige Eigenschasitzt. Das re0OSSMAXWELL
Element Boisly et al. 2015 Absch. 6) modelliert die scherverdiinnenden Eigenschals definiert den
Uberspannungsanteil des Gesamtmodells

T= Tcm + Tch (866)
Y=Yscm* Ydecm= Yscht Vg - (8.67)
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Abbildung 8.19: Rheologisches Modell auf Grundlage de®ehnen M\XWELL Elements zur Model-
lierung des Materialverhaltens eines magnetorheologis¢tuids

Dem magnetorheologischen Effekt wird, wie bereits in desdhnitten8.2 und 8.3 umgesetzt ist, mittels
vom Magnetfeld abhé&ngigen Materialparametern Rechnutrggen.

8.4.2 Quantitative Modellierung — Identifikation der Mater ialparameter

Identifizierung charakteristischer Punkte

Das Gesamtmodell aus Abbildury19 ist qualitativ gleichwertig zu dem aus Abbildur@y13 wel-
ches auf dem RANDTL Element basiert: Das Uberspannungsmodell beider Modgitae ist identisch
und das endochrone AMKWELL Element ist das endochrone Analogon zumARDTL Element. Die
Analogie beider Elemente ist auf die annahernd gleichgertinterpretierbarkeit der pseudo FlieRspan-
nung B und der FlielBspannung,, hinsichtlich der Modellierung der FlieRkurve sowie Speiec und
Verlustmodul, zurtickzufiihren. Daher kénnen die char#ttschen Punkte aus Abbildurgy5, Tabelle
8.1und Gleichungeng.26) bis (8.34) vollstandig ibernommen werden. Da die FlieBkurven desN®TL
und endochronen WXWELL Elements identisch sind, kann die dynamische FlieBspanmnrebenfalls
zur ersten Abschatzung vghgenutzt werden. Lediglich der Paramej€r verliert seine Gilltigkeit, weil
der Verlustmodul des endochronemMwELL Elements nicht mehr abrupt ansteigt. Stattdessen sind das
Minimum und Maximum der kritischen Schubverzerrung nacliftung 6.12gegeben durch

YN = MIN {yg Vle—;X} (8.68)
ymax— MAX {yg fLaSX} . (8.69)

Erster Block zur Parameteridentifikation

Weil die Modellstrukturen des FANDTL Element basierten Gesamtmodells und des auf dem endo-
chronen MAXWELL Element basierten Gesamtmodells identisch sind, kanrdeetifikationsalgorithmus
entsprechend Gleichunge.26) bis (8.46) im Folgenden angewendet werden. Es missen ledi@ligh,
durch G/, und 1y, durch 8 formal erstetzt werden. Einzig und allein die Berechnung elastischen
Moduls G, bedarf einer Anpassung. Diese ist damit verbunden, dassmdeehrone MXwWELL Element
sofort mit dem Einsetzen der Belastung plastisch zu flief&ginbt. Daher entfallt der charakteristische
Punkt yg’ der dem abrupten Anstieg des Verlustmoduls zugeordneinfsigedessen kann Gleichung
(8.37) nicht dirket zur Bestimmung vofs, benutzt werden. Stattdessen wird entsprechend Abbildung
6.12sowie Gleichungeng;29 und 6.57) das Maximum des Verlustmodulyﬁgx, genutzt. Es gilt

B _ Yoo
= L - Imax 8.70
=G, ~ 15 (8.70)

und man erhalt zur Abschatzung des Elastizitatsmoduls
Gy~ 1.5L,, . (8.71)

y%ax
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Zweiter Block zur Parameteridentifikation

Die Identifikation der Parametek; und n.,, welche mittels den bisherigen Arbeitsschritten noch

nicht bestimmt sind, kann analog zunrRANDTL Element basierten Gesamtmodell erfolgen. Sie werden
auf Grundlage der in Abbildun@®.5(a) und Tabelle8.1 identifizierten charakteristischen Punkte der

FlielRkurve ermittelt.

Malnahmen ab der zweiten Iteration des Identifikationsproesses aufgrund von Abweichun-
gen zwischen Modellvorhersagen und Messungen

Zur Bestimmung der Materialparameter des Gesamtmodesi&\bbildung8.19wird der Identifikations-
algorithmus des RANDTL Element basierten Gesamtmodells (Abbilduhd4 unter Berticksichtigung
erklarter Anpassungen genutzt. Demnach sind die pseudB8dpannung3, und die Schubverzerrungs-
amplitude zum Maximum des Verlustmodul&,,, die SteuergroRen des Identifikationsalgorithmus. Alle
weiteren Materialparameter werden daraus abgeleitete&isgy demnach, in Abbildur;14die kritische

Schubverzerrungy,, entsprechend Gleichun8.70 durch Vfgx und ty durchf zu ersetzen. Infolgedessen

unterscheiden sich die Werte fyf™ und Y@ zu denen aus Abschni® 2.2 Damit verbunden weichen
auch die Werte fuiG," ** und G, von denen aus Abschni&.2.2ab. Die in Tabelle8.2 fiir das

rCROSSBINGHAM-HOOKE Element identifizierten Werte fi@®¢" undGJ*¢’ besitzen weiterhin ihre
Gultigkeit. Abschatzungen fir diese Grof3en sind in Tal&Bdinterlegt. FUB=50mT undB =150mT

Tabelle 8.6: Abschatzung oberer und unterer Grenzeslauf Basis der dynamischen Flie3spannung
(Gleichungen .69, (8.69, (8.39 und 8.40), dem maximalen Verlustmodul (Gleichur§}41)) und dem
maximalen Speichermodul (Gleichuri§44))

B=50mT B=150mT B=300mT
Gy Pa 5.88-10° 3.40-10° 5.88-10°
G, ™/ Pa 1.46-10° 1.31.10 2.26-10°
GyaxC” | pa 3.19-10° 1.21-10° 2.06-10°
GP*C' | Pa 4.70-10° 1.82-10° 3.71.10°

kann man Tabell®.6 entnehmen, dass sich fir das Minim@j" ™ ein groRerer Wert ergibt als fir
die MaximaGJ'®¢" und GJ*¢'. Dieses Problem kann durch die Reduktion der pseudo FheRsmg
behoben werden. Insofern reduziert sich die mittels demnhschen FlieRspannung erstabgeschatzte
pseudo FlieBspannung in weiteren Iterationen. Um das irreMieste Modellierungsergebnis sowohl fur
die Fliel3kurve als auch fur Speicher- und Verlustmodul zieérn, wird versucht die FlieBspannung so
gering wie moglich zu reduzieren. Da zur Modellierung dersstengen beB = 300mT die Forderungen
Gy Y < GP*C” und G, Y < GP*C' bereits erfillt sind, muss die pseudo FlieRspannung letligl
auf einen Wert korrigiert werden, der unwesentlich kleiats die dynamische FlieRspannung ist. Um
auch den Anfangsbereich der Flie3kurve gut abbilden zuddnmuss die Reduktion der FlieBspannung
durch ein Anheben vomgy kompensiert werden. Weil die scherverdiinnenden Eigefischgdoch
ausschlieRlich durch das ROSsMAXWELL Element modelliert werden, ist der Anfangsanstieg der
FlieRBkurve fiir ein festegg fix und nicht mehr veranderbar. Die Ubereinstimmung zwisddessung und
Modellvorhersage, speziell fur den Anfangsbereich dezf3Kurve, stellt somit den letzten Arbeitsschritt
eines lterationszyklus dar. Daher werdgmund yﬁax solange variiert, bis alle Messergebnisse im Mittel
gut abgebildet sind. Dies ist zusammenfassend in Abbildi2gdargestellt.
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Abbildung 8.20: Iterativer Algorithmus zur Identifikatiater Materialparameter des auf dem endochronen
MAXWELL Element basierten Gesamtmodells nach Abbild8ri®
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Modellierungsergebnis und abschlieRende Bemerkungen

Die letztendlich identifizierten Materialparameter sindTiabelle8.7 hinterlegt. Die kritische Schubver-
zerrungyer = G% und die pseudo FlieBspannung sind gréRRer als diejenigerCeesssBINGHAM-HOOKE
Element basierten Gesamtmodells aus Tab8lle Sie sind ebenfalls groRer als die deRARDTL
Element basierten Gesamtmodells aus Tat&BeDa sowohl die kritische Schubverzerrung als auch die
pseudo FlieRspannung in guter Néaherung proportional exkdtden, istG, des endochronen NKWELL
Elements identisch mit dem deg”NDTL Elements. Folglich sind audB; annahernd gleich. Die Werte
flr n., des RANDTL Elements kdnnen ebenfalls tbernommen werden. Da die psdiaRspannung fr
Messungen beB = 300mT gegenlber der dynamischen FlieRspannung nur untielseyesenkt werden
musste, liegt foIinct‘kl—1 naher an dem in Tabel® 1lidentifizierten Wert als fiB =50mT undB=150mT.

Tabelle 8.7: Identifizierte Materialparameter fur das Matmodell bestehend aus der Parallelschaltung
eines endochronen MKWELL und rGROSSMAXWELL Elements nach Abbildung.19

B=50mT B=150mT B=300mT
Gi1/Pa 9.0-10* 75.-10° 8.0-10°
no/ Pas 2.1-10% 1.1-1¢° 25.10°
N | Pas 460 1000 1880
Kils 72 432 300
B/ Pa 55 450 3200
G,/ Pa 38.10° 8.4.10° 1.35.10°

8.4.3 Vergleich der Messungen mit Modellvorhersagen

Die Modellvorhersagen im Vergleich zu den MessungenBir50mT sind in Abbildung8.21 darge-
stellt. Entsprechend der Vorgabe wird die FlieRkurve seftragpgebildet. Lediglich der Anfangsbereich
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Abbildung 8.21: Modellvorhersage des auf dem endochronex\WELL Element basierten Gesamtmo-
dells aus Abbildung.19mit G, = 9.0-10*Pa, g = 2.1- 10 Pas,n., = 460PasK; = 72s, = 55Pa und
G, = 3.8-10° Pa nach Tabell8.7, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend a0 vol%
BASF™ CIP CC Partikeln in der Tréagerfliissigkeit MOTUL 300V (AbsithB.1) bei B=50mT.

der Messergebnisse ist unterbestimmt, da die pseudo p#ieleng unterhalb der dynamischen FlieRspan-
nung liegt. Die Modellvorhersagen fir Speicher- und Vdredul haben sich im Vergleich zu denen des
PRANDTL Element basierten Gesamtmodells verbessert. Das Qskiitétium G,ead G/poqel ISt NUN flr
die ersten drei Dekaden rund Eins. Das allméhliche Ansteilgs Verlustmoduls ist in Abbildur@21(b)
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zu erkennen. Es erklart den Abfall des QualitatskriteriuBs.4 G/, ,qe IN der ersten Dekade, innerhalb

dessen der Verlustmodul im Mittel sehr gut abgebildet wird.

Abbildung 8.22 zeigt den Vergleich zwischen Modellvorhersage und Mesdesng firB = 150mT. Es

zeigt die gute Ubereinstimmung fiir die FlieRkurve in Abbild 8.22(a) Die Modellvorhersage fiir den
/

Speichermodul ist mit der deRRNDTL Elements vergleichbar. Das Qualitétskriteri@fjead Grroge €0t
zwischen 0.5 und 1.75. Jedoch werden die qualitativen Bajeften der Messungen des Speichermoduls
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Abbildung 8.22: Modellvorhersage des auf dem endochronexWELL Element basierten Gesamtmo-
dells aus Abbildung.19mit G; = 7.5-10°Pa,no = 1.1- 1° Pas . = 1000PaskK; = 432s,8 = 450Pa und
G, = 8.4-10° Pa nach Tabell8.7, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend auvol%
BASF™ CIP CC Partikeln in der Tragerfliissigkeit MOTUL 300V (Absith8.1) beiB = 150mT.

mit dem endochronen MxwEeLL Element wesentlich besser modelliert. Damit ist unter esrdegemeint,
dass die Spannweite des Maximums des Verlustmoduls eigad3tes wird vom endochronen AKWELL
Element durch den allméhlichen Anstieg des von der Veraggamplitude abh&ngigen Verlustmoduls si-
chergestellt. Eine weitere Folge des allmahlichen Anstiggs Verlustmoduls ist, dass dessen Maximum
naher an das Maximum des Verlustmoduls desa€sMAXWELL Elements (MODEw/3a) rickt. Somit

. —
10° 2 o 10 2 o3
. XXXXXXXK K% o :g\é
o 10t 7o 9 “ 15 _ o 1P z 1.50|0
~ ~300000000808Ea000000 1 gg = © 1 £
; e S i
T o5~ & 10 05
0 O 1 N
101o 0.025 Q05 0.075 0.1 qch 104 103 102 wq
f//s—l )7/ 1
(?) FlieBKUrve T meas XXX, Too.modei —— und (b) Spei,cher- und Verlustmodub),o.& XXX, Grnodef
%: 000 _ —G‘,measz 000, Glheas XXX, Gf{wde; —— und

model
G,r,“eas: ooofiir w= 27'r%j
model

Abbildung 8.23: Modellvorhersage des auf dem endochronexWkLL Element basierten Gesamtmo-
dells aus Abbildun@.19mit G; = 8.0-10° Pa,ng = 2.5-10° Pas ., = 1880 Pask; = 300s,3 = 3200 Pa und
G, = 1.35-10° Pa nach Tabell8.7, im Vergleich zu Messergebnissen eines MRF bestehend a4 vol%
BASF™ CIP CC Partikeln in der Tragerfliissigkeit MOTUL 300V (Absith8.1) bei B =300mT.
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kann das Maximum der Modellvorhersage des Verlustmodulgheren Verzerrungsamplituden verscho-
ben werden, ohne die im Mittel gute Modellierung im Berejehy;, einzubiiRen. Infolgedessen besitzt der
Verlustmodul des Gesamtmodells ein ausgepragtes Maxinmehkeine relativen und absoluten Maxima,
so wie es flr die Modellierung auf Basis desARDTL Elements der Fall ist.

Dasselbe Verhalten ist auch fur die MessungerBeBOOMT aus Abbildun@.23(b)zu verzeichnen. Die
verbesserte Modellvorhersage des Verlustmoduls zeigthsar noch deutlicher. Die FlieRBkurve und der
Speichermodul werden nach wie vor gut abgebildet.

Zur besseren Ubersicht sind die Messergebnisse aller Nfatgiex im Vergleich zu den Modellvorhersa-
gen abschlieRend in Abbildurg§j24dargestellt. Im Vergleich zu Abbildung.12ist zu erkennen, dass die
Messergebnisse des Verlustmoduls nicht im gleichen MaBesdbatzt werden, wie es fur das auf dem
rCROSSBINGHAM-HOOKE Element basierten Gesamtmodell der Fall ist.

10° 10 ¢
104 i 106»:9;;v X :
S 1@ % S 1P P R RN
a1 dococodk & 1 o <
= 1P ~ 10 x B
g 06000000000 (D
< 10t WW 10° P .xxXXxxxxXx\ Q
10° 74 107 Xxxx) X
10" 1
"0 00250050075 0.1 01105 104 102 102 10" 101105 10* 10° 102 10
y/s 7/1 7/1
(a) FlieBkurven T oas und (b) SpeichermoduliGq.¢ und (c) Verlustmoduli G,q und
Too.modef Ghnodef Modef

Abbildung 8.24: Modellvorhersage des endochronemxMELL Element basierten Gesamtmodells aus
Abbildung8.19, im Vergleich zu Messergebnissen Bei OmT——, B=50mT ——,B=150mT——und
B=300mT—— eines MRF bestehend ags- 40vol% BASFM CIP CC Partikeln in der Tragerflissigkeit
MOTUL 300V (Abschnitt8.1). Materialparameter entsprechend Tab8ll&

8.5 Auswertung und Gliltigkeitsbereich der Modellierungsasatze

AbschlieRend werden die drei vorgestellten Modellieramgéitze kurz gegenubergestellt und ausgewer-
tet. Alle Parametersatze der drei vorgeschlagenen Gesatetim besitzen denselben Giiltigkeitsbereich,
da sie unter Einbeziehung identischer Messergebnissaufiensind. Der Einfluss korrosiver Medien so-
wie weiterer Umweltbedingungen, wie beispielsweise ddtfeuchte und der Strahlung, und die damit
verbundenen Alterserscheinungadilfricht 1976 S. 16) konnten in dieser Arbeit nicht untersucht wer-
den. Im Rahmen der in dieser Arbeit betrachteten Zeitsksied diese Einschrankungen zweckmaRig
und zulassig, da ,der Ingenieur [...] stets einen Kompromifischen einer moglichst wirklichkeitsna-
hen Approximation und einer einfachen, anwendungsfahigemulierung eingehen und sich auf die Be-
schreibung der wesentlichen Erscheinungen beschranked]‘[Wlbricht (1976 S. 10). Die Experimente
wurden daher nicht unter gezielt eingestellten klimagscNerhaltnissen durchgefihrt, sondern erfolg-
ten unter Umgebungsbedingungen. Da Feuchte sowie Aul3patatar zum Zeitpunkt der Messung nicht
aufgezeichnet wurden, kénnen diesbeziiglich keine Anggberacht werden. Ahnlich verhélt es sich mit
der Temperaturverteilung innerhalb der Magnetmesszelezdr Messdurchflihrung verwendeten kom-
merziellen Rheometers MCR 501 der Firma Anton Paar. Die Beatprverteilung wurde wahrend der
Experimente ebenfalls nicht aufgezeichnet.

Gultigkeit besitzen die Modelle und Parameterséatze urargiesichbaren Messaufbauten fr

* eine magnetische Induktion im &ufR3eren Magnetfeld von G@IsmT,

« verzerrungsgeregelte sinusformige Anregungen im Blergaometrisch linearer Theorig,< 0.1,

mit einer Kreisfrequenz vow = 271%’, sowie im
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« stationaren Zustand bei Belastungen konstanter Sceerimterhalb des Bereidf < 0.1%.

Die Modellierung erfolgte unter der Vorgabe einer bestriobgin Abbildung der FlieBkurve. Daher sind
die Vorhersagen der FlieRkurve fur alle Modellierungstresgleichermalfien gut.

Ebenfalls ist die Modellierung des VorflieBbereichs des@memoduls weitestgehend unabhangig von der
Wabhl des zugrunde gelegten Materialmodells. Das Nach#igl@ten des Speichermoduls wird am besten
durch die auf dem r€ossBINGHAM-HOOKE Element und auf dem endochronemkwvELL Element
basierten Gesamtmodellen abgebildet, da diese im Gegensat RANDTL Element basierten Gesamt-
modell keine ausgepréagten lokalen und globalen Maximazsesi

Die qualitativen Eigenschaften der Messergebnisse ddasteroduls, wie beispielsweise der qualitati-
ve Kurvenverlauf sowie die Spannweite des Maximums, wemrlgenfalls von den auf dem ROSS
BINGHAM-HOOKE und endochronen WXWELL Element basierten Gesamtmodellen besser abgebildet
als von dem RANDTL Element basierten Gesamtmodell.

Abschlie3end ist festzustellen, dass die Modellierumgtsiie auf Basis des ROSSBINGHAM-HOOKE
Elements genau dann zu empfehlen ist, wenn die Prioritdtdaufbestméglichen Modellierung des
VorflieBbereichs des von der Verzerrungsamplitude ablgéngMerlustmoduls liegt. Das endochrone
MaxweLL Element erreicht marginal bessere Modellierungsergsbriim NachflieRbereich des von der
Schubverzerrungsamplitude abhangigen Verlustmodedég€rung 29

Der Iterationsalgorithmus ist nach personlichem Ermebsendet worden, nachdem das Modellierungser-
gebnis als ,bestmaoglich* definiert wurde. Daher ist die leméntierung eines objektiven Abbruchkriteri-
ums in folgenden Arbeiten zu empfehlen. AuRerdem kann digeMierung unter Verwendung alternativer
rheologischer Modellansatze weiter verbessert werdediesem Sinn wére interessant, welche Modell-
vorhersagen dasc$wEDOFF Element’ aus Abbildung8.25 liefern wiirde. Das SHWEDOFF Element
beschreibt kinematische Verfestigung mit Sattigung eetsgend dem AMSTRONGFREDERICK® Ge-
setz. Es wird ebenfalls zur Modellierung des Materialvitems von GelenGiesekus 1994S. 252) und
GelantineldsungReiner 1968S. 166) verwendet.

Ty

G
G, n2

Abbildung 8.25: $HWEDOFFElement

7(Reiner 1968S. 167), Bird etal. 1983 S. 13), Krawietz 1986 S. 28), Maugin 1992 S. 46), Giesekus 1994S. 252),
(Bertram 2007S. 44), Shutov et al. 2011S. 658)

8(Dettmer und Reese 2004Abb. 1), Bertram 2007 S. 225), Shutov und Krei3ig 2008Abb. 1a), Lion 2000a Abb. 1),
(Shutov et al. 2011
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9. Modellierung des Materialverhaltens eines ma-
gnetorheologischen Komposites

Im Folgenden wird das Materialverhalten eines magnetdéohechen Komposites (MRK) unter Druck-
belastung innerhalb geometrisch linearer Theorie madellDas Materialverhalten der magnetorheolo-
gischen Flussigkeit wird dabei unter Verwendung der in Abgt 8.2 vorgestellten konstitutiven Bezie-
hungen abgebildet. Das MRK besteht aus einer Polyurethhaugtstoffmatrix mit vier Kanalen, die mit
MRF befllt sind. Die Schaumstoffmatrix ist in Abbilduryl(a)im Vergleich zu einem 1 Cent Stlick
dargestellt. Die entsprechende dreidimensionale Rof@genputertomographie Aufnahme (Abbildung
9.1(b) wurde von DbHMEN ! bereitgestellt. Die hierarchische Betrachtung des MRKNalkro-, Meso-

(@) Polyurethan  Schaumstoffmatrix  nach (b) Rontgen-Computertomographie der Polyurethan
Dohmen et al(2014 Schaumstoffmatrix nacBohmen et al(2014)

Polyurethan Schaum

Abbildung 9.1:(a) Realer Probekorper der Polyurethan Schaumstoffmatrixenglgich zu einem 1 Cent
Stiick. (b) 3D Réntgen-Computertomographie Aufnahme der Schaumsafix von DoHMEN 1. Die
Polyurethan Schaumstoffmatrix besitzt eine Ausgangsivoheny = 25mm und einen Durchmesser von
@ = 15mm. Die vier zur Befillung mit MRF eingebrachten Kanélsitzen je einen Durchmesser von
@i =2mm.

und Mikroebene ist bereits in Abbildurigl aufgezeigt. Die Herstellung der Schaumstoffmatrix soveis d
MRK erfolgte am Institut fiir Leichtbau und Kunststofftedkier Technischen Universitat Dresdennd

ist in Dohmen et al(2014) beschrieben. Der Polyurethan Schaumstoffprobekdrpgtzbeine Ausgangs-
héhe vonhg = 25mm und einen Durchmesser van= 15mm. Die zur Befillung mit MRF vorgesehenen
Kanéale besitzen einen Durchmesser @i 2 mm.

Zur experimentellen Charakterisierung der magnetorlggatben Eigenschaften des MRK habeoHd
MEN ! und BoRrIN? eine mobile, rotationssymmetrische Magnetfeldeinheiteaime Zug-/Druckpriifma-
schine der Firm@®YNA-MESS Prufsystentenstruiert Qdenbach et al. 2014\bb. 18). Die Richtung,
entlang der die Prifmaschine den Traversenwegriieren und die aufgebrachte Krégtregeln kann, sei
im Folgenden als z-Richtung definiert. Die Magnetfeldnicig innerhalb des Messraums verlauft parallel
zur Kraftrichtung, d.h. in z-Richtung. Die Homogenitat des3eren, rotationssymmetrischen Magnetfelds
wurde innerhalb des Messraums in Abhangigkeit der radigrgfernung vermessen und betragt 91% bei
r =10mm Odenbach et al. 2014&. 28).

LEike Dohmen; Technische Universitit Dresden, Fakultatdiaenwesen, Institut fir Leichtbau und Kunststoffteghni
2Dmitry Borin; Technische Universitat Dresden, Fakultatddlainenwesen, Institut fiir Stromungsmechanik, Profefisur
Magnetofluiddynamik (Professor Odenbach)
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Um das im Experiment gemessene, vom Magnetfeld abhangigerislaerhalten zu simulieren, wird der
Druckversuch mit einem Finite Elemente Modell nachgebilBées kann aufgrund des doppelt symmetri-
schen Aufbaus unter Berlicksichtigung von Symmetriebegfiggn mittels einem Viertel FE Modell erfol-
gen. Die Modellierungsstrategie des MR Kompositwerkstff in Abbildung9.2skizziert. Eingangsdaten

" = -+
- =
1is
1/4 FE
Modell Magnetorheologisches Polyurethan Magnetorheologische
Komposit Schaumstoffmatrix Fliissigkeit
Makroebene Mesoebene

Abbildung 9.2: Modellierungsstrategie auf Grundlage ns&epischer Eingangsdaten zur Simulation des
Materialverhaltens des MRK auf Makroebene

des FE Modells sind Geometriedaten auf Mesoebene und dieskmgsschen Materialmodelle der Aus-
gangswerkstoffe inklusive identifizierter Materialpagter. Dazu zéhlen zum einen die phdnomenologi-
sche Materialbeschreibung der Schaumstoffmatrix und zuager@n das Materialmodell der magnetorheo-
logischen Flussigkeit. Weil sich die Druckbelastung aufi @ereich geometrisch linearer Theorie be-
schrankt, kann das Materialverhalten mit dem technischEmi®ungs- und Verzerrungsmallen formuliert
werden. Sie sind auf Seif/ eingefuihrt und werden mé = gjj & ® €j unde€ = & g ® ej bezeichnet.

Die Modellierung des Materialverhaltens der Schaumstatifim sowie die Parameteridentifikation erfolgt
in Abschnitt9.1 Zur Simulation des Materialverhaltens des MRF kommt dasbischnitt8.2beschriebene
Materialmodell zur Anwendung. Aufgrund der kanalartigeruur der zur MRF Befillung vorgesehenen
Hohlraume und der Beschrankung auf Beanspruchungen im &agaometrisch linearer Theorie, gentgt
es, das festkorperahnliche Teilmodell des MRF zu betracldater diesen Bedingungen wird das flr die
magnetorheologische Flussigkeit zu beriicksichtigendena@gerialmodell in Abschnit®.2 auf Grundlage
der in Abschniti8.2 identifizierten Materialparameter abgeleitet. Die Beresty der Materialantwort des
MRK zu der gegebenen Drucklast erfolgt abschlie3end in |Aisic9.3.

9.1 Pha&nomenologische Modellierung des Materialverhaltes eines Polyu-
rethan Schaumstoffs

Um das effektive (mesoskopische) Materialverhaltens diemzelligen PU Schaumstoffs zu modellie-
ren, wird in dieser Arbeit ein phdnomenologischer Ansatwajdt. Zur experimentellen Untersuchung
des Materialverhaltens wurden Druckversuche bei zweiérsmngeschwindigkeiten, = —0.05’“?m und

U, = -0.15F von DoHMEN?® und BoRrIN? durchgefiihrt. Die Langsachse des Schaumstoffprobekor-
pers, welche nach Abbildunt1identisch der Langsachse einer zylinderférmigen Hohlistruktur ist,

0
-05
- pd
z //
LL ) =7
/
~25p==
"—31.2 -1 -08-06-04-02 0
u, / mm

Abbildung 9.3: Druckversuch an der PU Schaumstoffmatrixeftie konstante Traversengeschwindigkeit
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wurde entsprechend Abbildur@?2 in z-Richtung angeordnet. In Abbildur@3 ist die KoordinateF,

der auf den Probekoérper wirkenden mechanischen Kraft indAblykeit vom Traversenweg der Zug-
/Druckprifmaschineu, dargestellt. Die Kraft wird positiv als Zugkraft eingefithNegative Werte der
KraftkoordinateF, beschreiben somit einen Druckzustand. Die Verschiehynder Traverse der Zug-
Druck-Prifmaschine wird ebenfalls positiv in Zugrichtuaefiniert. Die technische Dehnung ergibt sich
uber&;; = u;/hg. Da die betragsmafig grofte Verschiebung bei MiN = -1.2mm auftritt, ergibt sich
MIN{&,;} ~ —0.05. Die Beanspruchung liegt somit im Bereich geometrisobdier Theorie.

Die Messdaten aus Abbildurgy3 sind Mittelwerte von Einzelmessungen. Die Streuungen gsinceine
GroflRenordnung kleiner als die Differenz beider Messun@ether ist es zulassig, die Differenz beider
Messungen als ratenabhangigen Effekt zu interpretieresatZlich sind fir den Schaumstoff ratenab-
héngige Eigenschaften entsprechend AbscBniit3mithilfe von Relaxationsversuchen indirekt nachge-
wiesen. Auf den Nachweis der Existenz einer Gleichgewkeit&, definiert im Sinne vorlaupt(2002
Abb. 6.15), kann verzichtet werden, da diese Annahme fiyrpete Schaumstoffe weitlaufig akzeptiert
ist. Daher besitzt der Schaumstoff innerhalb der defimeBelastungsgrenzen ein linear viskoelastisches,
festkorperahnliches Materialverhalten. Zur Modelligrudes viskoelastischen Materialverhaltens des PU
Schaumstoffs wird daher eireRER Modell nach Abbildund.4unterstellt. Das ENER Modell wird drei-
dimensional verallgemeinert, indem isotrope konstiei8eziehungen fir den deviatorischen Anteil und
Kugelanteil formuliert werden. Der deviatorische AntedrdSpannung ist mis=s; & ® €; und der der

=] Ne

Abbildung 9.4: ZNER Modell zur Beschreibung des Materialverhaltens der PU @uistoffmatrix

Verzerrung mite= g; g ® e; bezeichnet. Die Spur der Deviatoren ergeben sich defisgi@mard zu Null,
si =0 undg; = 0. Die Gesamtspannung ergibt sich nach

O = 0+ 0 (9.1)
1
GﬁV=S‘K’|V+§08,V)d<| : (9.2)
Die Gesamtverzerrung setzt sich zusammen aus
1
&l =& +§Epp5KI . (9.3)

Der Uberspannungsanteil ist beschrieben durch

o 261 . E; 2G; K
Vi =V - 2G 9.4 G1= 9.6 —=— 9.8
SH e SH 1€ (9.4) L= o) (9.6) e e (9.8)

. 3Ky . E1 3Ki B
o+ —=000 =3K1 € 9.5 Ki=———F— (9.7 — = 9.9
PP Ty PP TTEERP (3:5) 1T 3(1-2v) ©- Nk Ne (9-9)

Der Gleichgewichtsanteil betragt
eq Gy — 22 (9.11) Kpo— 2 (9.12)
0, = 2G26q +Kogppda  (9.10) 2= 2(1+v) . 2= 31-2v) .

Als Freiwerte des Materialmodells werdEn, ng, E; undv ausgewahlt. Sie werden im Folgenden aus den
beiden Druckversuchen identifiziert. Alle weiteren Mafgarameter konnen Uber die oben eingefiihrten
Beziehungen abgeleitet werden. Zur Bestimmung der Paesmétd zunachst die Summe der beiden

Elastizitatsmoduli
doy,
dt l-o
£

Ey+Ep= (9.13)
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ermittelt. Dazu wird die Spannungy; = F,/A ermittelt, welche auf die Grundflachkedes Schaumstoff-
probekorpers im unverformten Zustand bezogen ist. Die Wgﬁaangentedd—? ‘t:O ist ebenfalls aus expe-
rimentellen Daten ablesbar. AnschlieRend werBerund ng solange variiert, bis beide Druckversuche
abgebildet sind. Letztendlich erhélt man

E; =0.8MPa (9.14)
ne =0.8MPas (9.15)
E, = 0.3MPa. (9.16)

Die Querkontraktionszahl wird entsprechdrakes(1987) sowieGibson und Ashby1997 Abb. 5.12)
v=04 (9.17)

angenommen. Die Modellvorhersagen im Vergleich zu den Btgebnissen sind in Abbildurgy5darge-
stellt.

0 0
v 7
_ ’// pa
E 1 > E -1 - 7
o _ == T 1
2 (// 2 - =
-3 -3-=
-12 -08 -04 0 -12 -08 -04 0
U, / mm u, / mm
(a) konstante Traversengeschwindigheit=" (b) konstante Traversengeschwindigkeit="
70.05%“; Modellvorhersage- - — , Mes- 70.1%“; Modellvorhersage: — — , Messung:
sung: -

Abbildung 9.5: Modellvorhersage de€XER Modells mitE; = 0.8 MPa,ng = 0.8 MPasE, =0.3MPa und
v = 0.4, im Vergleich zu den Messergebnissen der DruckversuchieaRU Schaumstoffmatrix

9.2 Materialmodell eines magnetorheologischen Fluids ugt Berlcksich-
tigung geometrischer Restriktionen fur die Simulation desVerhaltens
eines magnetorheologischen Komposites

In Kapitel 8 sind konstitutive Gleichungen zur Modellierung des Matlegrhaltens eines magnetorheo-
logischen Fluids beschrieben. In den daflr zugrunde gateBkperimenten konnte sich das MRF un-
eingeschrankt deformieren. Dies trifft jedoch fir das im #&néalen des MRK befindlichen MRF nicht
zu. Das Verhalten des MRF unterliegt geometrischen Réstmi#n. Fir die Berechnung in Abschrixt3
wird daher als Arbeitshypothese angenommen, dass in demet@beologischen Flissigkeit kein fest-
flussig Ubergang stattfindet, sondern dass die Materialsajmften des VorflieRbereichs wahrend des
gesamten Deformationsvorgangs dominieren. Der Vorflieditie des Materialmodells aus AbbilduBg}
besteht aus der dokeschen FedeG,(B) und dem parallel geschaltetenREGSSMAXWELL Element.
Zur groben Abschatzung des Verhaltens wird der Vorflie3bledmearisiert, d.h. nichtlineare Anteile des
rCROSSMAXWELL Elements werden vernachlassigt. Es geht somit in das&R Modell nach Abbildung

G1(B) no.1(B)

m:» o
T Gz(B) ceq

y

Abbildung 9.6: ZNER Modell zur Abschatzung des effektiv wirksamen Materiahadtens der magne-
torheologischen Flussigkeit innerhalb eines Kanals degetarheologischen Komposits
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9.6 Uber. Folgerung 26 Um es flr die FE Berechnung aufzubereiten, wird dasiZr Modell analog zu
den Gleichungen9(1) bis (9.12 dreidimensional verallgemeinert, indem isotrope kdustie Beziehun-
gen fur den deviatorischen Anteil und Kugelanteil formrliwerden. Dies stellt aus zwei Griinden eine
akzeptierbare, erste grobe Naherung dar. Zum einen intlade dulRere Feld der magnetischen Indukti-
on, welches von der mobilen Magnetfeldeinheit innerhatbMessraums in z-Richtung aufgebracht wird,
in magnetisierbarem Material eine Vorzugsrichtung, dighhinur die z-Komponente der magnetischen
Anziehungskrafte beeinflusst. Zum anderen stimmten in d@eranentellen Untersuchungen der Mo-
mentenvektor im Kegel-Platte Rheometer, der Kraftvekiatér Zug-/Druckprifmaschine und der Vektor
der magnetischen Induktion tberein.

Zur Parametrisierung der konstitutiven Beziehungen wemie Materialparamete®,(B), G1(B) und
no1(B) aus Tabelle3.4 ubernommen. Da in Abschni® 3 der Druckversuch am MRK unter &uf3erer ma-
gnetischer Feldeinwirkung durchgefihrt wird, deren mégake Induktionen jedoch nicht in TabeBe4
aufgefuhrt sind, werden die Materialparameter der feldardagnetfelder durch lineare Interpolation be-
rechnet. Die Materialparamet&8, o1 und G, des linearisierten Materialmodells sind abschlieRend in
Tabelle9.1 zusammengefasst. Weil fir das MRF aus AbsclhRtdie Volumenkonzentration der Car-

Tabelle 9.1: Materialparameter des =R Modells nach Abbildund.6 flr diejenigen Magnetfelder un-
ter denen die Druckversuche aus Absch@ift durchgefuhrt werdenDlohmen et al. 2014 Das ZENER
Modell resultiert aus der Linearisierung des Materialnisdér MRF aus Abschnit8.2

B/mT G:/Pa No1/Pas G,/ Pa
0 911 310 0
50 2.99358 10° 1.3801- 10 4.93827.10°
100 2.4829210° 1.7068 10* 1.40076010°
150 1.97226 10° 2.0336 10* 2.30769210°
200 1.69060 10° 1.6231.10% 2.55887010°
240 14652710° 1.2947.10% 2.75981210°

bonyleisen Partikel 40 vol% betragt, wird die Querkonti@szahlv = 0.4 in guter Naherung uber das
arithmetische Mittel der Querkontraktionszahlen von @asteisen und der nahezu inkompressiblen Tra-
gerflissigkeit abgeschatzt. Somit kdnnen alle Materialpater aus den Gleichungeh@) bis (9.9), (9.1

und 0.12 unter Berucksichtigung vong 1(B) = ng berechnet werden.

9.3 Simulation des Druckverhaltens eines magnetorheolagghen Kompo-
sites bei verschiedenen Starken der auf3eren magnetischamduktion

Die Simulation der Druckversuche an dem MRK unter versanied Magnetfeldern erfolgt mit dem Pro-
grammsystem MSC.Marc/MenBit Weil das MRK doppelt symmetrisch aufgebaut ist, genligerd&e
nungen an einem Viertel FE Modell. Dieses sowie das glolmlefeste Koordinatensystem sind in Ab-
bildung 9.7(a)dargestellt. Abbildun®.7(b)zeigt firB =150mT die aktuelle Konfiguration des MRK im
Verhaltnis zur Ausgangskonfiguration, welche durch das Byahtmodell angedeutet ist. Aufgetragen ist
die numerische Modellvorhersage der NormalspanrmpgDie symmetrischen Eigenschaften des MRK
korrespondieren mit den Symmetriebedingungen

Ux(x=0)=0 (9.18)
Uy (y=0)=0 (9.19)

fur das Viertel FE Modell. Weiterhin ist die Verschiebung aneren Rand iz-Richtung verhindert

u(z=0)=0. (9.20)
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Die Anregung wird verschiebungsgesteuert auf dem obered Rt konstanter Geschwindigkeit

U[z=h(t)] = u,t (9.22)

{y = —0.1%n (9.22)

aufgebracht. Der obere Rand ist in der Ausgangskonfiguraticchh(t = 0) = hy beschrieben. In der
Momentankonfiguration befindet er sich bgt) = hg + u,(z = hp,t). Reibungseffekte an der Grund- und
Deckflache werden vernachléssigt. Beachtet man, dass dioenion im Bereich geometrisch linearer
Theorie liegt, ist diese Vereinfachung vertretbar. Das FiI#l ist ein rein mechanisches Modell. Der Ein-
fluss des Magnetfeldes wird durch die vom Magnetfeld ablgmgMaterialparametersatze aus Tab@lle
beriicksichtigt. Da das von@MEN* und BoRrIN 2 im Experiment realisierte &uRere Magnetfeld in guter

0../MPa
4
% -1.864e-02

-4.832e-02
-7.800e-02
-1.077e-01
-1.374e-01
-1.670e-01

-1.967e-01

2.264e-01
2.561e-01
-2.858e-01
-3.154e-01
N y
(a) 1/4 Finite Elemente Modell des MRK (b) 07z beiuz = -1.22mm flurB = 150mT

Abbildung 9.7:(a) 1/4 Finite Elemente Modell zur Berechnung des Reaktioffiskadaufs in Abhangigkeit

der Verschiebung fur die Verschiebungsgeschwindigleit -0.175". (b) Exemplarische Darstellung der
Langsspannung fiB = 150mT.

Néherung homogen war, ist diese Art der Modellierung zurchBtzung der Druckkraft zulassig. Das Ma-
terialverhalten der polymeren Schaumstoffmatrix ist Undedgig vom &uferen Magnetfeld. Daher werden
zur Simulation aller Druckversuche die in Abschitl identifizierten Materialparameter verwendet. Die
Messergebnisse und Modellvorhersagen der Druckversiictie=f {0, 50, 100, 150, 200 240} mT sind in
den Abbildunger®.8(a)und9.8(b)dargestellt. Die Grézenordnungen der Messergebnisse odélMor-
hersagen stimmen gut tberein. Die Zunahme der Druckkrafbéingigkeit von der magnetischen Induk-

0 0
E _2———///% E_ -2 ///
g 4= % -4 //
£ 1S
N -6 N -6
-8 -8
-12 -08 -04 0 -12 -08 -04 0
U, / mm u; / mm
(a) Experimentelle Messergebnisse (b) Numerische Modellvorhersagen

Abbildung 9.8: Druckversuche an dem MRK nach Abbildng(a)fir u, = —0.1%1 beiB=0mT —
B=50mT——,B=100mT——,B=150mT——, B=200mT——undB=240mT——
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tion B kann ebenfalls wiedergegeben werden. Lediglich die Krungrder Messkurven wird vom Modell
nicht vollends abgebildet. Dies ist in AbbilduBg erkennbar. Es sind Messergebnisse und Modellvorher-
sagen flr je einen Druckversuch bei entsprechendem Madmhetbgeniibergestellt. Nichtsdestotrotz sind

0 _ 0 0 —
=z 2 __—— z -2 e > -2 =7
=4 = -a o ==
Y -6 Y -6 Y gl
87 08 w04 o B2 —08 04 o0 87 08 04 0
U, / mm U, / mm U, / mm
(& B=0mT (b) B=50mT (c) B=100mT
0 0 0
z -2 =7 z -2 _ s z -2 7
= -4 - = -4 - = -4 P
T | W _p— w6
87 08 04 0 82 -08 -04 o0 B2 —0o8 -04 o0
U, / mm U, / mm u, / mm
(d) B=150mT (e) B=200mT (f) B=240mT

Abbildung 9.9: Druckversuche an dem magnetorheologisd¢fmnposit nach Abbildung.1(a)fir u, =
—0.1m—sm; Experimentelle MessergebnisBgmeas , Numerische Modellvorhersag® model — — —

die Modellvorhersagen zufriedenstellend. Die Abweiclamgwischen Messungen und Modellvorhersa-
gen sind in Abbildung9.10 mittels des Verhaltnissel, mead Fz.model quantifiziert. Bis auf den Bereich
unmittelbar nach der Lastaufbringung, liegt das Verhﬁanischen% < F':ZZmL;j < 2. Fur Verschiebungen

< 25
g g 1
2 [ |
O'—Gl.z -0.8 -04 0
U, / mm
Abbildung 9.10: Verhaltnis von Messung zu Simulation deadkkraft firB=0mT — ,B=50mT—
—,B=100mT——,B=150mT——, B=200mT——undB =240mT——

u; < —0.4mm ist das Verhdaltnis nahezu Eins. Die fur MRF unter odmitlacher Schubbeanspruchung
identifizierten Materialparameter liefern somit auch fiomatone Druckversuche im Bereich geometrisch
linearer Theorie brauchbare Modellvorhersagen, wenclyldier abgesicherte Anwendungsbereich des
Modells streng genommen wberschritten ist. Der gemessagaetorheologische Effekt

B Fzmead B> 0)

Eyp = ZMeas =~ =/
MR Fz‘meas(Bzo)

(9.23)

ist in Abbildung9.11(a)fur B > O dargestellt. Fiu, < -0.6mm ist er fur alle Magnetfelder in guter Na-
herung konstant. Fur diesen Bereich kann der MR Effekt indhgfigkeit vom Magnetfeld aufgetragen
werden. Stellvertretend dafir ist das Verhéltnis der Dkuéfte bei der Verschiebung, = -1.2mm, wel-
ches in Abbildung.11(b)dargestellt ist.
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(a) Magnetorheologischer Effekt in Abhangigkeit von (b) Magnetorheologischer Effekt im Be-
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Abbildung 9.11: Quantifizierung des magnetorheologisditekts der Druckversuche



10. Zusammenfassung und Ausblick

Magnetorheologische Materialien werden in einer Vielzaim Applikationen verwendet. In Abh&angigkeit
vom Ziel der Anwendung ist meist die Einbettung der magmetologischen Flussigkeit in eine dulRere
Hulle erforderlich. Das in dieser Arbeit betrachtete magrieeologische Komposit besteht aus einer poly-
meren Schaumstoffmatrix mit geradlinigen Kanalen, weltliteMRF beflllt sind. Ziel war unter anderem
die Berechnung der makroskopischen Eigenschaften desatmaigaologischen Verbundwerkstoffs unter
Druckbelastung im geometrisch linearen Bereich. Fir diasigabe hatte sich die phanomenologische
Materialbeschreibung der Ausgangswerkstoffe als effektiviesen, um die konstitutiven Eingangsdaten
fur ein Finite Elemente Modell bereitzustellen.

Fir den hier betrachteten Verbundwerkstoff konnten mitM#éro-, Meso- und Makroebene drei cha-
rakteristische Skalen definiert werden. Auf der Mikroskgtad Lufteinschlisse und Stege der polymeren
Schaumstoffmatrix optisch aufgeldst. Ebenfalls sind diglie Tragerflissigkeit suspendierten magneti-
sierbaren Partikel der magnetorheologischen Flissigkiednnbar. Die daraus resultierenden mikroskopi-
schen Effekte werden auf der Mesoebene ,verschmiert veatmgimen. Im Hinblick auf die Modellierung
des makroskopischen Materialverhaltens des MRK war eg aifbrderlich, die komplexen Prozesse auf
der Mikroebene zu modellieren, um deren effektive mesdskbp Wirkung im Anschluss mittels Ho-
mogenisierungsverfahren zu bestimmen. Stattdessen wdreeffektiven Eigenschaften des Polyurethan
Schaumstoffs und des MRF auf der Mesoebene mittels pharmogischer Materialgesetze beschrieben.
Die Auswahl und Durchfiihrung von Charakterisierungsexpenten fir die phanomenologische Mate-
rialbeschreibung war maf3geblich gepréagt durch den fluidemdzharakter des MRF. Unter diesen Be-
dingungen haben sich scherrheologische Untersuchungestahd der Technik etabliert. Zur Material-
charakterisierung und zur Parameteridentifikation kanogrobl monotone Versuche zur Bestimmung der
FlieBkurve als auch oszillatorische verzerrungsgesteuexperimente zur Ermittlung von Speicher- und
Verlustmodul zur Anwendung. Auf dieser Grundlage wurdenrmesoskopischen Materialbeschreibung
phanomenologische Materialmodelle motiviert, die sowdiblqualitativen als auch quantitativen Eigen-
schaften von MRF erfassen. Eine Voraussetzung fur die ge2#odellauswahl war die in Abschnitt
erarbeitete phanomenologische Klassifizierung von Matariin drei Stoffklassen. Im Rahmen dieser
Stoffklassifizierung wurden MRF, die zur Klasse von Matiéeia mit fest-flissig Ubergang zahlen, ein-
deutig von Festkorpern und Flissigkeiten abgegrenzt. @emmissen die zur Modellierung des Ma-
terialverhaltens von MRF infrage kommenden Materialmiedeine FlieRkurve und eine von Null ver-
schiedene Gleichgewichtsspannung besitzen. Folglicthb@éskte sich die Menge aller Materialmodelle
zur Beschreibung der Gleichgewichtsspannung auf diegenidie eine FlieRkurve besitzen. Hierflr kom-
men beispielsweise dasRRNDTL Element naclBoisly et al. (20140, das BNGHAM-HOOKE Element
entsprechenoisly et al.(2017), das rGROSSBINGHAM-HOOKE Element aus Abschniti oder das en-
dochrone M\XWELL Element aus Abschni@ infrage.

Zum Aufstellen und Auswerten des aus Teilmodellen bes@dmeesamtmodells, war es unerlallich, die
Vorhersagen der einzelnen Teilmodelle zu kennen. Erst miitnkhis der Modellantworten auf definierte
Belastungen, konnten die Teilmodelle gezielt zu einem @&vadell zusammengefugt werden, welches
die im Experiment ermittelten Materialreaktionen abki#édd®aher wurden in den Abschnitt&rund 6 zu-
nachst die Modellvorhersagen deR@ssBINGHAM-HOOKE Elements und des endochronemMVvELL
Elements bestimmt. Dies umfasste die Ermittlung der Speiaimd Verlustmoduli sowie die Berechnung
der FlieBkurven. Ebenfalls wurden die normierten Intéisit der Hoherharmonischen bestimmt. Somit
konnten die normierten Intensitaten als effektives Waulgzeur Validierung der numerisch implementier-
ten Teilmodelle verwendet werden. Ausgepragte Knicke e@yrunge innerhalb normierter Intensitaten
deuten meist auf unphysikalisches Verhalten hin und kéninfige numerischer Probleme des imple-
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mentierten Materialmodells entstehen. Fir daa®oTL Element, den r@oss Dampfer, das r€oss
MAXWELL Element und das BIGHAM-HOOKE Element wurden die Modellvorhersagen flir Speicher-
und Verlustmoduli sowie fir Hoherharmonische und norreiértensitaten bereits Boisly et al.(2014b,
Boisly et al.(2015 undBoisly et al.(2017) veroffentlicht. Daher sind sie nicht Teil dieser Arbeit.

Des Weiteren wurden fur diese Materialfunktionen chargdtische Punkte identifiziert, dessen Absolut-
werte und deren Lage mit Materialparametern des Modellemidung gebracht werden konnten. Unter
charakteristischen Punkten sind markante Punkte, wigietssveise das Maximum des Verlustmoduls
gemeint, die man folglich in Experimenten problemlos idfei¢ren kann. Mit Kenntnis dieser charakte-
ristischen Punkte war es moglich, Gleichungen zur Bestimgrler Materialparameter aufzustellen. Diese
wurden iterativ und ohne Anwendung rein mathematisch kasjaichtlinearer Optimierungsalgorithmen
geldst. Um fir die Teilmodelle den Zusammenhang zwischamnadtteristischen Punkten und Materialpa-
rametern bestimmen zu kdénnen, war es notwendig, das benae dominierende Materialverhalten zu
ermitteln. Daflir erwiesen sichissajousDiagramme als sehr nitzliches Werkzeug. In diesem Sinn wur-
den die LssajousDiagramme des komplexeren Gesamtmodells mit dessAiousDiagrammen der
weniger komplexen Teilmodelle, welche aus den GrenzfalksGesamtmodells resultierten, verglichen.
Durch diese Grenzfallanalyse konnte das komplette Materiaalten des komplexeren Gesamtmodells
abschnittsweise auf weniger komplexere Modelle, fur dialydische Ausdriicke der charakteristischen
Punkte existierten, zuriickgefihrt werden. Das Analod@iefr ermdglichte es, zunachst analytische Aus-
dricke fur die charakteristischen Punkte des komplexeesa@tmaterialmodells zu postulieren und an-
schliefend numerisch zu verifizieren. Somit gewahrlesies Analogieprinzip die Identifikation der Ma-
terialparameter des konstitutiven Modells, dessen Artivgonalten zu den aufgepragten Belastungen nicht
mehr rein analytisch berechenbar war. Da die untersuchésai@tmodelle zur Stoffklasse der Materiali-
en mit fest-fliissig Ubergang zahlen, nahmen die FlieRspanaawie die pseudo FlieBspannung bei der
Parameteridentifikation eine besondere Rolle ein. Gruiidr dst, dass die FlieBspannung das Material-
verhalten in einen Vor- und NachflieBverhalten untert®tiher wurden in Abschnif allgemein Ubliche
Vorschlage zur Bestimmung der FlieBspannung untersuchexemplarisch fur Flussigkeiten mit Fliel3-
spannung sowie nichtlinear viskoelastische Flussighaitessgewertet. Unter Berlicksichtigung der fiir die
Modellierung des Verhaltens der magnetorheologischesskgjkeit zur Verfligung stehenden Messergeb-
nisse, die aus FlieRkurven sowie Speicher- und Verlustinbestehen, wurde ebenfalls eine geeignete
Methode zur Identifikation der FlieRspannung vorgeschatgiediesem Sinn hatte es sich als zielftihrend
herausgestellt, die dynamische FlieRspannung sowie itickie Schubverzerrung aus verzerrungsgesteu-
erten Amplitudensweeps einzubeziehen.

Die Modellierung des Materialverhaltens des MRF unter 8Smenspruchung erfolgte in Abschn@t
Diese unterteilte sich in die Modellierung des Materiahattens ohne dem Einfluss und mit dem Einfluss
eines aulleren Magnetfeldes. Bei Abwesenheit eines aulagmetfeldes verhalt sich die magnetorheolo-
gische Flissigkeit wie eine normale Suspension. Zur Begmimg dessen wurde dasrRGSSMAXWELL
Element nactBoisly et al.(2015 verwendet. Fir die Modellierung des Verhaltens bei Anwksé eines
auleren Magnetfeldes wurden drei verschiedene Modelianséarbeitet und gegenibergestellt. Die Mo-
dellanséatze ergaben sich aus der Forderung, dass das @ggge@daximum des Verlustmoduls auf plas-
tisches FlieBen zuriickzufuhren ist. Diese Forderunglerfiin Allgemeinen rheologische Modelle mit
FlielRspannung und pseudo FlieBspannung. Ausgangspunldntersuchung stellte die Parallelschaltung
aus einem r€ossBINGHAM-HOOKE Element und dem rRossMAXWELL Element dar. Dieses Mo-
dell wurde auf eine Parallelschaltung ausARDTL Element und reossMAXwWELL Element reduziert,
um die Anzahl der Materialparameter zu verringern. Allegdi zeigte sich, dass dagANDTL Element
basierte Gesamtmodell nicht in der Lage ist, die qualigatizigenschaften der Messergebnisse zur Zu-
friedenheit des Autors abzubilden. Es musste geschlgsstaverden, dass das ausgepragte Maximum im
Verlustmodul zunachst notwendig aber keinesfalls himesicl dafur ist, eine zufriedenstellende Model-
lierung gewahrleisten zu kénnen. Beispielsweise ist den8peite des Maximums des Verlustmoduls ftr
die Modellierungsgtite gleichermalRen wichtig. Der Verlusdul des auf dem rRossBINGHAM-HOOKE
Element basierten Gesamtmodells besitzt die erforderl@pannweite, der deRRNDTL Element basier-
ten Gesamtmodells nicht. Infolgedessen ist die Modelkmége fur den Verlustmodul deRANDTL
Element basierten Gesamtmodells abschnittsweise stbiealh die des reossBINGHAM-HOOKE Ele-
ment basierten Gesamtsystems. Daher wurde @éas\BTL Element im dritten Modellvorschlag durch
ein endochrones MXWELL Element ersetzt. Die Anzahl der Materialparameter musstendch nicht
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erhoht werden. Der endochrone Modellierungsansatz eighlags dem Ziel, das in den Messergebnissen
festgestellte allméhliche Ansteigen des Verlustmodutsldén zu kénnen. Da das endochrone MvELL
Element eine Flissigkeit mit pseudo FlieRspannung isthegblastisches FlieRen ohne Verwendung einer
FlieRfunktion und FlieBbedingung modelliert, tritt dasségigen des Verlustmoduls nicht instantan son-
dern kontinuierlich ein. Die Vorhersagen fir die Verlustiub des sich ergebenden Gesamtmodells, be-
stehend aus der Parallelschaltung eines endochrometwlLL Elements und eines KOSSMAXWELL
Elements, waren im Bereich des Maximums zufriedenstellenglateauartigen Anfangsbereich des Ver-
lustmoduls fallen die Vorhersagen gegentiber denen dree$EBINGHAM-HOOKE Element basierten
Gesamtmodells etwas schlechter aus. Die Identifikationvtlgerialparameter erfolgte fur alle drei Ge-
samtmodelle iterativ auf Basis charakteristischer Purikéz Abbruch der Identifikationsalgorithmen er-
folgte nach subjektiven Gesichtspunkten. Da die Modelleesagen auf Basis der subjektiv identifizierten
Materialparameter ausreichend gut mit den Messungen ilsénemten, konnte in dieser Arbeit auf die
Verwendung eines objektiven Abbruchkriteriums in Verhindg mit mehr oder weniger rein mathematisch
arbeitenden nichtlinearen Optimierungsverfahren vatetoverden. Die identifizierten Materialparameter
wurden anschlieRend fir die tUberschlagige AbschatzunBumkkrafte am magnetorheologischen Kom-
posit genutzt.

Die Simulation der Druckversuche am magnetorheologisdmmposit bei verschiedenen aul3eren Ma-
gnetfeldern erfolgte in Abschni® mittels einem Viertel Finite Elemente Modell mit entsprectien
Symmetriebedingungen. Die Modellvorhersagen wurdenilfgitties Finite Elemente Programmsystems
MSC.Marc/Menta® numerisch ermittelt. Sowohl der polymeren Schaumstoffinats auch der magne-
torheologischen Flissigkeit konnten unter der vorliegenBelastung linear viskoelastische festkorper-
ahnliche Materialeigenschaften unterstellt werden. FisrMRF stellt dies eine grobe Naherung dar, wel-
che aufgrund der geometrischen Restriktionen auf Mes@ebmagiiviert sind. Ein ausgepragtes FlieRver-
halten war somit, fur das in die Kanéle der Schaumstoffmaingebrachte MRF, nicht zu erwarten. Im
Rahmen der auf den geometrisch linearen Bereich eingeddbraBeanspruchung, ist das festkdrperéahn-
liche Verhalten des MRF dominant. Als Resultat dieser Asbgipothese reduzierte sich das in Abschnitt
8 ermittelte viskoplastische Materialverhalten auf demdinviskoelastischen Materialanteil, der bereits
in kommerziell verfligbaren FE Programmen implementiértSsmit konnten die Druckkréfte im geome-
trisch linearen Bereich mittels des kommerziellen Finieniente Programmsystems MSC.Marc/Mefitat
grob abgeschéatzt werden. Es ergaben sich zufriedenstellergebnisse.

Fur weiterfihrende Projekte verbleiben einige Aufgabahsigen, die im Rahmen dieser Arbeit nicht
mehr bearbeitet werden konnten. Darunter zahlt, die Fefdsung mittels Kriechversuchen zu unter-
suchen. Fir das in dieser Arbeit verwendete und in AbscBrilttorgestellte magnetorheologische Fluid
wurde die Existenz einer FlieBspannung, basierend auf denad 8er Technik, durch physikalische Effekte
auf der Mikroebene begriindet und als Arbeitshypotheseusgesetzt. Dennoch ist es fur weiterflihrende
Projekte ratsam, die FlieBspannung des in dieser Arbeitersteten MRF direkt zu messen und mit der
auf indirektem Weg identifizierten FlieBspannung zu vecglen. Um zu zeigen, dass die FlieRspannung
fur MRF mittels Kriechversuchen direkt gemessen werdemkanuss jedoch zuvor nachgewiesen werden,
dass MRF weder ver- noch entfestigendes plastisches Yenhzadigen.

Ein weiterer Schwerpunkt fir folgende Arbeiten bietet digplementierung und Automatisierung des
Identifikationsalgorithmus unter Verwendung von Optimaieggsverfahren in Kombination eines objektiven
Abbruchkriteriums, mit dem Ziel einen objektiv optimalearBmetersatz zu identifizieren. Die in dieser
Arbeit identifizierten Parametersatze, welche subjekpitinoale Modellierungsergebnisse liefern, kdnnen
dabei als Anfangsbedingung fur die mehr oder weniger reithemaatisch arbeitenden Optimierungsver-
fahren genutzt werden.

Fur die Simulation der Druckversuche am MRK sind die vom Mafgid abhangigen Materialeigenschaf-
ten mittels verschiedener Materialparamterséatze beiditigg. Dies ist im Rahmen der Simulation der
Druckversuche zulassig, ermoglicht jedoch nicht, magobktstark inhomogene Lastfélle zu beschreiben.
Um in Zukunft auch Modellvorhersagen fir diese Lastfalleebbnen zu kdnnen, ist es erforderlich, die
Aufgabe als mechanisches und magnetisches Feldproblemrmulferen. Zuséatzlich ist es notwendig,
die in dieser Arbeit vorgeschlagenen eindimensionalereNaimodelle dreidimensional zu verallgemei-
nern. AuRerdem sind zur Modellierung des anisotropen Nédwerhaltens magnetorheologischer Fluide
experimentelle Untersuchungen unter variabler Magraritditung erforderlich.



172




11. Folgerungen

Folgerung 1, Seit0:

Zu Beginn der phanomenologischen Materialmodellierumgereunbekannten Materialprobe kann diese
als Black-Box Operator interpretiert werden. ldentifikasexperimente und zusétzlich gemessene Mate-
rialfunktionen liefern Informationen zum qualitativen Maalverhalten. Sie stellen somit das Minimum
des Materialverhaltens bereit, welches von einem MataddEll abgebildet werden muss, um die im
Rahmen der Modellierung geforderten Eigenschaften deskBBax Operators erfassen zu kénnen. Nach
dem Abschluss der Materialmodellierung sind samtlichan \dmfang der Untersuchung abhangige
Eigenschaften des Black-Box Operators identifiziert undefigert. Es liegen ein Satz konstitutiver Glei-
chungen und identifizierte Materialparameter vor, die neit ddentifikationsexperimenten einhergehen
und alle ermittelten Materialph&nomene abbilden.

Folgerung 2, Seit@l:

Die phanomenologischen Materialmodellierung kann in z8iteifen erfolgen. Im ersten Schritt werden
eindimensionale Materialgleichungen entwickelt, die weiten Schritt dreidimensional verallgemeinert
werden. Ziel der eindimensionalen phanomenologischerefiédtnodellierung ist es, ein Gesamtmodell
zu erarbeiten, welches alle gemessenen Materialfunktiamel Materialantworten abbilden kann. Im
Rahmen der geometrisch linearen Theorie bietet es sicfiihaar, rheologische Elemente mittels Parallel-
und Reihenschaltungen gezielt zu einem Gesamtmodell zkniyefen. FiUr verzerrungsgesteuerte
Versuche eignet sich die Parallelschaltung rheologisEemente, sodass sich eine lineare Materialfunk-
tion fur das Gesamtmodell aus der Summe der entsprechendégriddfunktionen aller rheologischer
Teilmodelle ergibt. Zur gezielten Verschaltung rheologer Teilmodelle ist es daher notwendig, dass die
entsprechenden Materialfunktionen der rheologischdmbeielle bereits bekannt sind.

Folgerung 3, Seit@1, 79:

Infolge der Modellierung nichtlinearer Materialeffektesultieren in der Regel Materialmodelle, deren
Materialfunktionen nicht mehr geschlossen analytischtilest werden koénnen. Stattdessen mussen
die Materialfunktionen numerisch berechnet werden. Deztsdie numerische Implementierung des
Materialmodells voraus. Um numerische Probleme innerdeko relevanten Lastbereiches ausschlieRen
zu kénnen, muss die numerische Implementierung validiertden. Eine Mdglichkeit zur Validierung
des numerisch implementierten Gesamtmodells bietet dd@zallanalyse. Das Gesamtmodell wird dazu
durch geeignete Wahl der Materialparameter auf einen kotigén Grenzfall reduziert. Erzwungener-
mafen verhalt sich die numerische Implementierung desn@sesadells wie ein weniger komplexes
rheologisches Modell. Existieren flr diesen rheologiscligrenzfall bereits verifizierte (analytische)
Referenzldsungen, kann die numerische ImplementierursgGesamtmodells Uberprift werden. Die
Ubereinstimmung zwischen der numerisch ermittelten Madekort und der entsprechenden Refe-
renzldsung ist jedoch lediglich notwendig, aber keinésfhainreichend fir eine fehlerfreie numerische
Implementierung.

Folgerung 4, Seit@2:

Ist der erste Schritt der zweistufigen phanomenologischemellierungsstrategie abgeschlossen, so
liegt ein eindimensionales Materialmodell vor, das in degé ist, die gemessenen Materialfunktionen
qualitativ abzubilden. Um zu Uberprifen, in welchem Mal3g Klkaterialmodell die gemessenen Mate-

rialfunktionen quantitativ erfassen kann, missen die Nlealidersagen fir konkrete Materialparameter

berechnet und den Messungen gegentbergestellt werden. izaarf es zunachst der Identifikation
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der Materialparameter. Meist werden Materialparametehthinearer Gesamtmodelle mittels mehr oder
weniger rein mathematisch arbeitenden, nichtlinearerin@gtungsalgorithmen bestimmt. Aufgrund der
Nichtlinearitat des Gesamtproblems, hangt das Identifikaergebnis somit von der Wahl der Anfangsbe-
dingungen ab. Daher ist es zwingend erforderlich, phyisi&alsinnvolle Anfangsbedingungen fir die zu
identifizierenden Materialparameter vorzugeben. Didk steh in der Praxis genau dann als nichttriviale
Aufgabe heraus, umso weniger der Einfluss der Materialpstemauf die Modellvorhersagen bekannt
ist. Im Sinne der gesamtheitlichen Betrachtung des Maateligsprozesses, mit dem Ziel bestmdgliche
und physikalisch sinnvolle Simulationsergebnisse vanmsagen, ist die Untersuchung des Einflusses der
Materialparameter auf Modellvorhersagen zielfiihrend natsiim.

Folgerung 5, Seit@2, 89, 98, 113 139

Eine geeignete Art und Weise den Einfluss von Materialpatameuf Modellvorhersagen zu studieren,
ist es den Zusammenhang zwischen Materialparametern umchktlristischen Punkten in Material-
funktionen herzustellen. Charakteristische Punkte siidusive Punkte von Materialfunktionen, deren
numerische Werte ohne Weiteres experimentell ermittelidere kdnnen. Ein charakteristischer Punkt
ist beispielsweise das Maximum des Verlustmoduls, dessgye lund Absolutwert in Messergebnissen
problemlos abgelesen werden kann. Zur Bestimmung des Zneahangs zwischen Materialparametern
und charakteristischen Punkten ist die analytische Begumlmg der Materialfunktionen dienlich. Sie
ermdglicht eine detailierte Kurvendiskussion der Matéarizktionen. Jedoch ist es fir beliebig nichtlinea-
re Materialmodelle nicht immer mdoglich, die Materialfuitkten analytisch zu beschreiben. Existieren
allerdings qualitativ verwandte Materialmodelle oder $titntive Grenzfélle des Gesamtmodells, deren
charakteristische Punkte bereits analytisch beschrisinel) so kénnen diese analog auch auf das beliebig
nichtlineare Gesamtmodell Ubertragen werden (Analogiejm). Die Identifikation von Materialpara-
metern auf der Grundlage von charakteristischen Punk&dertiphysikalisch sinnvolle Ergebnisse. Sie
kénnen daher ebenfalls als Anfangsbedingung fiir dieolgerung 4beschriebenen mehr oder weniger
rein mathematisch arbeitenden, nichtlinearen Optimigsalgorithmen verwendet werden.

Folgerung 6, Seit@2:

Die analytische Berechnung von Materialfunktionen steiiien entscheidenden Mehrwert gegenuber
der rein numerischen Berechnung von Materialfunktionen 8#& ist der numerischen Berechnung

deshalb vorzuziehen. Analytisch beschriebene Materiktianen rheologischer Modelle ermdéglichen

zum einen die Validierung numerisch implementierter Matarodelle und zum anderen die analytische
Beschreibung charakteristischer Punkte.

Folgerung 7, Seit81:

Die Gleichgewichtsrelation eines Materialmodells kanohniin jedem Fall mittels Relaxations- und
Kriechversuchen bestimmt werden. Fur Flussigkeiten tssgth wéhrend eines Kriechversuchs keine
konstante Verzerrung ein, sodass n&tdupt (2002 S. 260) kein Gleichgewichtszustand erreicht wird.
Hingegen flr starre Flussigkeiten mit FlielBspannung, weesgielsweise dem Reib- undilBsHAM
Element, kann die Gleichgewichtsrelation mittels Relaxetversuchen nicht eindeutig bestimmt werden.
Daher wird die Gleichgewichtsrelation Uber Relaxation GDiechen ermittelt, wobei ODER entspre-
chend Tabellgl.1als logischer Operator zu interpretieren ist.

Folgerung 8, Seit81:

Die Modellierung von Materialverhalten beinhaltet nebem Waterialklassifizierung ebenso die Stoff-
klassifizierung. Die Materialklassifizierung naetaupt (2002 S. 270, 272) erfolgt in Abhangigkeit von

der Gestalt der Gleichgewichtsrelation und Eigenschdfiesichtlich der Ratenabh&ngigkeit und sieht
die vier Materialklassen: Elastizitat, Plastizitat, \Ggkastizitat und Viskoplastizitat vor. Die Gleichge-
wichtsrelation dient neben der FlieRkurve als Klassifimgskriterium zur Einteilung eines Materials in
eine der drei Stoffklassen: Festkorper, Fliissigkeit undekia mit fest-fliissig Ubergang.

Folgerung 9, Seit@2, 34, 36, 36:
Die Gleichgewichtsrelation ist ein signifikantes Klass#fimngskriterium sowohl zur Einteilung eines
Materialverhaltens in eine Materialklasse als auch in &itwdfklasse. Sie kann mithilfe von Relaxations-
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oder Kriechversuchen bestimmt werden. Da die Gleichgesgielation nicht immer ohne Restzweifel
experimentell bestimmt werden kann, ergibt sich eine nmeglisgte Unsicherheit flr das Klassifizie-
rungsergebnis. Die fir die theoretische Bestimmung deicfewichtsrelation eines Materialmodells
durchgefuhrte Grenzfallbetrachturig— oo ist aufgrund des praktisch beschrankten experimentellen
Fensters nicht umsetzbar. Nach dem Abbruch von Relaxatimes Kriechversuchen verbleibt die Frage,
ob die Haltezeit ,ausreichend lang“ gewahlt wurde.

Hinsichtlich der Anwendung des Materialmodells fur Sintiglasrechnungen ergeben sich daher Restrik-
tionen. Unter dem Gesichtspunkt, dass konstitutive Glaigen meist zur Lésung ingenieurtechnischer
Problemstellungen formuliert werden, ist es ausreicheradelitlmodelle aufzustellen, die im Rahmen
vordefinierter Temperatur-, Feuchte-, Last- und ZeitlobeeiGultigkeit besitzen. Im Hinblick auf die Lo-
sung praktischer Probleme ist es wichtig, Rahmenbedirguag definieren, unter denen Materialmodelle
formuliert und angewendet werden sollen. Dass Materiabth@dulRerhalb von Anwendungrenzen keine
Gultigkeit besitzen, ist ein fester, unvermeidbarer Bedfieil des Modellierungsprozesses. Somit ist
ein Klassifizierungsergebnis in eine Material- und Steffide nicht absolut, sondern hangt vom experi-
mentellen Fenster ab. Wird beispielsweise im Experimemt &leichgewichtshysterese ermittelt, ist es
trotzdem denkbar ein erweitertesAMWELL Modell mit nicht existierender Gleichgewichtsspannung
und ausgepragtem Langzeitrelaxationsverhalten zur Medelg zu postulieren. Wird ein Material unter
vorgegebenen Temperatur-, Feuchte-, Last- und Zeitliereials Festkorper klassifiziert, so kann sich
das Klassifizierungsergebnis bei davon abweichenden bergdennoch &ndern. Dass der Ubergang von
Festkdrper zu Flussigkeit flieRend ist, kann bei Vertretenm Soft Matter (weicher Materie) beobachtet
werden. Daher gehdren Vertreter von Soft Matter vielmatsStaffklasse der Materialien mit fest-flissig
Ubergang.

Folgerung 10, Seitd0, 113 114, 193 195

Ratenunabhangigkeit kann mithilfe despRIN Diagramms und harmonischen Materialfunktionen,
das heift dem Speicher- und Verlustmodul sowie Hoherhastioen, identifiziert werden. Sind die
LissajousDiagramme des IPKIN Diagramms sowie die harmonischen Materialfunktionen héagig
von der Kreisfrequenz, liegt ratenunabhéngiges Mataiabiten zugrunde. Dies umfasst nddhupt
(2002 S. 270 ff.) entweder elastisches oder plastisches Materfalten. Elastisches Materialverhalten
liegt vor, wenn LssajousDiagramme frequenzunabhangig und die Graphen der ersgsalousDia-
gramme offene Linien sind. Bei plastischem Materialvadrakind die LssAajousDiagramme ebenfalls
frequenzunabhangig und es existieren fur das erstsAiousDiagramm Graphen geschlossener Linien.

Folgerung 11, Seitd2:

Die Materialklassifikation nackaupt (2002 S. 270 ff.) teilt Materialverhalten in vier Materialklass
auf: Elastizitat, Plastizitat, Viskoelastizitdt und MVighastizitat. Die Einteilung von Materialverhalten
beziehungsweise Materialmodellen beruht auf zwei Klagsifingskriterien: der Gleichgewichtsrelation
und Ratenabhéangigkeit. Jedoch ist die Existenz bleibevieldormungen nach Entlastung notwendig aber
keinesfalls hinreichend flr plastisches MaterialvegralBleibende Verformungen kdnnen ebenfalls bei
viskoelastischen Materialien auftreten.

Folgerung 12, Seitd3, 44, 45, 68, 72, 82, 109, 139 .

Die FlieRkurve ist eine ungerade Zuordnung zwischen katetaSchubverzerrungsratgmnind stationaren
Spannungerr.,. Eine Moglichkeit die FlieRBkurve experimentell zu bestisnm besteht darin=1...n
Scherratery; Uiber je eine Haltezeit voAt vorzugeben, und die entsprechenden Spannumg%asam
Ende der Haltezeiten zu messen. Um sicherzustellen, daSpdnnungen, .osden stationdren Zustand
beschreiben, ist die Dauer der Halteziit,ausreichend lang“ zu wahlen. Wahrend der Haltezeit kimge
elastische Materialeffekte ab. Die Fliel3kurve misst déddiglich viskose Effekte sowie reibungsbehaftete
Materialeffekte aufgrund einer Flie3spannung. Fir Fglssten mit FlieBspannung oder Flissigkeiten
mit pseudo FlieBspannung beinhaltet die FlieBkurve daiskpse und plastische Materialeigenschaften.
Die FlieBkurve ist somit fiir Materialien mit fest-fliissig €lgang eine geeignete Materialfunktion, um
viskose und plastische Eigenschaften zu identifizierenvwamdelastischen Eigenschaften zu separieren.
Die Definition einerViskositatist dafur allerdings nicht zwingend erforderlich. Die \isktat ist eine
Materialfunktion und kann daher nicht direkt gemessen eer&tattdessen hangt sie vielmehr von der Art
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der Definition ab. Ublicherweise wird die Viskositat als dymische Viskositafayn = “"’—;V) eingefuhrt.

Alternativ dazu kann die Viskositat auch als differengeWNiskositat ngif = dr—‘a’;ﬁ definiert werden.
In beiden Fallen ergibt sich die Viskositat in Abhangigkedr Scherrate als gerade Materialfunktion.
Ausgehend vom Koordinatenursprung beschreibt die dyrdmigiskositat die Sekante an die FlieRBkurve.
Damit verbunden ergibt sich fur die dynamische Viskositédé @ntscheidende Einschrankung hinsichtlich
der Anwendbarkeit auf Fllissigkeiten mit FlieRspannungkliddsigkeiten mit pseudo FlieRspannung. Fir
diese Stoffklasse divergiert die dynamische ViskositategeUnendlichzo, wenny — 0. Sie divergiert
gegen minus Unendlich;co, wenny — 0~. AuRerdem reduziert sich die physikalische Aussagekeft d
dynamischen Viskostiat, je ausgepragter nichtlinearkogis Effekte sind. Dies kann beispielsweise flr
Scherverdinnung und Scherverdickung beobachtet werdendi€ differentielle Viskositat existieren
diese Einschrankungen und Nachteile nicht, da sie im Get¢erar dynamischen Viskositat die Tangente
an die FlieBkurve beschreibt.

Folgerung 13, Seitd7, 89:

Charakteristische Punkte von héherharmonischen Mdianktlonen, wie beispielsweise normierte
Intensitaten und hdherharmonischeURIER Koeffizienten, kénnen neben Speicher- und Verlustmodul
ebenfalls zur Parameteridentifikation genutzt werden. nkich die physikalische Interpretation der
Hoherharmonischen noch Gegenstand der Forschung istek®adellvorhersagen den Messergebnissen
gegenubergestellt werden. Ein Materialmodell bildet gedann das Verhalten der zugrunde liegenden
Materialprobe ab, wenn es neben Speicher- und Verlustmadah den Verlauf héherharmonischer
Materialfunktionen erfasst.

Folgerung 14, Seit&9, 85.

Da das vollstandige IPKIN Diagramm einer Materialprobe beziehungsweise eines Matardells das
volle Spektrum existierenderigsajous Diagramme beinhaltet, ist es eine mdgliche Darstellungsfo
den rheologischen Fingerabdruck zu visualisieren. Eirzélssaijous Diagramme sind fur komple-
xeres Materialverhalten beziehungsweise komplexere fdhteodelle kein geeignetes Mittel, um das
rheologische Verhalten zu klassifizieren. Beispielswdi8anen einzelne issaJous Diagramme des
rCROSSMAXWELL ElementsBoisly et al. (2015 Abb. 20, 21) nahezu identisch denen eineRoGs
BINGHAM-HOOKE Elements sein. Daher gibt allein das ,vollstandige" Spektraller LissAJous
Diagramme im PKIN Raum Aufschluss Uber das Materialverhalten.

Folgerung 15, Seité3, 91, 126

In der Literatur wird unter anderem mittels sinusférmigeraerrungsgeregelter Anregung zwischen
festkorper- und fltssigkeitsahnlichem Verhalten untdestdn. Dies erfolgt in Abhangigkeit der Gro-
Benverhaltnisse zwischen Speicher- und Verlustmodulk&gerahnliches Verhalten wird genau dann
postuliert, wenn der Speichermodul gréRer ist als der ¥ariodul,G' > G”. Im Fall vonG” > G’ spricht
man von flussigkeitséhnlichem Verhalten. Dieses Kriteristrjedoch keinesfalls allgemeingtiltig. Bei-
spielsweise zeigt das FOSSMAXWELL Element naclBoisly et al.(2015 einen Ubergang vo®’ > G

zu G” > G/, obwohl es keine FlieRspannung besitzt, die einen festkéhmlichen VorflieRbereich von
dem flissigkeitsahnliches NachflieRbereich abgrenzent&tbas r&kossMAXwWELL Element ist eine
nichtlinear viskoelastische Fliissigkeit, deren UbergamyG’ > G” zuG” > G’ allein auf ratenabhangige
Eigenschaften und viskose Nichtlinearitaten zurlickzidiihist. Selbst fir Flissigkeiten mit FlieRspan-
nung, wie beispielsweise demrRRNDTL Element Boisly et al. 2014h BINGHAM-HOOKE Element
(Boisly etal. 2017 und rGROSSBINGHAM-HOOKE Element (Abschnitt5), fallen der Schnittpunkt
G’ = G” und der phanomenologische fest-fliissig Ubergang nichtnmmsa. Der fest-fliissig Ubergang
einer Flussigkeit mit FlielRspannung tritt beim Erfullenr &&eRbedingung (Yielding) ein, der mit einem
abrupten Anstieg des Verlustmoduls und dem Abfallen degcB@enoduls einhergeht.

Folgerung 16, Seité8, 70, 71

Die Materialtheorie beschaftigt sich mit der Modellieruthgs Verhaltens von Materialien verschiedenster
Konsistenzen. Im klassischen Sinn beinhaltet dies die Medeng des Verhaltens von Flissigkeiten
und Festkorper. Im Rahmen der phdnomenologischen Betraghst es jedoch sinnvoll, eine weitere
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Stoffklasse einzufiihren, welche den flieRenden UbergandFlitssigkeiten zu Festkorpern reprasentiert.
Zu dieser Stoffklasse zéhlen typische Vertreter von Softéddweicher Materie), die bei Raumtemperatur
einen belastungsinduzierten fest-fliissig Ubergang asémeiDiese Zwischenstoffklasse wird daher als
Material mit fest-fliissig Ubergang bezeichnet. Somit kaas Waterialverhalten in drei Stoffklassen
unterteilt werden, die sich mittels zweier Klassifizierakigterien, der FlieBkurve und der Gleichge-
wichtsrelation, eindeutig unterscheiden lassen. DiedB@gwichtsrelation ergibt sich mittels Relaxation
ODER Kriechen, wobei ODER entsprechend Tabéllkals logischer Operator zu interpretieren ist.
Festkorper besitzen eine Gleichgewichtsrelation, discleeden von Null ist. Das heil3t, dass sich ent-
weder aus Relaxationsversuchen von Null verschiedenel@jeivichtsspannungen ergeben oder infolge
von Kriechversuchen von Null verschiedene Gleichgewiarizerrungen auftreten. Kriechversuche und
Relaxationsexperimente liefern identische Ergebnissediéi Gleichgewichtsrelation. Eine Fliel3kurve
kann fur Festkorper nicht bestimmt werden.

Fur Flussigkeiten hingegen kann eine FlieRBkurve ermittaedtden. Jedoch ist es nicht mdglich eine
Gleichgewichtsrelation mittels Kriechversuchen zu mess#a sich fir Flissigkeiten hierfir keine
konstante Verzerrung einstellt. Die Bestimmung der Glggstichtsrelation gelingt fir Flissigkeiten
lediglich unter Verwendung von Relaxationsversuchen, agbnsich eine Gleichgewichtsspannung von
identisch Null ergibt.

Materialien mit fest-flissig Ubergang besitzen sowohl Eilel3kurve als auch eine von Null verschiedene
Gleichgewichtsrelation. Als elastische Flussigkeitert FlieRspannung sei folgend eine FlUssigkeit
mit Flielspannung bezeichnet, die einen elastischen &Blé&reich besitzt, wie es beispielsweise fur
das RRANDTL Element Boisly et al. 2014p oder das BNGHAM-HOOKE ElementBoisly et al. (2017)
der Fall ist. Im VorflieBbereich von elastischen Flussigkeimit FlieRspannung ist die infolge von
Relaxations- und Kriechversuchen identifizierte Gleietightsrelation identisch. Dies gilt allerdings
nicht im NachflieRbereich. Infolge eines Kriechversuchéf3én Flissigkeiten mit FlieBspannung im
NachflieRBbereich uneingeschrankt, ohne dass sich eingégkwes/erzerrung einstellt. Flr elastische Flus-
sigkeiten mit FlieBspannung kann die von Null verschiedalmchgewichtsrelation im NachflieBbereich
ausschlief3lich mittels Relaxationsversuchen bestimméleve Dieser Umstand begriindet die Definition
der Gleichgewichtsrelation mittels Relaxation ODER Khieq.

Fur starr plastische Flussigkeiten mit FlieBspannung,beispielsweise dem ReibelemeBofsly et al.
20143 und dem BNGHAM Element, ist die Bestimmung der Gleichgewichtsrelationvonflie3bereich
mittels Relaxation allerdings nicht moglich. Hierfur isedsleichgewichtsrelation ausschlieBlich mittels
Kriechversuchen eindeutig definiert.

Folgerung 17, Seit&6:

Fur Flussigkeiten und Flussigkeiten mit FlieRspannung smiiisdie eindimensionalen konstitutiven
Gleichungen sowohl fur positive als auch negative Schanmraiiltig sein, wenn sie zur Modellierung
des Materialverhaltens fiir vorerst nicht naher eingestiieéBelastungen zulassig sein sollen. Dies ist
zwingend erforderlich, um sicherzustellen, dass die kiief® eine ungerade Funktion der Scherrate ist.
Andernfalls liefert die Berechnung harmonischer Matéuigkttionen, wie beispielsweise dem Speicher-
und Verlustmodul, keine sinnvollen Ergebnisse.

Folgerung 18, Seité04

Viskoelastische Materialmodelle besitzen ratenabh#@ndiigenschaften. Bei Anwendung des Korre-
spondenzprinzips kdnnen diese in einen Satz ratenunaigleingonstitutiver Gleichungen uberfuhrt
werden. Damit verbunden ist die Einfihrung einer Bogergéamngelche die Zeit als pseudo Zeitmal3stab
ersetzt. Das mit dem MXWELL Element korrespondierende ratenunabhangige rheolaistbdell
wird daher als endochrones AMWELL Element bezeichnet. Die direkte Anwendung des Korrespon-
denzprinzips ist empfehlenswert, damit die Materialpatam eines endochronen Materialmodells mit
ratenunabhangigen Materialmodellen vergleichbarer Metdektur verglichen und analog interpretiert
werden konnen. Infolgedessen kann beispielsweise derrislla@rameter3, der neben dem elastischen
Modul G der zweite Materialparameter des endochroneaxMEeLL Elements ist, im Vergleich zum
PRANDTL Element als pseudo FlieBspannung interpretiert werdem.dbekte Anwendung des Korre-
spondenzprinzips ermdglicht somit die Anwendung des Agiefwinzips. Daher kénnen charakteristische
Punkte des endochronen AMwWELL Elements auf Basis charakteristischer Punkte desxWELL
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Elements und RANDTL Elements identifiziert werden. Wirden fur das endochromexWMeLL Element
analytisch gegebene Materialfunktionen existieren, vedme Kurvendiskussion infolge der Anwendung
des Analogieprinzips Uberflissig. Aufgrund der Nichtlitigr kann flr das endochrone AAWELL
Element allerdings lediglich der Verlustmodul analytismrechnet werden. Insofern erméglicht erst die
direkte Anwendung des Korrespondenzprinzips die Umsetzigs Analogieprinzips und folglich die
Identifikation charakteristischer Punkte.

Folgerung 19, Seité14, 152

Flissigkeiten mit pseudo FlieBspannung beginnen ab Lgistbeu flieRen. Da sie keine Fliel3funktion
mit zugeordneter FlielRbedingung besitzen, die das Méaterfelten in einen Vor- und NachflieRbereich
aufteilt, flieBen Flissigkeiten mit pseudo FlieBspannumgedem Lastinkrement. Daher teilen sich
Speicher- und Verlustmodul ebenfalls nicht in einen Vord udachflielBbereich auf. Als Konsequenz
dessen erfolgt das Ansteigen des von der Verzerrungsaagliéibhangigen Verlustmoduls nicht abrupt
sondern kontinuierlich.

Folgerung 20, Seité17,118 124

Die Bestimmung der FlieBspannung, dem Materialparametes eReibelementsBpisly et al. 20143
nimmt eine zentrale Rolle innerhalb der Identifikation deat®&tialparameter einer Flissigkeit mit Fliel3-
spannung ein. Fur jungfrauliches Material ist der Beginhmlastischen Fliel3ens durch die FlieRspannung
definiert. Wahrend der Lastgeschichte kann der Fliebegisétzlich von inneren Variablen abhangen.
Ein Zeichen daflr kann sein, dass ein charakteristisch@ktPunit dessen Hilfe die FlieRspannung
identifiziert wird, von der Lastgeschichte abhangt. Dakees nicht immer ohne Weiteres mdglich, die
FlieBspannung mit fixen Messpunkten in Verbindung zu brinddit Zunahme der Komplexitat des
Materialverhaltens steigt der Aufwand zur Bestimmung def3Spannung. Messverfahren zur direkten
Bestimmung der FlieBspannung mithilfe fixer Messpunkte,idiSonderfallen fur ,weniger komplexe*®
Materialmodelle gultig sind, kénnen auf ,komplexeres" E@lverhalten nicht mehr angewendet werden.
Im Allgemeinen kann die FlieRspannung ausschlieRlich itnnRen eines iterativen Identifikationsprozes-
ses zur Bestimmung aller Materialparameter identifiziertden.

Folgerung 21, Seité20, 124

Ist die Existenz der FlieRspannung begriindet, und erfidiMhterialprobe Voraussetzungen, so kann die
FlieBspannung mittels einer Verzerrungsrampe als dggeBipannung identifiziert werden, ab der die
Spannungsantwort nicht langer einem linearen Verlaut f@igse Identifikationsmethode ist anwendbar,
wenn der VorflieBbereich des Materials linear elastisctBigtist auch dann zulassig, wenn der VorflieRBbe-
reich linear viskoelastisch und zusatzlich die Rate dez&@ungsrampe so gering ist, dass ratenabhangige
Effekte vernachlassigbar sind. Besitzt die Gleichgewsigiation des VorflieRbereichs allerdings eine
ausgepragte nichtlinear elastische Kennlinie, so kanrnvdigerrungsrampe nicht zur Bestimmung der
FlieBspannung genutzt werden. Dies gilt analog auch beiBaéstimmung der Flie3spannung unter
Anwendung einer Spannungsrampe mit kleinst moglicher Syragsrate.

Folgerung 22, Seité27.

Amplitudensweeps fur verzerrungsgesteuerte sinusf@ndigregungen koénnen fur Flussigkeiten mit
FlieBspannung, die weder ver- noch entfestigen, zur ikidireBestimmung der FlieBspannung genutzt
werden, insofern die Existenz der FlieRspannung bereitvie ist.

Infolge des fest-fliissig Ubergangs, der fur Fliissigkeitah FtieBspannung beim Erfiillen der FlieR-
bedingung einsetzt, steigt der Verlustmodul abrupt an, derdSpeichermodul beginnt abzufallen. Die
bei der Erflllung der FlieBbedingung auftretende Schuwreung wird als FlieRBverzerrung bezeich-
net. Sie ist kein Materialparameter. Die FlieBverzerrungssndaher nicht zwingenderweise konstant
sein. Im Allgemeinen héngt sie von den Lastparametern ders&rmigen Anregung, das heif3t von
der Schubverzerrungsamplitudend der Kreisfrequenz, ab. Diese Tatsache ist beispielswéiseeif
SCHOFIELD-SCOTT-BLAIR Element nachvollziehbar. Ist man in Kenntnis der den viisischen
VorflieBbereich beschreibenden Materialparameter, und die mit einer FlieRverzerrung korrespon-
dierenden Schubverzerrungsamplitude und Kreisfrequekarint, kann die FlieRspannung identifiziert
werden. Sie entspricht dem Spannungsmaximum derjenigann8pgsantwort, fur die der fest-flissig
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Ubergang wahrend eines verzerrungsgeregelten Amplitwdegps erstmals zu beobachten ist.

Die ldentifikation der FlieBspannung mithilfe verzerruggegelter Amplitudensweeps setzt im Allge-
meinen die Kenntnis aller den VorflieBbereich beschreiberdaterialparameter voraus. Dies kann man
sich mithilfe einer Parallelschaltung augfBOFIELD-SCOTT-BLAIR Element und MXwWELL Element
erklaren. In diesem Fall kann die FlieRspannung nicht GberMaximum derjenigen Spannungsantwort
bestimmt werden, die sich zu einer verzerrungsgeregeltameguing einstellt, bei der FlieRen erstmalig
einsetzt. Somit ist die Identifikation der FlieBspannunden gesamten Prozess der Parameteridentifikati-
on eingebunden und erfolgt iterativ.

Folgerung 23, Seité28

Relaxationsversuche konnen fur weder ver- noch entfestgd-lissigkeiten mit FlieBspannung zur
Bestimmung der FlieBspannung genutzt werden. Hierfir shdreichend groRe" Relaxationsniveaus
sicherzustellen, die dem Erfullen der FlieBbedingung geniiUm Relaxationsniveaus identifizieren zu
kdnnen, bei denen die FlieBbedingung erfillt ist, werdestafielte Relaxationsversuche aufgebracht.
Die Spannung am Relaxationsabbruchpunkt fir Relaxatieeauns, bei denen die Erfullung der Fliel3be-
dingung verzeichnet werden kann, ist bei ausreichend faRgdaxationshaltezeiten in guter Naherung
identisch und entspricht der FlieRspannung. Fur zu kleiglevRtionsniveaus, bei denen die Flie3bedin-
gung nicht erfullt ist, liegt die Spannung am Relaxatiomsabhpunkt unterhalb der FlieRspannung.

Folgerung 24, Seité30

Fur weder ver- noch entfestigende Flussigkeiten mit FhaRaung kdnnen Kriechversuche zur Bestim-
mung der FlieBspannung genutzt werden. Als Materialantatokonstant gehaltenen Spannungsniveaus
wird die Verzerrung ermittelt. Die statische FlieRsparqmwird als das gro3tmdgliche Spannungsniveau
identifiziert, fir das die Verzerrungsantwort asymptdtigeegen einen Grenzwert konvergiert. Hierfur
eignet sich die Abfolge von Kriechversuchen ausgehend woene minimalen Spannungshiveau mit
betragsméaRig steigenden Kriechniveaus. Sobald die Vermgsantwort einen stationdren Zustand mit
konstanter Verzerrungsrate erreicht, ist die FlieRspagniberschritten. Alternativ kann die statische
FlieBspannung auch als das kleinstmogliche Spannungsnidentifiziert werden, fir das die Verzerrung
nicht asymptotisch gegen einen Grenzwert konvergiert.Bastimmung dessen eignet sich die Abfolge
von Kriechversuchen ausgehend von einem maximalen hinzoggeen Spannungshiveaus. Sobald die
Verzerrungsantwort einen stationdren Zustand mit kotetaverzerrung erreicht, ist die Flie3spannung
unterschritten. Beide Versuchsfolgen fuhren im Idealfalf die gleiche FlieRspannung. Die generelle
Schwierigkeit bei der Handhabe dieser Methode liegt datirgntscheiden ob sich unter der vorgegebenen
KriechhaltezeitAt der stationare Zustand mit konstanter Verzerrung bezggweise konstanter Verzer-
rungsrate bereits eingestellt hat oder nicht. Die Wahl déedkhaltezeit hat somit einen entscheidenden
Einfluss auf das Messergebnis.

Folgerung 25, Seité59

Eine magnetorheologische Flissigkeit ist eine Suspensiom magnetisierbaren Partikeln, dessen
Materialeigenschaften Uber eine @uflere Stimulierung, téagnetfeld, beeinflusst werden kdnnen.
Dieses Phanomen wird als magnetorheologischer Effektidieret und ermdglicht eine schnelle und
reversibele Anpassung der viskosen, elastischen undisolash Eigenschaften. Eine magnetorheolo-
gische Flussigkeit ist ein typischer Vertreter von sogetgraSoft Matter (weiche Materie). Daher ist
die magnetorheologische Flissigkeit aus Sicht der phanologischen Materialtheorie ein Material
mit fest-fliissig Ubergang. Dieser fest-fliissig Uberganglgtfbei konstanter Raumtemperatur und
wird durch mechanische Belastung induziert. Weiterhindeas$ Verhalten einer magnetorheologischen
Flussigkeit ratenabhéngig. Sie besitzt auRerdem sclitmmeende Eigenschaften. Demzufolge missen
viskoplastische Materialmodelle formuliert werden, urs ¥arhalten magnetorheologischer Flussigkeiten
abbilden zu kénnen.

Folgerung 26, Seité65

Magnetorheologische Komposite sind Verbundwerkstoffernaignetisch schaltbaren Materialeigenschaf-
ten. Sie bestehen aus einem Matrixwerkstoff, in den magpteschaltbares Material integriert wird. Um
den Einfluss sowie den schaltbaren Bereich des magnetodigthen Effektes so grol3 wie moglich
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auszulegen, eignen sich Matrixwerkstoffe mit ,geringetgifigkeit. In diesem Zusammenhang kann die
Steifigkeit als ,gering” angenommen werden, wenn sie makimderselben Grolenordnung wie die der
magnetorheologischen Flussigkeit liegt. Schaumstoffvadkoelastischer Matrixwerkstoff erfillt diese
Eigenschaft. Daher bietet die Beflllung der kanalartigashlFhumstrukturen eines schaumstoffartigen
Matrixwerkstoffs mit magnetorheologischer Flissigkeitine Moglichkeit zur Fertigung eines magne-
torheologischen Komposits. Da die magnetorheologischissigkeit in eine Matrix definierter Geometrie
eingebettet ist, wird ihr Materialverhalten im Wesentéiohvon den linear viskoelastischen Eigenschaften
des VorflieRbereichs dominiert.



A. Anhang

A.1 Definition des LAGRANGE schen und EULER schen Verzerrungstensors

Im Folgenden werden derAGRANGESche und BLERsche Verzerrungstensor auf Grundlage des materi-
ellen und rdumlichen Deformationsgradienten definiertsgrechend der Bemerkung auf Séi&werden
X(X-ev,t) undX(Xx-en,t) rein formal durchx(X,t) und X (x,t) ersetzt. Dematerielle Deformationsgra-
dient! - 2 ist definiert als
I x(X,t
FOX,0) = [Vx@x(X,)]" = Rn(X,D)ex®@en = %@@)6\1 =xn(Xe®ey.  (Al)
N

Da der materielle Deformationsgradient zwischen der Referund Momentankonfiguration vermittelt,
wird er auch als Zweifeld-Tensor bezeichhellierbei ist die Transponierte eines Tensors zweiter Stufe
in symbolischer Schreibweise verwendet, die durch

AT=[Akex®8a] =Ac e ®e =Ake ®8a (A.2)

gegeben ist. Der materielle Bezug des Deformationsgraatieim Gleichung A.1) wird unter anderem

durch® 8
90)()

(
Vx®():ma\|®e():()()7|\|a\|®e() (A3)

deutlich. Der Basisvektor des Nablaoperators steht in Wmlag an die Definition des dyadischen
Produkted, welches nicht kommutativ i€t an erster Stelld

Um im Anschluss eine geometrische Linearisierung duraieiihzu kdnnen, ist es hilfreich den
materiellen Deformationsgradienten durch den materidferschiebungsgradientéf

H(X,t) = [Vxou(X, )] =u (X, D)ex®e = U (X, 1) Queex @ e = Uk L (X, t)ex ® e (A.4)

zu beschreiben. Dazu wird zunéchst die Bahnlinie einesriab¢s Teilchens entsprechend Gleichung
(3.13 mittels der Verschiebung beschrieben. Die UmrechnungBdsisvektorerex und e erfolgt Gber

l(Giesekus 1994S. 12), Kaliske 1995 S. 24, 27, 29, 31, 35)Schroéder 1996S. 5, 12), Holzapfel 2000 S. 65), Haupt
2002 S. 23), Parisch 2003S. 63), Bertram 2008S. 95), Altenbach 2012S. 79, 80)

2Er wird auch alDeformationsgradient relativ zur Referenzkonfiguratimzeichnet [Dgden 1984S. 84), Liu 2002 S. 2),
(Silber und Steinwender 2005. 46)].

3(Ogden 1984S. 84, 91), Wilmanski 1998 S. 21), Betten 2001 S. 34), Liu 2002 S. 2), Parisch 2003S. 64, 89),
(Silber und Steinwender 2005. 46), Bertram 2008S. 106), Altenbach 2012S. 79)

4(Ogden 1984S. 17), Altenbach 2012S. 34)

5(Krawietz 1986 S. 94), Giesekus 1994S. 612), Betten 2001 S. 33, 307), Gilber und Steinwender 2005. 46, 50, 446),
(Altenbach 2012S. 44)

6Es sei vereinbahrt, dass der Nabla-Oper&tastets nach rechts wirkeBfummund, (Ho-Kim und Pham 1998S. 32, 59,
87)]. In diesm Sinn soll die Vereinbahrufigx ®u]™ = u® vy, wie sie in der Literatur gelegentlich angewendet wiktt¢nbach
2012 S. 44), nicht benutzt werden.

7(Liu 2002 S. 241), Parisch 2003S. 19), Spencer 2004S. 19), Altenbach 2012S. 28)

8(Ogden 1984S. 15), Giesekus 1994S. 612), Holzapfel 2000S. 10), Silber und Steinwender 2005. 429)

9Es sei erwahnt, dass in der Literatur auch die Verwendungwem ( ) = ‘;sz () ®en [(Holzapfel 2000S. 45), Parisch
2003 S. 41), Wriggers 2001S. 460)] ublich ist.

10(Kaliske 1995 S. 25), Holzapfel 2000S. 73), Liu 2002 S. 9), Silber und Steinwender 2005. 50)
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die Transformationskoeffiziente@y, und Qt 11 -12

& = Quk & (A.6)
& = Qi = Quk & (A7)
Quk = Qick = & & = & - & (A8)
QuLm=0 (A.9)
Qlim=0. (A.10)
Die Matrix der Transformationskoeffizientépist orthogonal $pencer 2004S. 17) und besitzt die Eigen-
schaften'®
Quk Qi = Qi QL = Qi QL = KL (A.11)
Qu QL =QuQrl = Qi =d - (A.12)
Das KRONECKERSymbol ist definiert als
& - 1 ook=I (A.13a)
""lo okl (A.13b)
1 : K=L (A.14a)
oKL = .
0  K#L. (A.14b)

Die Koordinatenschreibweise des Verschiebungsvektors AGRANGEscher Formulierung, ausgehend
von Gleichung 8.13), ergibt sich zu

Uk (X, 1) e = [x(X,1) Qui — Xk ] & (A.15)
U(X,t) 8 = [X(X, ) — X Qi e - (A.16)

Daher ist die Trajektorie eines materiellen Punktes bédiglese, Koordinatensystems mittels
Xc(X,1) 8 = [ Xk Qi + Uk (X, 1) | & = [ Xk Qicie + Ui (X, 1) Qicie] & = [ Xk + Uk (X, 1)] ex (A.17)

beschrieben. Wird Gleichun@\(17) entsprechend mg(TN) () ® ey differenziert, so erhalt man den mate-
riellen Deformationsgradientefi

F(X,t) = 1+H (A.18)
Fn(X,t) ex® e = [ Sn Qi+ Ukn (X, 1) ] ex@en (A.19)
= [xn Qi+ Uk n (X, 1) Qi ] x®@en = [k + Uk n (X )] ex @ en (A.20)

unter Verwendung des zweistufigen Einheitsten$ors

1=9iex®8 = Qukex ®8 = HQLex®e = & & (A.21)
1=0c e ®8 = o Qurex®8. = & Qlex ®8 = ex ® e . (A.22)

11(Prager 1961&S. 14), Ogden 1984S. 6 ff.), Betten 1987Gl. (2.10)), Kreil3ig und Benedix 2002. 5 ff.), (Parisch 2003
S. 26), Spencer 2004S. 16 ff.)
2\Wenn die Koordinatensysteme der Referenz- und Momentdigkmation mittels

Qkk = Ok (A.5)

identisch gewahlt werden, ergibt sich die Matrix der Transfationskoeffizienten zum KONECKERSymbol und es nimmt die
Rolle eines Shifters einlfringen 1962S. 9), Eringen 1980S. 9), Eringen und Maugin 1990&. 9)].

B3(Prager 1961aS. 15), Ogden 1984 Gl. (1.1.32)), Betten 1987 Gl. (2.11)), Eringen und Maugin 1990bS. 678),
(KreiRBig und Benedix 2005. 6), Greve 2003S. 40), Parisch 2003S. 29), Spencer 2004S. 17), Bertram 2008S. 32)

(Liu 2002 S. 9), Gilber und Steinwender 2005. 51)

15(Giesekus 1994S. 592), Holzapfel 2000 S. 11, 37), Greve 2003 S. 5), Parisch 2003S. 29), Spencer 2004S. 64),
(Truesdell und Noll 2004S. 18, 48)
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In analoger Weise lasst sich na@huesdell und Toupin(1960 S. 245 ff.), Eringen (1962 S. 10) und
(Eringen 1980S. 10) unter Verwendung von

vx®()—@en®e<>—()<>,naq®e(> (A.23)

derraumliche!® beziehungsweisiverse Deformationsgradierf

7] XK(X,t)
0%y

FH(xt) = [Vx®X(x,1)]" = Ry (. Hex @ en = & ® € = Xk n(X,)ex ® & (A.24)

einfuhren. Hierbei kennzeichnét)~! die Inverse eines zweistufigen Tensors. Der raumliche Dreftr
onsgradient kann durch einen raumlichen Verschiebundsgren'®

h(x,t) = [Vx@u(x,1)]" = U (X,t)ex @@ = Uk (X,1) Qi ® @ = Ul (X,t)e® @ (A.25)

beschrieben werden. Dazu wird zundchst ausgehend vonhGitgja3.14) die EULERsche Beschreibung
des Verschiebungsfeldes

U (X, ) @ = [Xi— Xic (%, 1) Qi ] & (A.26)
Uk (X, 1) & = [XQkk — Xk (X, 1)] & (A.27)

formuliert. Daraus ergeben sich diejenigen materiellenki®en, welche einen festen Orpassiered®
Xk (%,1) € = [%Qik — Uk (X,1)] € = [XQuk — Ui (X,1) Q] & = [Xic— Uk (X, )] & . (A.28)

Uber Differentiations o )e( ) ®€n erhalt man letztlich den raumlichen Deformationsgradierin Abhan-
gigkeit des raumllchen Verschiebungsgradieriten

Fix,t)=1-h (A.29)
Fr(X,1) & ® €n = [3inQik — Un(X,1) ] ex ® & (A.30)
= [ 3nQuk — Uin (X, 1) Qi | & ® € = [dn— Ukn(X,t) | ex @ €n . (A.31)

Die Umrechnung des materiellen und raumlichen Verschigbgiadienten gelingt mit der Kettenregel

h=ug e ®8 = Uk nXn L (X DXL (X e @@ = uk LF (X ek @@ =H-F* (A.32)
H=ugaoe =unXn (X)X (X Haee =ugh (X,t)ex®e =h-F. (A.33)

Auf Grundlage der materiellen Deformations- und Verschigsgradienten ist derAGRANGESsche Ver-
zerrungstensa?

E(X,t) = }(FT'F—l) =BExc(X,)ex ®@e. = :—ZL(FkKFkL—5KL)eK ®e (A.34)

1
E(X,t)== (H+HT+HT H) = ExL(X,t)ex ®€ = 5 (UL +ULK +UnKUNL) B @8 (A.35)

16(Malvern 1969 S. 157), Giesekus 1994S. 12), Holzapfel 2000S. 66), Parisch 2003S. 64), Altenbach 2012S. 80)

17(Schr('jder 1996S. 12), Holzapfel 2000S. 71), Betten 2001S. 34), VWriggers 2001S. 22), Greve 2003S. 12)

18(Kaliske 1995 S. 25), Holzapfel 2000S. 73), Liu 2002 S. 9), Silber und Steinwender 2005. 50)

lg(Hamel 1956S. 10), Eringen 1980S. 7), Holzapfel 2000S. 59), Parisch 2003S. 63), Spencer 2004S. 35), Altenbach
2012 S. 72)

20(Liu 2002, S. 2), Silber und Steinwender 2005. 51)

2Y(Holzapfel 2000S. 74), Haupt 2002S. 36)

22(Eringen 1962 S. 13), Malvern 1969 S. 161), Eringen 1980 S. 15), Ogden 1984 S. 90), Hahn 1985 S. 40),
(Eringen und Maugin 1990&. 7), Schroder 1996S. 12), Wilmanski 1998 S. 30), Maugin 1999 S. 59), Betten 2001S. 38),
(Altenbach 2012S. 96)
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definiert. Der EJLERsche Verzerrungstens®t ergibt sich aus dem raumlichen Deformations- und Ver-
schiebungsgradienten

1 _ _ 1 e
e(x,t) = 5(1— FT-FhH-gu(xt)eee = > (81 - FeeFal) ex®@ (A.36)

1 1
e(x,t) = §(h+hT—hT'h) =a(X)e®e = > (Ugt + Uik — Unkln) ) & ®8 (A.37)

Der LAGRANGESche Verzerrungstensor ist mit denviEERschen Verzerrungstensor Uber giell back
Operatior?*

E(X,t) =FT(X,t)-e(x,t)-F(X,t) (A.38)
Exc(Xt)ex ®eL = Fk(X,Dex e ec-aeq (X t)exea -FL(X,t)a ®e. = hxenhLex ® e (A.39)

und umgekehrt tiber digush forwardOperatior?®

e(x,t) = FT(x,t)-E(X,t)-F1(x,t) (A.40)
ar(xea®e = Fal(x,e@ec-Ex (X Dexoe -Fit(xt)e ®a = FlEx Ftese (A41)

verknulpft. Die geometrische Linearisierung beider Vatmegsmalle ist in Anhang.2 vermerkt. Durch
Gleichung A.72) wird gezeigt, dass man im Rahmen der geometrisch lineaheorie nicht zwischen
materiellen und raumlichen Koordinaten zu unterscheideudht?®. Das geht einher mit Gleichung
(A.78), wonach der materielle und der rdumliche Verschieburaggnt ineinander tibergeh&h Daher
stimmen auch der linearisierteAGRANGESche Verzerrungstensor (Gleichund.70)) und der lineari-
sierte BULERsche Verzerrungstensor (Gleichudgq{1)) Uberein, was in Gleichung\(76) beschrieben ist.

Da das Materialverhalten von ratenabhangigen Stoffen vein Riate der Verzerrung abhangt, sei
diese im Folgenden unter Verwendung deateriellen Ableitungangegeben. Die materielle Ableitung
A ist die zeitliche Ableitung einer physikalischen GréRReesimateriellen Punktes. Daher wird beim
materiellen Ableiten die KoordinatX konstant gehalten. Fur Gro3en, die bereits in Abhangigkeit
materieller Punkte definiert sind, ist die partielle Ableitun@) = % gleich der materiellen Ableiturt§

OA(X,1)

At =—

=A(X,t) . (A.42)
Im Falle eines( )-stufigen EJLERschen Tensorfelde& (x,t) = A y(x,t)e ), wobeie  die ( )-stufige
Einheitsdyades; ® ... ® g ) beschreibt, kann die materielle Ableitung mittels deriplen Ableitung und
der Kettenregel berechnet werd@rs°

A(x,t) = A1)+ [Vx®A(X,1)] -V (A.43)
A( )(X,t)E( )= ot €+ ™ VIEHy®&-§ = ot +A( Y kVk|€() - (A.44)

23(Eringen 1962S. 13), Malvern 1969S. 161), Becker und Biirger 197%. 53), Eringen 1980S. 15), Ogden 1984S. 91),
(Hahn 1985S. 40), Eringen und Maugin 1990&. 7), Schréder 1996S. 12), Wilmanski 1998 S. 30), Betten 2001S. 39)

24(Miehe 1992 S. 34 ff.), Keck 1998 S. 13), Parisch 2003S. 69, 70), Holzapfel 2000 S. 83), Wriggers 2001S. 29, 30,
32), Belytschko et al. 2001S. 295), Kardelky 2004 S. 132), Silber und Steinwender 2005. 60)

25(Miehe 1992 S. 34 ff.), Keck 1998 S. 13), Parisch 2003S. 69, 79), Holzapfel 2000 S. 82), Wriggers 2001S. 29, 33),
(Belytschko et al. 2001S. 295), Kardelky 2004 S. 132), Silber und Steinwender 2005. 60, 121)

26(Eringen 1980S. 20), Krawietz 1986 S. 146), Maugin 1992 S. 31), Holzapfel 2000S. 399), Kastner 2010S. 6)

2T(Truesdell und Toupin 196G5. 308), Gpencer 2004S. 78), Altenbach 2012S. 120)

28(Eringen 1962S. 62), Betten 2001 S. 29), Haupt 2002 S. 22), Parisch 2003S. 90), Greve 2003S. 4), Spencer 2004
S. 37)

29(Eringen 1962S. 62), Malvern 1969 S. 141), Becker und Burger 19755. 13), Ogden 1984S. 123), Schwarzl 1990
S. 294), Eringen und Maugin 1990&. 12), Macosko 1994S. 46, 146), Giesekus 1994S. 15), Holzapfel 2000 S. 66),
(Betten 2001 S. 30), Liu 2002 S. 15), Haupt 2002 S. 21), Greve 2003S. 4), Parisch 2003S. 90), Spencer 2004S. 38),
(Silber und Steinwender 2005. 41 ff.), Altenbach 2012S. 76, 84)

3%Dje materielle und partielle Zeitableitung eineslEERschen Tensors stimmen nicht UbereBda¢khaus 1983S. 96).
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Damit ergibt sich der GRANGEsche Deformationsgeschwindigkeitstengdoequem durch die partielle
Ableitung des IAGRANGESchen Verzerrungstenso?$

D(X,t) = E(X,t) = E(X,t) = Dki (X, t)ex @@ = B (X, t)ex @@ = Ex (X, t)ex®@ . (A45)

Um den BULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensor berechnerdzodn, wird zunéchst der Ge-
schwindigkeitsgradierit

L(x,t) = [Vx®Vv(x,t)] =F-F* (A.46)
oV (x,t o __
Lu(x,t)ex®@g = %a@a = R FK|1a<®e| (A.47)

aus dem EBLERschen Geschwindigkeitsfeld berechnet. Letzteres erigibtesis der materiellen Ableitung
des BJLERschen Verschiebungsfeldes

dUk(X,t)

V(X>t) :&(X>t) =Vk(X,t)Q<:Clk(Xat)9K: ot

+ Uk (X>t)V| (X>t) & . (A.48)

Damit bestimmt sich der E_ERsche Deformationsgeschwindigkeitstensor ddfch

d(x,t) = %[L(x,t)+LT(x,t)] =da(X,t)ex®@ = % [Lin(x,t) +Lik(x,t) Jex® @ . (A.49)

Er ist mit der materiellen Ableitung desUEERschen Verzerrungstensagéx,t) = & (x,t)ex® g (Eringen
1962 S. 79) und dem HLERschen Verzerrungstensor selbst ifSer

d(x,t) =&+L7-e+e-L =dy(x,t)ex®@ = (& +Lnkenl +Enlnl) &®8 (A.50)

verknlpft. Es ist zu erkennen, dasl§ nicht identisch ist mit der materiellen Ableitung vos
(Eringen und Maugin 1990&5. 13). Der lAGRANGESche Deformationsgeschwindigkeitstensor ist mit
dem EULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensor iibepdieback Operatior?®

D(X,t) =F"(X,t)-d(x,t)-F(X,t) (A.51)
DrL(X;t)ex ® e = R (X, ek @ &c-da (X, H)ex® e AL (X t)a ®e = RkdaRLex ® & (A.52)

und umgekehrt Uber digush forwardOperatior’
d(x,t) = F T (x,t)-D(X,t)-F1(x,t) (A.53)
da(x,t)ex®8a = Fgd (x,)ex®@ex - D (X, Dex ® e -Fit(x,1)e. ® 8 = R Dk F'ev®e (A54)

verbunden. Der linearisierte AGRANGESche Deformationsgeschwindigkeitstensor (GleichuAd@l))
und der linearisierte ELERsche Deformationsgeschwindigkeitstensor (Gleichuh@®9q)) stimmen fur
geometrisch lineare Theorie tUberein (GleichuAdLQ3)).

31Der LAGRANGESChe Deformationsgeschwindigkeitstensor wird wenigeanfewendetchwarzl 1990S. 300).

32(Eringen 1962S. 71, 79)

33(Ogden 1984S. 123), Krawietz 1986 S. 101), Macosko 1994S. 68), Giesekus 1994S. 16), Holzapfel 2000 S. 95),
(Haupt 2002S. 43), Parisch 2003S. 91), Greve 2003S. 6), Spencer 2004S. 85), Altenbach 2012S. 112)

34(Eringen 1962S. 70), Krawietz 1986 S. 101), Gchwarzl 1990S. 300), Eringen und Maugin 1990s. 12), Holzapfel
200Q S. 97), Betten 2001 S. 65), Liu 2002 S. 21), Haupt 2002 S. 45), Parisch 2003S. 91), Greve 2003S. 24), Betten
2005 S. 39), Altenbach 2012S. 112)

35(Eringen 1962S. 79), Eringen und Maugin 1990a. 13), Holzapfel 2000 S. 102), Haupt 2002 S. 48), Betten 2005
S. 39), Altenbach 2012S. 112)

3¢(Eringen 1962S. 71, 79), Ogden 1984S. 123), Eringen und Maugin 1990&. 13), Holzapfel 2000S. 101), Haupt 2002
S. 48), Parisch 2003S. 97), Altenbach 2012S. 112)

37(Schwarzl 1990S. 301), Haupt 2002S. 48), Altenbach 2012S. 112)



186 Anhang

A.2 Geometrische Linearisierung des IAGRANGE schen und EULERSchen
Verzerrungstensors

Im Rahmen geometrisch linearer Theorie ist der Verschigbugktor wesentlich kleiner als eine charak-
teristische Langé, des zu betrachteten materiellen Kérp&rs

Jull = llucex | = [ukex| = v/Uk Uk = /Ul < Lo . (A.55)

Aufgrund der Beschrankung auf kleine Verschiebungsgraeieist der Absolutwert | jeder Koordinate
des Verschiebungsgradienten viel kleiner als die Zahl ¥ins

Hl=|ukLlex @& = |ulex®e < lex®e (A.56)
Ih[=|uglex®e =ukLlex ®8 < lexoe . (A.57)

Dabher ist die Nornj | des Verschiebungsgradienten ebenfalls viel kleiner @Zdhl Eing'°

IH] = Uk LUK L = /UL UL < 1 (A.58)
Ih] = /O Ur = /U Uk < 1. (A.59)
Infolgedessen kdnnen die quadratischen Terme
[HT-H| = [umkUm e ® €] = \/UMK UmLUNK UN.L = \/UmK UL Unk UnL << [H]| (A.60)
|h"-h[ = [unkUmi&®@ | = /UnkUml UnkUni = /UmkUnm, UnkUNT < D] (A.61)

im Vergleich zu den linearen Termen vernachléssigt wetden

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Referenz- und Moment#iguration flr geometrisch lineare
Theorie zusammenfallen. Das wird exemplarisch fir dedeRANGESchen und BLERschen Verzer-
rungstensor entsprechend Gleichurg3@) gezeigt. Dazu sei in beiden Formulierungen der materielle
Punkt Xxex ausgewertet. In der WERschen Formulierung ist diese Forderung erfiillt, wenn der
Raumpunkixnen, die Koordinaten entsprechend der Bahnlinie des zu betatn materiellen Punktes
Xm(X,t)em nach GleichungA.17) einnimmt. Daher geht Gleichuné 39) Uber in

Ex (X t)ex @ e = Rk (X,t)ex @ &caa [X=x(X,1),t]ex® e -FL (X, t)a ®e. . (A.62)

Die Einheitsdyadex ® e (Spencer 2004S. 19) kann auf beiden Seiten ausgeklammert werden. Zur
Ubersichtlichen Darstellung werden daher im Folgendeiglied die Koordinaten mitgefiihrt. In Be-
zug auf GleichungenA.20), (A.35) und (A.37) werden der materielle Deformationsgradient sowie der
LAGRANGESche Verzerrungstensor durch den materiellen Verschiglgmadienten ausgedriickt, und der
EuLERsche Verzerrungstensor durch den rdumlichen Verschisguadienten

1 _ 1 _
5 (Uk,L +ULk + Uk U ) = (Owk Quik + Ukk ) 5 (Uk) + Ul k= UmicUmy ) (ONLQRT+UiL) - (A.63)

Wegen GleichungenA(56) und (A.57) kdnnen quadratische Terme gegeniber linearen Termeaadlern
lassigt werden

1 1

> (Uk L +ULK + Unk UniT) =5 (Ul + U k — UmebemT) (QuiQL + Uk UL+ Qf Uk +U L Qki)  (A.64)

1 1

=5 (uis + U k) (Qri QL) + > [MJrMQ[ﬁ +MQE&]
(A.65)
1

+ 5 (Ui bere b+ U sl QU+ ek Qii] (A.66)
Ex7 (X,1) = Qgic el [x(X,1),t] Q- (A.67)

38(Haupt 2002S. 53), Kastner 2010S. 6)

39(Truesdell und Toupin 19605. 303), Malvern 1969 S. 161), Malmeisters 1977S. 81), Gilber und Steinwender 2005
S. 67), Spencer 2004S. 78), Ottosen 2005S. 23)

40(Haupt 2002 S. 53), Greve 2003S. 22), Kastner 2010S. 6)

41(Malvern 1969 S. 161), Malmeisters 1977S. 81), Betten 2001 S. 42), Greve 2003 S. 23), Ottosen 2005S. 23),
(Silber und Steinwender 2005. 67)



A.3. Linearisierung des AGRANGESchen und BELERschen Deformationsgeschwindigkeitstensors 187

Dabei wurde berucksichtigt, dass

HT-h-1+H™-H (A.68) Uik Ukl QU* # Uik UL - (A.69)

Die Umrechnungen des materiellen und rAumlichen Versohigggradienten erfolgen nach Gleichungen
(A.32) und (A.33). Die nach der geometrischen Linearisierung verbleiben@ierme definieren die
linearisierten Verzerrungsmafte43

EM-ElN (X,t)ex @@ = % [uc L (Xt +uk (X,t) ] ex @ = %(H +H") (A.70)
" =g [x(X,1) t]a® e = %{UKI [X(X,1) ]+ u[x(X, )t ecoe = % (h+hT). (A.71)

Letztlich muss nur noch gezeigt werden, dass der mateReitegkt X und der rAumliche Punkt gleich-
gesetzt werden kénnen, sodass keine Notwendigkeit besteédthen raumlichen und materiellen Koor-
dinaten zu unterscheidefl@upt 2002 S. 57). Dazu wird der linearisiertedeERsche Verzerrungstensor
fur kleine Verschiebungen in Bezug auf Gleichu#gl(7) mittels der RYLOR Reihe um den Raumpunkt
(Altenbach 2012S. 120)

x=X(X,tr) =X (A.72)

approximiert. Daher nimmt das Argument vef den Wertx - em = Xm = X - €n = Xk Qmk an und man erhalt
(Altenbach 2012S. 120)

e [x(X.0).t]

I . [X(X,t)-en—X-em]+... (A.73)

=U-em
~elf [x=X] . (A.74)

d»ill’] [X(th)7t] = d»ill’] [X(th)7t]‘xzx +

Im Zuge der Einschrankung auf kleine Verschiebungen kach @deichung A.55) der zweite Term der
TAYLOR Reihe gegenuber dem ersten Term vernachlassigt werdemrdadird deutlich, das¥X das
einzige Argument der beiden linearisierten Verzerrund&niat. Infolgedessen sind die linke und rechte
Seite von GleichungX.67) identisch** und man erhalt

EM(X,t)~d"(x,t) =& (A.75) EIN (X,t) » Qckel (x,t) Ot = &k . (A.76)

Die linearisierten Verzerrungsmal3e gehen in das techmigelzerrungsmal

szg(ukmul,k)e@a :%(UK,L+UL,K)Q<®eL (A.77)
Uber und es ist nicht notwendig zwischemind X zu unterscheiden. Somit ist gezeigt, dass die Referenz-
und Momentankonfiguration fiir geometrisch lineare Theiorguter Naherung zusammenfalf&h Daher
braucht man nicht zwischenAGRANGEschen und BLERschen Verzerrungstensor zu unterscheftfen
Damit verbunden ist ebenfalls, dass der materielle und lidhenVerschiebungsgradient nahezu identisch
sind4’

Hw~h. (A.78)

42(Truesdell und Toupin 196@. 306), Eringen 1962S. 16), Eringen 1980S. 19), Betten 2001S. 40), Betten 2005S. 38)

“3per linearisierte IAGRANGESChe Verzerrungstensor ist Becker und Burgef1975 S. 49), Malmeisters(1977 S. 81),
Krawietz (1986 S. 145),Maugin (1992 S. 31 ff.), Giesekus(1994 S. 47),Kaliske (1995 S. 28),Haupt (2002 S. 56),Liu
(2002 S. 10),Greve(2003 S. 22),Parisch(2003 S. 83),Silber und SteinwendgR005 S. 67 ff.) undBertram(2008 S. 110)
aufgefiihrt, der linearisiertelt ERsche Verzerrungstensor iAlfenbach 2012S. 121).

44(Truesdell und Toupin 196@5l. (57.10)), Eringen 1980S. 20), Betten 2005S. 38)

45(Truesdell und Toupin 196G5. 308), Eringen 1980S. 20), Krawietz 1986 S. 146), Eringen und Maugin 1990&. 10),
(Maugin 1992 S. 31), Holzapfel 2000S. 399), Kastner 2010S. 6)

46englisches Originalzitat: , Thus in the infinitesimal defetion theory the distinction between the Lagrangian arlériun
strains disappear'Hringen 1980S. 20), Eringen und Maugin 1990&. 10), Betten 2001S. 40).

47(Truesdell und Toupin 196G5. 308), Epencer 2004S. 78), Altenbach 2012S. 120)
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A.3 Linearisierung des LAGRANGE schen und BULER schen Deformations-
geschwindigkeitstensors flir geometrisch linearen einfdien Schub

Im Folgenden werden Deformationsgeschwindigkeitstearsdiir geometrisch linearen einfachen Schub
ausgewertet. Der AGRANGESche Deformationsgeschwindigkeitstensor kann tber dienele Ablei-
tung des IAGRANGEschen Verzerrungstensors berechnet werden. Die Lineannj erfolgt unter Be-
riicksichtigung kleiner Verschiebungsgradienten entdpmed GleichungX.58), aus dem sich

HHT . |:| H = HUM7KCIM7|_GK ®Q_H = \/UM,K CIM,L UN7KCIN7|_ < H|:| || (A.79)

und folglich

o

piin _ glin _ glin (A.80) Din = Efn =g (A.81)

ergeberf® 49,

Um den BULERschen Deformationsgeschwindigkeitstensor fir geonuétriineare Theorie bereit-
zustellen, wird unter Berucksichtigung von Gleichungar2() und (A.31) zunachst

1=F-F1=(1+H)-(1-h) (A.82)
Saex®@ = (amQii+ Ucm ) &x® em - (3 Qni —Uny ) en @@ = (Quk+ukn ) (A —Uny ) ex®e  (A.83)
ausgewertet und man erhalt

H-1-H-h-h=0 (A.84) Uk NQIN — Uk NUN = Uk = 0. (A.85)
Dabei ist analog zu Gleichuné\ (69) zu beachten, dass

H-1+h (A.86) U N QIN # Uy - (A.87)
Die materielle Ableitung von Gleichung\(84)

H.-1-F-h=h+H-h (A.88) O nQin = Ui nUnt = G+ Ui n O (A.89)

wird anschlieRend zur Linearisierung des Geschwindiggedidienter?® benétigt.

Der Geschwindigkeitsgradient kann unter Verwendung voridBlungen A.47) und (A.89) mittels
der materiellen und r&umlichen Verschiebungsgradiengschyieben werden

L=H-1-H-h=h+H-h (A.90) Lid = O nQin — CignUngs = G + UignGing - (A.91)

Im Rahmen kleiner Verschiebungsgradienten, wie in Glaigen @A.56) und (A.57) unterstellt ist, kénnen
jeweils die zweiten Summanden

[H-All = JucnGnieco e | = v/tonting tow G << 7] (A.92)
[F-h] = | Gnn 8@ @ = /Gentng Gt << [H-1] (A.93)

gegenlber den Ersten vernachlassigt werden. Damit eliglotder geometrisch linearisierte Geschwin-
digkeitsgradient

L' ~H-1~h (A.94) LN ~ GinQin # O - (A.95)
Aufgrund der Tatsache, dass der materielle Verschiebuad®smt H von den materiellen Koordinaten
X abhéngt, ist die materielle Ableitung nach Gleichudg4@) identisch der partiellen Zeitableitung.
Die materielle Ableitung des raumlichen Verschiebungdigmreten besteht nach Gleichung.43) aus
der Summe der partiellen Ableiung und einem zweiten SumeranBir einfachen Schub ergibt sich
der zweite Summand exakt zu Null, da der rdaumliche Verscinigbgradient nach Gleichun@®.21)

48(Malvern 1969 S. 342)

Der linearisierte I\GRANGESChe Deformationsgeschwindigkeitstensor ergibt sicektliaus dem linearisiertenAGRAN-
GEschen Verzerrungstensor (Gleichuig40)).

50(Haupt 2002S. 56)
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ortsunabhangig und somik |y, = 0 ist. Folglich kann die materielle Ableitung exakt durcle giartielle
Zeitableitung ersetzt werdéh

L'"~H.1~h (A.96) Ly ~ Uon QN Ui - (A.97)

Letztere Betrachtung gilt ebenfalls fir homogene eingghslug-/Druckbeanspruchung, sodass Glei-
chung @A.96) auch zur Modellierung des Druckversuchs in Abschfitangewendet werden kann.
Unter Beriicksichtigung von Gleichungd.49) erhalt man somit fir den linearisiertenuEERsChen
Deformationsgeschwindigkeitstensors

d"n = % (h + hT) (A.98) dIIn ; (l',lk7| + l',l|7k) . (A.99)
Mit Gleichung @A.71) ergibt sich

d'n = gn (A.100) din = gin (A.101)

das sich ebenfalls aus der Linearisierung von Gleich#ng0) mit & = eLI - E(um’kum7|)°erschlier3t. In
Bezug auf GleichungerA(54) und (A.72) bis (A.74) kann man letztlich zusammenfassen, dass

D™ (X,t) »d"™ (x,t) = & (A102) DN (X 1)~ QekdliM (x,t) Ot = & . (A.103)

A.4 Komplexe Schreibweise von LAOS in elastischer und dissativer In-
terpretation

A.4.1 Komplexe Schreibweise in dissipativer Interpretaton

Ausgangspunkt zur Berechnung der komplexen Schreibweidessipativer Interpretation ist Gleichung
(3.109

Ts (1) = Y ) [c (w, §) cos(kwt) + di (w, V) sin(kwt)] k = ungerade (3.109
k
Unter Berlcksichtigung von
>0
- arctar(%) 40 arctar(_c—q‘) (A.104)
k k
kann Gleichung3.141) zu
Ts (1) =yw Z +d? cos[kwt arctar(g )] k = ungerade (A.105)
K
=yw), 2)%{ c +d2 J[kwt ardar( k)]} k = ungerade (A.106)
k
T (t) = wai)f{{\/ck +d2e J[ aCta °k e”“*’t} k = ungerade (A.107)
k
oo —dy
= f/wZZR{\/cZ dzejacar( % )e““‘"} k = ungerade (A.108)
k

umgeformt werden. Die Umrechnung zwischen exponentiatiéralgebraischer Darstellung fir komplexe
Zahlen

T (1) = Jo > R { (o jd) e} k = ungerade (A.109)
k
liefert die komplexe Schreibweise in dissipativer Intetption

s (1) =y i [ {ny; e*@}] k = ungerade (3.110
K

5Y(Maugin 1992 S. 32), Miehe 1992 S. 1)
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A.4.2 Komplexe Schreibweise in elastischer Interpretatio

Die komplexe Schreibweise in elastischer Interpretatesultiert ausgehend von Gleichurgyi00

T (1) = f/i[ak(w, y)sin(kwt) + by (w, ) cos(kwt) ] k = ungerade (3.100
K

Unter Verwendung von Gleichun@.141 sowieel 7 = j und GleichungA.104) ergibt sich daraus

T () =y > \Ja2+b? cos[kwt —arctar(%)] k = ungerade (A.110)
K K
= Vzk:\/aﬁerﬁ sin[g+kwt—arctar(%k)] k =ungerade (A.111)
) il T ikeot— '3
= y/zk: j{, /a§+b§ej[2 koot ardar(bk)]} k = ungerade (A.112)
oo il all
T (1) = V% 3{\/a§+bﬁe15e’[ amar(bk)]e“‘“’t} k =ungerade (A.113)
o0 i AN
=3 j{\ /&g +b? jeJ ardar( P )e”“*’t} k = ungerade (A.114)
K

Die Umrechung zwischen exponentiellen und algebraisclastBllung fur komplexe Zahlen liefert zu-
nachst

o (1) = 7> 3{j (b jay) ek} k = ungerade (A.115)
=9 3{(a+ jby) &4t} k = ungerade (A.116)
und fuhrt auf die komplexe Schreibweise in elastischerrpméegation

s (1) =7 > [3{Gre '] k = ungerade (3.109

XMS

A.5 Identifikation der Spannung des endochronen M\XWELL Elements
als Gleichgewichtsspannung

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Spannung des endochidrexwELL Elements eine Gleichge-
wichtsspannung ist. Dazu werden die konstitutiven Bezigbua aus Gleichunge3.68), (6.8), (6.9) und

(6.10

U= [Yen| (A.117)
Yeh = YenU (A.118)
Tch = TepU (A.119)
! G l4
Gyen(u) = BTch(U) + Ten(U) (A.120)
G ..
Gyen = BTchU‘l' Tch (A.121)

unter Relaxations- und Kriechbelastung ausgewertet. isteg wird das Erreichen des Gleichgewichtszu-
standes infolge dem Aufbringen einer Relaxationsbediggurersucht{ammer 2015S. 30). Dazu wird
Yen = konst— yen = 0 undui = |yeh| = 0 in Gleichung A.121) eingearbeitet

.G .
Gy = }—3/4 + Teh (A.122)
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und man erhalt fur
- _ Lo _ €q Y-
Relaxation(yen=Kkons) :  Tch=0 > Teh=Tg =  Veh=Vop- (A.123)

Wahrend eines Relaxationsversuchs ergibt sich somit ksitiche Anderung der Spannung. Die zeitlich
unmittelbar vor Relaxationsbeginn wirkende Spannungbbleuch wahrend der gesamten Relaxations-
haltezeit bestehen. Die Spannung des endochronexviLL Elements ist daher eine Gleichgewichtss-
pannung. Dasselbe Ergebnis erhalt man fur Kriechigns konst— 7., = 0. Unter Berticksichtigung von
Gleichung A.119) kann Kriechen zunachst rein formal tber

O: 0=0, 14+0 (A.124)
0: 0=0, T4=0 (A.125)
O: 00, 1{,=0 (A.126)

realisiert werden. Aus der Bedingung: O im Fall O ergibt sich unter Beachtung von Gleichufg118)
far
Kriechen(tch=konsh:  yh=0 =  yn=Vyqy = Tch=Tg. (A.127)

Da die Spannung, welche direkt vor Beginn der Kriechbetagtorasent ist, auch wahrend der Kriech-
haltezeit bestehen bleibt, wird die Spannung des endoehrdinXxwEeLL Elements als Gleichgewichts-
spannung identifiziert. Infolgedessen findet keine Entluinl der inneren Variableg statt. Entsprechend
Gleichungen .28 und (A.127) bleibt die innere Variable wahrend einer Kriechbelastyngstant. Als
nachstes muss gezeigt werden, dggs= 0 — Y = konst nicht im Widerspruch zu Gleichuné.(20)
steht. Da die Spannung definitionsbedingt wahrend Kriedtoeistant ist, ergibt sich das Integraldu
von Gleichung A.120) unter Beruicksichtigung von/,, # 0 zu yen = Tch(é + %) +C = konst. Hierbei isC

die Integrationskonstante. Somit ist gezeigt, dass GleighA.120) nicht im Widerspruch zu Gleichung
(A.127) steht.

Im zweiten Falld wird Gleichung A.120) unter der Bedingung (;, = 0 ausgewertet, sodass das Integral
[ ()duauf yen = %U+C = konst fuihrt. Die Schubverzerrung ergibt sich wiederum alsskant und ist
demnach im Einklang mit Gleichuné\(127).

Im dritten FallO ist es erforderlicty(,, zu bestimmen, um Gleichuné\ (118), welche aufgrund + 0 nicht
Null ist, auswerten zu kénnen. Dazu wird Gleichug120) betrachtet und man erh&lt, = % Unter
Verwendung von GleichungA(117) geht Gleichung A.118) in yp, = %|ych| Uber. Beachtet man aul3er-
demyen = sign( Yen)|Yenl, €rgibt sichten = sign(yen) 3. Das bedeutet, dass plastisches FlieRen entweder unter
Tch = +f im Fall von ye, > 0 odertey = - flr yn < 0 auftritt. Dass die Schubverzerrungsrate, unter der
plastisches FlieRen auftritt, allein durch die Spannuoggbe nicht eindeutig definiert ist, ergibt sich ana-
log zum ReibelemenBpisly et al. 2014aund PRRANDTL Element Boisly et al. 2014bS. 5). Der Betrag
der Schubverzerrungsrate, unter der entweges +3 odert., = — 3 aufgebracht wird, muss bekannt sein,
damit die Entwicklung vory, bestimmt werden kann.

Liegt die Spannung im Bereich vei < T¢h < B kannu + 0 nicht erfillt werden. Es liegt der Fall=0 vor,
wonach das endochroneAMwELL Element nicht fliel3t.

A.6 LAOS-Verhalten des endochronen MaXWELL Elements

A.6.1 Asymptotische Spannungsantwort fur sinusférmige veerrungsgeregelte Anregung

Zur Berechnung der Spannungsantwort wird zun&chst dieratische Bogenlange der sinusférmigen ver-
zerrungsgeregelten Anregung nach Gleichuhg9 bestimmt. Dies erfolgte im Rahmen der studentischen
Belegarbeit vorKammer(2015 S. 37). Aufgrund des wechselnden Vorzeichens der Scheesrengsrate

ist die kinematische Bogenlange eine stiickweise definkartdtion. Dazu wird die sinusférmige Schub-
verzerrungsrate in Abschnitte gleichen Vorzeichens defigeDie Abschnitte werden, wie in Abbildung
A.1 gezeigt ist, fortlaufend durchnummeriernt=0,1,2,3,... . Somit ist die kinematische Bogenlénge
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n=0n=1 n=2 n=3 n=4 n=5n=6

v L/ \ /\ Ak
dt / / /
5 0 dy7€ // \\ // \\ 0 .8
A \ \
AV \ T 10
0 L 3w 5m  Im om  1nm fvi 4
2w 2w 2w 2w 2w 20 2w

t

Abbildung A.1: Unterteilung der Schubverzerrungsrate bséhnitte gleichen Vorzeichens exemplarisch
flr yen = ysin(wt) mit w =3 3 rad . Nummerierung in aufsteigender Reihenfotge0,1,2,3,.

durch

n=0 0<t< % L ou(t) = YEeY - gsin(wt) (A.128)
_ T 3 7 psin(wt) _

n=1 ZwStSZw 2ou(t) = vig- vy y[2-sin(wt)] (A.129)
_ 3m ST _ oV v, gysin(et) _ o :

n=2 > <t< 50 u(t) = ylo- vi; + v’y =y [4+sin(wt)] (A.130)
_ ST mo LoV, ol oysin(et) _ o -

n=3 %Stﬁﬁ : U(t)— V[O_ﬂfl + ﬂ_;,_ ﬂ;, —V[6—S|n(0.)t)] (A13l)

gegeben. Das Schema wiederholt sich in gleicher Art und&\eisdl ist in Gleichungg.39 zusammenge-
fasst. Auf dieser Grundlage wird die Spannungsantworthabidsweise bestimmt und man erhalt

[ n . : y u(t) _
n>1 : Tgh=p (—1+2 S (-1)i+te® %) e o + (_1)”] en-bm (@ hm (A.132)
| i=1 2w 2w
[ n+1 (2n+l) , ; u(t) _
N>l i T=p ( 1) _ % + e Y PRy (2n 1)71S S(2n+1)n
- e +1 2w 2w
(6.40bH
unter Berticksichtigung der endlichen geometrischen Reihe
n i N7 2 n 2y 1 n+1 (2n+1) r r
(1) L@V - g ik Z(_ey!r) S e rew (A.133)
i=1 i=1 ever +1
Gleichung A.132) motiviert sich aus der zweiten Version von GleichufdL@)
m [ G ] _uw
n=0 O<t< 2% © Ten(t) =B | +ewr o |8 (A.134)
) ut)
=B [( e w + 1] (A.135)
m 3 [ G u(t=g5)=7 @) _u@®
n=1 —<t<— ¢ Tep(t) = evr — ewr e v A.136
200 =t = 200 Ch( ) B >+ 0 U( %)V] ( )
y u(t)
B [ +2eer) e e — 1] (A.137)
3m 57 (t=55)=37 ) _uw
n=2 —<t<— ¢ Tep(t) = chr - chr evr e v A.138
3y u®)
=B [ 1426w - evw) e wr +1] (A.139)
51 7T o3 @ u(t=55)=5 ) _u®)
n=3 —<t<— ¢ Tep(t chr e e — ewr e v (A.140
2052 ¢+ =B 7 sy u(tg—g)sv] (A-140)

5y u®)
=B [(_1+ Ze)tr 2eyc): +2€Vc); ) e ¥r _1] . (A.141)
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Daraus leitet sich die asymptotische Spannungsantworedéschronen MXwEeLL Elements infolge
einer sinusférmigen verzerrungsgeregelten Anregundglamer 2015S. 38 ff.)

( 1)n+l (2n+1) L .
B (

Tché = (Il)m Teh(t) = lim

t)—)OO 2

ex +1

(A.142)
Wird die kinematische Bogenlange im Anschluss dessen daleichung 6.39 ersetzt, so erhalt man

[ QmnE\ .
e B ( 1)n+zy +1) e e_%[2n+(_l)n sin(wt)] +(_1)n (2n—1)7'[ <t< (2n+1)n
e +1 2w 2w
] (A.143)
n+1 r[1+( )™ sin(wt)] _
8|2 ( H"er _ (-1 (2n l)rrS S(2n+l)rr (A.144)
i ewr +1 2w 2w
— B (_1)n+l A 2 _ e(_l)nH'% sin(wt) +(_1)n:| (Zn_l)r[S S (2n+1)n (A145)
vy 2w 2w
L exr +e Yo
~HML g 2n-1 2n+1
Tchso = B %e( Ve SIn((‘)t)wt(—l)” ( n2 )rrs s( n2+ )n. (6.49
cosh(%) w w

A.6.2 Speichermodul des endochronen MXWELL Elements

Der Speichermodul wird analog zum Vorschlag wammer (2015 Absch. A.3, A.4) berechnet. Aus-
gangspunkt ist Gleichung3(119. Wird die asymptotische Spannungsantwort zugrunde gedegkann
der Integrationsbeginn willkirlich festgelegt werden. eébkdienlich ist jedoch den Integrationsbereich

l 5 +% 3" zu verwenden, da es sich nach Gleichud®9 um den geschlossenen Abschmitt 1
handelt Mit der Transformation
6 = wt - dé = wdt (A.146)
erhalt man ,
2 F Signe)
Gen(¥) = =— L@ f e? 5@ sin(8)de . (A.147)
ym cost‘(Fy)

Hieraus ist ersichtlich, dass der Speichermodul nicht venKfeisfrequenz abhéngt. Somit bestatigen
sich die ratenunabhangigen Eigenschaften des endochMnagwEeLL Elements Folgerung 10. Da der
Ausdruck [ e"(9) sin(8)d6 kein Standardintegral ist, wird die Exponentialfunktionter Verwendung
von Gleichung .60 in eine unendliche Potenzreihe umgeformt

o [(20)| 2 '
h(y)__ﬂcosrlz%);) (fl) [sini+1(e)de ieN (A.148)
_2_F i (Fy)ll fsini(e)de ieN* (A.149)
V"cost‘(%’) i | (i-1)! 5 '

Das Resultat kann mithilfe
fsini(e)de - —i} sin~1(8) cog(8) + # fsini‘z(e) d6 i e N* (A.150)

rekursiv gelost werden. Ein erneutes Anwenden dieser Rleig fuhrt auf

[ siie)de- —Tl sin~1(6) cog(6) -

sin3(8) cos(6)+wfsm' 4(8)d6 ,i e N*.

-1
i(i-2) i(i
(A.151)



194 Anhang

Das mehrfache Anwenden der rekursiven Prozedur fuhrt auf

iy 12 i-n+2) . im 1 i—m i
fs.rf(e)de_- sin~1(6) cos(e)-Tngs{gl_ml}sm (6) COS(B)*{ﬂi—mu}/s'” (8)de
i e N, m=ungeraden=ungeradel = gerade| <i . (A.152)

AnschlieRend werden in der Summe und dem ersten Produkufiitionerm— 2m+ 3 undn - 2n+3
durchgefuhrt. Im zweiten Produkt wird — 2m+ 1 ersetzt. Dadurch geht das rekursive Schema Uber in

125 (M ji-2n+1 e l 2m-1 i
fsm(e)de_——s.rf (6) Cos(e)_Tmzo{ﬂ)i—zn—z} sin-2m-3(g) cos(e)+{n1;10|2m}/sm '(6)d6
(A.153)

ieN", meN,neN, | =geradel <i .

Die Summation tibere N* kann ini = gerade und = ungerade aufgeteilt werden. Iteratiorienungerade

gehen einher mit=i-1 und
i-1

IT[ i_2n+1}sini2m3(9) COS(Q){ 21—[ iiznz']ml}coie)+c

nol—2n-2 me0

-1

fsini(g)dez—i}sini’l(e) cog(6) - TlT {
m=0

i=ungerademeN,neN . (A.154)

C ist eine Integrationskonstante. Hirgerade Iterationen gilt=i, sodass

1y {f'"[ i‘z'”l} sirl2m3(6) cos<e>+{1‘[, Z'le} 64C

sm(@)dG_— sin1(0) cos(@)—— .
f mzo n-ol—2n-2 m=0
i=gerademeN neN. (A.155)
Diese Gleichungen werden nun analog zu Gleichun@49) fir den Integrationsbereich = 7 37" aus-
gewertet. FUr Gleichung)(154) resultiert
3m
2 .
f sin'(6)d6 =0 i = ungerade (A.156)
TET
Gleichung A.155) ergibt sich zu
3 .
o l_om-1 .
/sm‘(@)dez [[—— i=gerademeN . (A.157)
J meo 1—2m
2
Wendet man Gleichunger\(156) und (A.157) auf Gleichung A.149) an, so erhalt man
N Gy i1 ]
2 B Gym & ( ) E |—2m 1 .
Gen(Y) —{ == — 4 i=gerademeN (A.158)
o y cosh(%’) B2 i;; (i-1)! rl:[()
G\t iz |
G 23 >, (E) y Yi—om-1 .
= — + ~ _ _ i=gerademeN . (A.159)
cosl*(%’) cosh(%’) il (-1)! nljo I—2m
AnschlielRend wird der Summationsindex it 2i + 4 substituiert
6\ 23 oais1) |
N G 23 &, (E) y 1 2(i-m)+3 :
Gen(Y) = — + _ : : ieN, meN. (A.160)
o cosf(%’) cosh(%’) i;) (2+3)! rl;[oz('—erz)
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Das Produkt kann in _
B 2(i-m)+3 (2i+3)!

L rl;loza -m+2)  22+3(i+2)[(i+1)!]2 (A.161)
uberfuhrt werden, was durch
_ 31 1 321 1 3! 3!
=0 REDT 20D 2 T2eD AN Boa ) (A.162)
_y F>1:5-3-1: 1 54321 1 51 sl (A163)
6-4.2 23(3.2:1) 42 23(3-2-1) 22(2-1) 25.3-(2!)2
o F>2:7-5-3-1: 1 7-6-5-4-3.2.1 1 oo T
8-6-4.2 24(4-3.2-1) 6-4-2 24(4-3-2-1) 23(3-2.1) 27-4-(31)2
(A.164)
: 9.7.5-3-1 1 9.8.7-6.5-4.3.2.1 1 9!
i=3: Py= = =
10-8-6-4-2 25(5-4-3-2-1) 8-6-4-2 25(5-4-3-2-1) 24(4-3-2-1)
(A.165)
9!
=255, (412 (A.166)

motiviert ist. Letztendlich erhalt man den durch die unaa Potenzreihe beschriebenen Speichermodul

1 92i+2

ey 1 =
Gch(V):@ G+Bi§ 22i+2(i+2)[(i+1)!]2 (g)2i+3

ieN. (A.167)

A.6.3 Hoherharmonische des endochronen MXWELL Elements

Der Ausgangspunkt zur Berechnung Hoherharmonischer sieigitingen 8.121) und 3.129. Wie im
Abschnitt zuvor, wird die asymptotische Spannungsantwach Gleichungg.49 zugrunde gelegt. Somit
ist die Wahl des Integrationsbeginns frei wéhlbar. Am retbehnisch wenigsten aufwendig ist es, Uber
eine halbe Periode innerhalb eines Abschnittes zu integridies ist miin = 1 gegeben und man erhalt

3n
2w

achk(f/)zyiT f Tehs (1) sin(kwt) dt . (A.168)

2w

(A.169)

Eine Transformation entsprechend GleichuAgdlé6) unter Berilicksichtigung von Gleichung.88) fiihrt
auf

3n
2

ach.k(y/)z% [ tn(8) sin(ke) do (A.170)
bch_k(y):%/ Tens (6) cog(kB) db . (A.171)

n
2

Da wedertg, s (0) noch sirtk8) und cogk ) von der Kreisfrequenz abhangen, werden die ratenunabhén-
gigen Eigenschaften des endochroneaXWELL Elements deutlichFolgerung 10. Anschlielend wird
Gleichung 6.49 mit n=1 eingesetzt, sodass

e
. 2 2 evr sin(6)
ach‘k(y):n_[;[ —COSh( )‘/)_1

g | Yer ]
3nr 9

;/ .
2 eir sin(0)

2B
bch‘k(y)——yf Wyl)—l cogk6)d6 . (A.173)

sin(k@)do (A.172)
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Unter Beachtung von

j( 1) sin(k6)d6 =0

k = ungerade (A.174)
z 2 k-1
f (-1) cogk6)d6 = £ (-1)7 k= ungerade (A.175)
ergeben sich
3
2B A 3 gnce
aenk(V) = —— 5+~ / e ") sin(k)de k = ungerade .59
ncosh(%) V1
-1 T
benk(Y) = ( k) i 2P o f e S"® cogk6)do k = ungerade (6.59
ncosh(%) v

Da dem Autor dieser Arbeit fir die Integralee™™® sin(k8)d6 und [ e"(®) cogk8)dO keine Stan-
dardlésungen bekannt sind, wird die Exponentialfunktioeine unendliche Potenzreihe Uberflhrt

3

3

2

2

achk (V) =

Benk(Y) =

2B

v
ncosh( ycr)

2p

¥
ncosh( yCr)

1 .
;7[3|n(k9)d6+ﬁ

n
2

NIy \
NIg

sin(6) SIn(kG)d9+Z ((;)' y, !

3n

[N

=0 V k=ungerade

3

n
2

2

k = ungerade

3

N

2 k+1
=4 (1) 2 Vk=ug

=0V k=ungerade

k =ungerade

fsm(@) sin(k8)de

%//cos(ke)de +%jsin(9) cos(k@)d9+§; (g)l %/zsini(e) cogkO)de

(A.176)

(A.177)

nky( )7

Dies erfolgt unter Verwendung von Gleichurg &0 analog zur Berechnung des Speichermoduls. Letzt-
endlich erhalt man die analytische Losung ausgedriicktredadliche Potenzreihe

aen(§) = —2L 3 ( ) " lfsm'(e) sin(k0)do k= ungerade
T[COS""( )
(A.178)

3

( )I " l/sm‘(@) cogk6)d6| k=ungerade

(1) } rrcosh( ).:2 7

Dies ist zugleich die Grundlage fiur die analytischen Losmgus den Gleichunge®.61) und 6.62),
in denen die unendliche Reihe naohSummanden abgebrochen ist. Woéllte man die Integrale wei-

terlosen, musste die Sinusfunktion als unendliche Potémersin6) = § (ggi)lr;, 621 ausgedriickt
n=0 ’

OO

( l) k+l
bChk(Y)_ T[ky|:cosl"< )
(A.179)
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werden, da/ sir' () sin(k8)d6 und [ sin(8) cogk8)dO ebenfalls keine Standardlntegrale sind. Als
Ergebnis erhielte man einen Ausdruck m|t den Standardmlm;;[@” sin(af)dé = ——cos(ae) +

2 [ 6"t cogaf)db und [ 6" cogaf)db = sm(ae) 2 [ 6" tsin(af)d6. Diese mussten analog zu

Gleichung A.152) rekursiv geldst werden. Aufgrund der Doppelsum%e/ [§ (2n+1)' — 921 ()de
i=2 n=0

erhielte man jedoch eine zu grof3e Anzahl an Integralen,ssodar Rechenaufwand den Nutzen nicht
rechtfertigen wirde. Daher wird die Berechnung der Integaais GleichungenA(178) und (A.179) im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter vertieft. Stattdesserder die Integrale numerisch berechnet.

Zur numerischen Berechnung der Hoherharmonischen besteheieser Arbeit grundsatzlich zwei
Mdoglichkeiten. Zum einen kann man die numerische Losung @uindlage der Exponentialaus-
driicke [ €M®) sin(k6)d6 und [ €O cogk®)dO aus Gleichungen6(58 und .59 bestimmen.

n .
Zum anderen kann die numerische Ldsung aus den Sinusakledr@/sin'(e) sin(k6)db und

Z fsm (6) cogkB)d6O der Gleichungeng.61) und 6.62 berechnet werden. Die numerischen Eigen-
schaften beider Losungsgrundlagen werden folgend in Al 6.4 untersucht.

A.6.4 Numerische Eigenschaften der analytischen Losungeater harmonischen Material-
funktionen

Der Speichermodul des endochronem®vELL Elements besteht nach Gleichun§.167) aus einer
unendlichen Potenzreihe. Zur praktischen Handhabung dwrske nach = 0...n Gliedern abgebrochen
und geht in die endliche Potenzreihe der Gleichuh§@ Uber. Deren Glite hangt somit von der Anzahl
i =0...n bertcksichtigter Reihenglieder ab. Die Modellvorhersagied in AbbildungA.2 in Abhangig-
keit von n dargestellt. Mehr als = 37 Reihenglieder konnten mit MLAB® fur die Materialparameter

G = 5-10*Pa undf = 5Pa nicht berechnet werden. Um die Gite der numerischen IModersagen
bewerten zu kénnen, wird der Speichermodul zunachst figitbihersemi-analytischehésungsstrategie
ermittelt. Dazu wird die analytisch bestimmte Spannuntysart nach Gleichung@.40 mittels der in
MATLAB® implementierten Trapezreg® trapz numerisch integriert. Da dieses Vorgehen numerisch
sehr robust und daher vertrauenswurdig ist, eignet es siciBestimmung einer Referenzldsung. Weil

B

‘.‘

_ | o

1 .

%6 105 Y 10° 102 10!
yi1

Abbildung A.2: Semi-analytische Referenzldsung fur deai@permodul nach Gleichun§.61) mit k=1
im Vergleich zum Speichermodul auf Basis der endlichen riewegche nach Gleichung 60 fur G =
5.10*Pa undf = 5Pa; semi-analytischixx; Potenzreiher(= 1): ——, (n = 10): - , (n=20): ———,
(n=37):-----

die qualitativen Eigenschaften der semi-analytischeneiRekzlosung des Speichermoduls (Abbildung
A.2) mit denen des RANDTL Elements naclBoisly et al. (2014 Abb. 4) Gbereinstimmen, werden sie
als ,vertrauenswirdig” eingestuft. Die analytischen Ligen des Speichermoduls auf Grundlage der
endlichen Potenzreihe sind in Abbildug2 ebenfalls in Abhangigkeit von der Anzahl der Reihen-
glieder n dargestellt. Sie stimmt fir ,kleinere* Schubverzerrungpétuden mit der semi-analytischen

52(0elschlagel und Matthaus 1988. 48), Gchwetlick und Roos 199%. 18, 123), Plato 2006 S. 117), Ereund und Hoppe
2007 S. 166), bahmen und Reusken 2008. 348)
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Referenzldsung Uberein. Sie divergiert hingegen mit etelgn Schubverzerrungsamplituden. Je grofer
die Anzahl bericksichtigter Reihengliedar desto spater beginnt der auf Grundlage der endlichen
Potenzreihe ermittelte Speichermodul von der semi-asahgn Referenzlosung zu divergieren. Da der
Speichermodul selbst mit der furALAB ® gro3t moéglichen Anzahl an Reihengliedar37) divergiert,
kann er die Gite der semi-analytischen Referenzlésung gétdhrleisten.

Die analytischen Lésungen flank und behk, welche entsprechend den Gleichungéh6( und
(6.62 auf der endlichen Potenzreihe basieren, sind in Abbild&rgdargestellt. Die Integrale sind auf
Basis der in MATLAB® implementierten Trapezregélapz numerisch ausgewertet. Es ist zu erkennen,
dass die Gite der Modellvorhersage ebenfalls von der AnebRliicksichtigten Reihenglieder abhangt.
Wie zu erwarten ist, sind die Abweichungen umso geringerg@er die Anzahl berticksichtigter Reihen-
glieder n. Die Obergrenze der mit MrLAB® berechenbaren Reihenglieder liegt far= 5-10*Pa und

B =5Paben=77. Die maximal mdgliche Anzahl berticksichtigter Reihédgr gentgt jedoch nicht, die
auf der Potenzreihe basierende analytische Losungaygnmit der semi-analytischen Referenzldsung
vollends zur Ubereinstimmung zu bringen: Fiie 77 werdenach, ab Schubverzerrungsamplituden
7> 5-10"3 unterbewertet. Um die Abweichungen zwischen der auf defichesh Potenzreihe basie-
renden analytischen Losung und der semi-analytischenngibawerten zu kénnen, werden zuséatzlich
numerische Modellvorhersagen auf Grundlage der Expaa@niktion nach Gleichungen6(68 und
(6.59 bestimmt. Die darin vorkommenden Integrale werden mit ileMATLAB® implementierten
Trapezregetrapz numerisch integriert. Die Ergebnisse sind ebenfalls inilibing A.3 aufgetragen. Die
numerischen Ergebnisse fék, basierend auf der Exponentialfunktion nach Gleichuhgg), stimmen
fur alle Schubverzerrungsamplituden mit der semi-aratien Vergleichsldsung entsprechend Gleichung
(6.51) Uberein. Furbghk ergibt sich das umgekehrte Ergebnis. Die mit der Poterzréiinmulierte
analytische Ldsung (Gleichung.62) stimmt flr n = 77 mit der semi-analytischen Referenzlésung
nach Gleichung &.52) fir alle Schubverzerrungsamplituden Uberein. Die auf Ebgoonentialfunktion
basierende analytische Losung entsprechend GleichtiB§) divergiert fury — 0. Um sicherzustellen,
dass die Divergenzen rein numerischer Natur und physialisibegriindet sind, wird der Grenzwert
Iy/inz) bchk ausgehend von Gleichun.62) bestimmt. Dazu wird die Gleichung zunéchst in

3

2 2l % cost L) () L f i
bch.k_w E[(‘l) +(-1) cos?‘( Cr)]+;(ﬁ) ”gfsm'(e)cos(k@)d@ (A.180)

umgeformt. Der Grenzwert des letzten Summanden ist Null

3

oo i ~i-1 2 .
lim 2(9) V.—fsin'(e)cos(ke)de -0, (A.181)
2
sodass » - )
(-1) 7 +(-1)2 cosh( L
im ben = 2P tim A (i) (A.182)
Well
) kel k1 1%
lim[(-1) 2z +(-1) 2 coshf — |[=0 V k=ungerade (A.183)
y—0 Yer
lim [{/cosh(l)] =0, (A.184)
y—0 Yer
wird die Gleichung mittels der Regel vOoreEBNOULLI-L'H OSPITAL
N , -
jim 1) _ i 10 (A.185)

7=0 f2(Y) 70 f5()
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Abbildung A.3: Vergleich von Modellvorhersagen der Hokerhonischen basierend auf drei Berech-
nungsgrundlagen fi® = 5- 10 Pa undB = 5 Pa;semi-analytisch&eferenzldsung mittels numerischer In-
tegration der Gleichungei.61) und 6.52); analytische Losung auf Grundlage einer Exponentialionk
nach Gleichungeng(58 und 6.59; analytische Losung auf Basis einer endlichen Potengnedith Glei-
chungen §.61) und (6.62); semi-analytisch:-----, Exponentialfunktion——, Potenzreihen(=5): - — -,
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auf - )

' 4B I;,'Eg)[(_l) 2 smh(%)] 0

U%bch.kzﬁ . AP :1=0 (A.186)

v im [cos(Z) ()]
umgerechnet. Die Grenzwertbetrachtung der analytisclisunig zeigt, dasss,x mit kleiner werdender
Verzerrungsamplitude analog zunRANDTL Element Boisly et al. 2014b Abb. 5) gegen Null geht.
Damit ist gezeigt, dass die Divergenzen Ry fir y — 0 aus AbbildungA.3 unphysikalisch und rein
numerischer Natur sind. Die numerischen Eigenschaften Gaichung 6.59 scheinen demnach fur
.Kleine* Verzerrungsamplituden nicht gut konditioniet gein.
Da die semi-analytische Losung fégh x und ben abschnittsweise mit mindestens einer der analytischen
Ldsungen udbereinstimmt, wird die semi-analytische Losatg glaubwirdig eingestuft. Aul3erdem
wird die Sinnhaftigkeit der semi-analytischen Lésung HuRarallelen zu den analytischen Lésungen
des RRANDTL Elements ausBoisly et al. (20140 bestétigt. Die Parallelen werden in Abschrit6.5
ausgearbeitet. Zusammenfassend kommt man also zum Saldssglie semi-analytische Referenzldsung
die praziseste aller Lésungen ist.

Die Verlaufe der normierten Intensitaten, die sich aus dei Beschreibungsweisen ergeben, sind
in Abbildung A.4 dargestellt. Die Divergenz der analytischen Losung bastauf der Exponentialfunk-
tion im Fall vony — 0 ist eine direkte Konsequenz der Divergenz Wggy. Die gute Ubereinstimmung
der semi-analytischen Referenzlésung und der analytistiisung auf Basis der endlichen Potenzreihe
tauscht Gber deren numerische Diskrepanzen aus Abbilduhginweg.

10°
101k,
1072
1073
1074 f8
10°5F
10°6

1077 :
106 10° Yer 10°% 102 101

11

lehk / leha

Abbildung A.4: Vergleich von Modellvorhersagen der norrteéa Intensitaten basierend auf drei Berech-
nungsgrundlagen fiG = 5- 10*Pa undp = 5Pa; semi-analytischeReferenzlésung mittels numerischer
Integration der Gleichunge®.61) und 6.52), (k= 3): xxx, (k=5): xxx, (k=7): xxx, (k=9): xxx; analyti-
sche Losung auf Grundlage einer Exponentialfunktion naeficungen 6.58 und 6.59), (k=3): —,

(k=5):———, (k=7); -+~ ,(k=9):----- ; analytische Losung auf Basis einer endlichen Potenzirelch
Gleichungen §.61) und 6.62, (n=77,k=3): ——, (n=77,k=5): ———, (n=77,k=5): ---- , (n=77,
k=3):-----

A.6.5 Harmonische Materialfunktionen des endochronen MXWELL Elements im Ver-
gleich zu denen des RANDTL Elements

Wie bereits mehrfach erwahnt, sind die Eigenschaften désatmonen MXWELL Elements in qualitati-
ver Hinsicht mit denen desRANDTL Elements vergleichbar. Daher liegt es nahe, die Materi&atfanen
beider rheologischer Elemente direkt gegeniberzustedin Gegenliberstellung erfolgt in diesem Ab-
schnitt fir harmonische Materialfunktionen, welche ewvenzerrungsgeregelten sinusférmigen Anregung
zugeordnet sind. Abbildun@.5 vergleicht Speicher- und Verlustmodul des endochronexxWELL
Elements mit denen desRRNDTL Elements. Die Hoherharmonischen sowie normierte Intétesitsind

in Abbildung A.6 dargestellt. Speicher- und Verlustmodul des endochronexwLL Elements sind
mithilfe der semi-analytischen Referenzldsung bereghoeet heifdt mittels der numerischen Integration
der analytischen Spannungsantwort aus Gleich&m0( Wie in AbschnittA.6.4 gezeigt wurde, liefert
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Abbildung A.5: Vergleich der Speicher- und Verlustmodutisctendochronen MXWELL und FRANDTL
Elements firG = 5-10* Pa undty = B = 5Pa; Speicher- und Verlustmodul des endochronexWELL
Elements entsprechen der semi-analytischen Referemgd&ieichungen@.51) und .52 mit k = 1);

G[,D(V) ...... ,Gg(i}) ...... ’Géh(V):_ngh(V):—

dies die numerisch geeignetste Berechnungsgrundlagenubierische Integration erfolgt unter Verwen-
dung der in MATLAB ® implementierten Trapezregalpz In Abbildung A.5 ist zu erkennen, dass der
Speichermodul beider rheologischer Elemente nahezuisdénist. Geringfugige Unterschiede treten
ausschlieB3lich im Bereich der kritischen Schubverzerygpguf. Da wahrend eines verzerrungsgeregelten
Amplitudensweeps = yr den fest-fliissig Ubergang deRMNDTL Elements infolge des Erfiillens der
FlieBbedingung markiert, das endochronaXWEeLL Element im Gegensatz dazu keinen scharfen Fliel3-
beginn besitzt, ist dieses Ergebnis plausibel. Aus deraeeirund unterscheiden sich die Verlustmoduli
beider rheologischer Elemente im Bereich . erheblich. Der Verlustmodul desRRNDTL Elements ist

im VorflieRBbereich identisch NulBoisly et al. 2014bGl. (36)). Da das endochrone MwELL Element
infolge jeder noch so kleinen Last plastisch flief3t, ist derltmodul verschieden von Null. Wie zu
erwarten war, sind die Verlustmoduli beider rheologisdBlemente im Bereicly > 2y, nahezu identisch.

Die Hoherharmonischen sowie die normierten Intensitafed & Abbildung A.6 dargestellt. Auf-
grund der Tatsache, dass sich beide rheologische Elemarsiehtlich der Existenz eines fest-fliissig
Ubergangs unterschiedlich verhalten, sind die Hoherhaisohen des endochronenaMwELL Elements
im Bereichy < y verschieden von Null und die deRBNDTL Elements identisch Null. Mit steigender
Schubverzerrungsamplitude néahern sich die Hoherharciogis beider Elemente immer weiter an.
Die dritten Harmonischerag(y) und bs(y) sind ungefahr aly > 10y, nahezu identisch, die fiinften
Harmonischeras(y) und bs(y) ab y > 30y, die siebenten Harmonischen(y) undbz(y) ab y > 50y
und die neunten Harmonischeg(y) und bg(y) ab y > 70y,. Die Annaherung der Héherharmonischen
beider rheologischer Elemente wird durch die normiertéansitaten in Abbildungd.6(e) belegt. Diese
sind analog zum Verlustmodul bereits gb 2y, nahezu identisch. Dass die normierten Intensitaten des
endochronen MXWELL Elements mit denen desRRNDTL Elements ,praktisch identisch sind, validiert
rickwirkend betrachtet das semi-analytische Berechrvamntghren als Referenzlésung.
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Abbildung A.6: Vergleich der Hoherharmonischen und demmierten Intensitdten desrRRNDTL und
endochronen MxwELL Elements fiiG = 5- 10* Pa undty = 3 = 5Pa; die Hoherharmonischen des endo-
chronen MaxweLL Elements entsprechen der semi-analytischen Referemg§&ieichungeng.51) und

(6.52)
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A.7 Rohdaten der Messungen zur FlieBkurve sowie Speicher-nd Ver-
lustmodul einer 40 vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulvevon
BASF™ suspendiert in die Tragerflussigkeit MOTUL 300V

Im Folgenden sind die Rohdaten derjenigen Materialfumieio einer magnetorheologischen Flussigkeit

aufgefiihrt, die in dieser Arbeit zur Modellierung des Matierhaltens in Abschnit ausgewertet wer-
den. Das beinhaltet die FlieRkurve sowie Speicher- undusariodul einer 40 vol% Suspension aus Car-

bonyleisen Pulver von BASH, welche in die Tragerfliissigkeit MOTUL 300V suspendiertisinie Ma-
terialfunktionen sind fur die Magnetfeld@| = OmT, |B|=50mT,|B| = 150mT und|B| = 300mT in den

nachfolgenden Tabellen hinterlegt. Das Verhalten|®li= OmT gleicht dem einer normalen Suspension,

welche in AbschnitB.1 gesondert betrachtet ist.

Tabelle A.1: Rohdaten der Fliel3kurve ein@r= 40vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulver von

BASF™ suspendiert in die Tréagerfliissigkeit MOTUL 300V

/st

B| =0mT

B| =50mT

|B| = 150mT

|B| =300mT

O©OoO~NOOULAS WN P

1.00E-03
5.13E-03
9.25E-03
1.34E-02
1.75E-02
2.16E-02
2.58E-02
2.99E-02
3.40E-02
3.81E-02
4.23E-02
4.64E-02
5.05E-02
5.46E-02
5.88E-02
6.29E-02
6.70E-02
7.11E-02
7.53E-02
7.94E-02
8.35E-02
8.76E-02
9.18E-02
9.59E-02
1.00E-01

5.879E-01
1.749E+00
2.537E+00
3.304E+00
4.118E+00
4.803E+00
5.407E+00
6.088E+00
6.722E+00
7.307E+00
7.864E+00
8.430E+00
8.956E+00
9.413E+00
9.804E+00
1.014E+01
1.043E+01
1.069E+01
1.091E+01
1.109E+01
1.127E+01
1.141E+01
1.155E+01
1.168E+01
1.178E+01

9.5070E+01
1.3920E+02
1.7630E+02
2.0660E+02
2.2910E+02
2.4570E+02
2.5840E+02
2.6860E+02
2.7730E+02
2.8480E+02
2.9140E+02
2.9730E+02
3.0290E+02
3.0800E+02
3.1290E+02
3.1750E+02
3.2180E+02
3.2580E+02
3.2970E+02
3.3320E+02
3.3650E+02
3.3940E+02
3.4210E+02
3.4450E+02
3.4660E+02

1.9190E+03
2.3370E+03
2.5370E+03
2.6360E+03
2.6940E+03
2.7390E+03
2.7780E+03
2.8090E+03
2.8370E+03
2.8610E+03
2.8780E+03
2.8860E+03
2.8970E+03
2.9090E+03
2.9230E+03
2.9340E+03
2.9460E+03
2.9560E+03
2.9670E+03
2.9770E+03
2.9890E+03
3.0010E+03
3.0090E+03
3.0200E+03
3.0300E+03

4.34600E+03
6.73400E+03
8.51100E+03
9.69900E+03
1.03600E+04
1.06700E+04
1.08500E+04
1.09800E+04
1.10100E+04
1.10800E+04
1.11000E+04
1.11000E+04
1.11300E+04
1.11100E+04
1.11200E+04
1.11300E+04
1.11500E+04
1.11600E+04
1.12000E+04
1.12000E+04
1.12100E+04
1.12000E+04
1.11800E+04
1.11900E+04
1.12200E+04



204

Anhang

Tabelle A.2: Rohdaten des Speichermoduls ether40vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulver von

BASF™ suspendiert in die Tréagerfliissigkeit MOTUL 300V

vill

’
|

Gmeas( i;i) / Pa

B| =0mT

B| =50mT

|B| = 150mT

|B| = 300mT

O©CoOoO~NOoOUTr, WNE

Tabelle A.3: Rohdaten des Verlustmoduls eidee 40vol% Suspension aus Carbonyleisen Pulver von

1.001E-05
1.550E-05
2.404E-05
3.728E-05
5.779E-05
8.961E-05
1.389E-04
2.154E-04
3.340E-04
5.180E-04
8.031E-04
1.245E-03
1.931E-03
2.994E-03
4.641E-03
7.196E-03
1.116E-02
1.730E-02
2.682E-02
4.159E-02
6.449E-02
1.000E-01

4.5913E+02
5.5990E+02
5.7000E+02
5.7000E+02
5.7360E+02
5.5610E+02
5.5163E+02
5.3140E+02
4.8493E+02
4.2817E+02
3.6347E+02
2.9150E+02
2.4140E+02
1.9523E+02
1.5660E+02
1.2434E+02
9.7370E+01
7.6640E+01
6.1133E+01
4.7593E+01
3.5337E+01
2.5193E+01

4.5090000E+05
4.6700000E+05
4.7043333E+05
4.6210000E+05
4.3830000E+05
3.9593333E+05
3.3750000E+05
2.7286667E+05
2.0950000E+05
1.5403333E+05
1.1030000E+05
7.7660000E+04
5.4383333E+04
3.8010000E+04
2.6626667E+04
1.8666667E+04
1.2940000E+04
8.7933333E+03
5.8280000E+03
3.7526667E+03
2.3483333E+03
1.4390000E+03

1.69633333E+04
1.80200000E+06
1.81800000E+04
1.82000000E+04
1.81633333E+04
1.78933333E+04
1.72633333E+04
1.60766667E+04
1.42366667E+04
1.18833333E+04
9.37833333E+05
7.05233333E+05
5.15166667E+05
3.73566667E+09
2.72666667E+09
1.97833333E+04
1.39533333E+05
9.46833333E+04
6.09433333E+04
3.73833333E+04
2.22533333E+04

1.36666667E+04

BASF™ suspendiert in die Tréagerfliissigkeit MOTUL 300V

Griead /1) / P2

vill

3.71000000E+06
2.15800000E+06
2.73566667E+06
2.76233333E+06
2.76933333E+06
2.77133333E+06
2.76700000E+06
2.75300000E+06
2.71500000E+06
2.64233333E+06
2.51700000E+06
2.32866667E+06
2.03100000E+06
1.68666667E+06
1.08356667E+06
7.54466667E+05
5.39366667E+05
3.70400000E+05
2.46800000E+05
1.56166667E+05
9.46766667E+04
5.52966667E+04

|B| =0mT

B| =50mT

B| = 150mT

|B| =300mT

O©CoOoO~NOULA,WNE

1.001E-05
1.550E-05
2.404E-05
3.728E-05
5.779E-05
8.961E-05
1.389E-04
2.154E-04
3.340E-04
5.180E-04
8.031E-04
1.245E-03
1.931E-03
2.994E-03
4.641E-03
7.196E-03
1.116E-02
1.730E-02
2.682E-02
4.159E-02
6.449E-02
1.000E-01

4.4380E+02
4.4507E+02
4.2897E+02
4.3350E+02
4.3310E+02
4.2550E+02
4.2427E+02
4.2270E+02
4.1907E+02
4.1533E+02
4.0443E+02
3.7550E+02
3.5533E+02
3.2473E+02
2.8973E+02
2.5327E+02
2.1780E+02
1.8367E+02
1.4867E+02
1.1452E+02
8.5447E+01
6.4313E+01

7.976000E+04
7.919333E+04
7.827667E+04
8.075667E+04
8.584333E+04
9.341000E+04
9.943667E+04
1.016133E+05
9.785000E+04
8.843333E+04
7.567333E+04
6.199000E+04
4.937000E+04
3.862667E+04
2.972333E+04
2.251333E+04
1.683000E+04
1.238333E+04
8.928667E+03
6.257000E+03
4.222333E+03

2.723333E+03

1.1764000E+05
1.0550000E+05
9.6473333E+04
8.6106667E+04
8.9570000E+04
1.0223000E+05
1.2993333E+05
1.8330000E+05
2.6153333E+05
3.4013333E+05
3.8503333E+05
3.8090000E+05
3.3733333E+05
2.7610000E+05
2.1580000E+05
1.6593333E+05
1.2710000E+05
9.6383333E+04
7.1353333E+04
5.0270000E+04
3.3073333E+04
2.0446667E+04

4.4403333E+04
2.8701667E+05
4.1850000E+04
3.8053333E+04
3.7053333E+04
3.7643333E+04
4.0146667E+04
5.0003333E+04
7.1590000E+04
1.1741667E+05
2.0190667E+05
3.1562333E+05
4.6323333E+05
5.6650000E+05
6.5446667E+05
5.4363333E+05
4.1936667E+05
2.9593333E+05
2.0570000E+05
1.4273333E+05
9.6296667E+04
6.1036667E+04
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In dieser Dissertation wird das viskoplastische Schubverhalten eines ma-
gnetorheologischen Fluids (MRF) modelliert. Mithilfe eines phanomenologi-
schen Modellierungsansatzes auf Basis nichtlinearer rheologischer Elemente
kénnen die gemessenen FlieBkurven sowie Speicher- und Verlustmoduli
abgebildet werden. Ein MRF ist ein Material mit fest-fliissig Ubergang.
Es besitzt von einem Magnetfeld abhéingige Materialeigenschaften. Um
diese beschreiben zu konnen, wird zunédchst eine phanomenologische
Stoffklassifizierung eingefiihrt. Auf deren Grundlage teilen sich Stoffe
allgemein in Fliissigkeiten, Festkorper und Materialien mit fest-fliissig
Ubergang auf. Zur Beschreibung des Materialverhaltens von MRF werden
drei viskoplastische Modelle formuliert und gegeniibergestellt. Zur Identi-
fikation der Materialparameter wird eine Identifikationsstrategie auf der
Grundlage charakteristischer Punkte entwickelt. Charakteristische Punkte
sind exklusive Punkte von Materialfunktionen, die analytisch beschrieben
und ohne Weiteres experimentell ermittelt werden koénnen. Analytische
Ausdriicke fiir charakteristische Punkte der Speicher- und Verlustmoduli
werden iiber das Analogieprinzip unter Verwendung von Lissajous Dia-
grammen abgeleitet. Infolgedessen konnen die Materialparameter durch
das Auswerten algebraischer Zusammenhinge identifiziert werden, ohne
nichtlineare Optimierungsverfahren anwenden zu miissen. Hierbei stellt die
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