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Vorwort.

Wie die zweite, so verdankt auch die dritte Auflage ihre Existenz nicht
exorbitanten Verkaufszahlen, sondern einem Erkenntnisfortschritt:

Die logische Regel 1.5(a) in Teil III ist neu. Mein Inneres hatte sich lange
dagegen gestréubt, sie wahrzunehmen. Denn sie vereinfacht via 1.7(a)(b) —
vorher nur eine Kuriositdt — die logischen Verhéltnisse in einem sogenannten
Standardbeweis auf geradezu dramatische Weise [1.10], und so manch schoéner
Gedanke wurde dadurch hinfallig.

Damit konnte ich es bewenden lassen, ergreife aber die Gelegenheit, mich
aus einer gewissen Distanz heraus zu meinem ,,Aufbau des Zahlensystems“ zu
duBern.! Auch aus einem gewissen Pflichtgefiihl heraus, als Warnung: Meine
Darstellung enthalte ,kaum Neues“, so ein Bescheid von Expertenseite (2012).

Nicht nur aus einem gewissen missionarischen Eifer? heraus hatte ich die
Sache (inklusive Kefersteinbrief) damals an eine Zeitschrift geschickt, sondern
auch um auf diese Weise explizit von wesentlichen Ubereinstimmungen mit
der Literatur zu erfahren. Derartiges hétte mich auch nicht im mindesten
iiberrascht, ist es doch mehr als naheliegend, etwa die additive Gruppe von
2 als Automorphismengruppe einer geordneten Menge vom Typ Z zu ge-
winnen, damit auch gleich eine geordnete Gruppe vom Typ ZZ, und dann ganz
analog den Ring ,,ZZ* (plus Ordnung) als Endomorphismenring.

Letzteres findet sich denn auch in W. Felschers Werk Naive Mengen und
abstrakte Zahlen3. Auch er bemiiht sich um eine eher begriffliche als rechne-
rische Vorgehensweise. Daraus resultieren Themen wie wohlgeordnete Mengen
und Vervollstindigung geordneter Gruppen.

Auch das Buch Zahlen* von H. D. Ebbinghaus, H. Hermes, F. Hirzebruch,
M. Koecher, K. Mainzer, A. Prestel und R. Remmert habe ich inspiziert. Der
Aufmerksamkeit des Lesers seien besonders die Abschnitte iiber die Addition
und Multiplikation in ,, IR“ empfohlen.

Sie fithren zu E. Landaus klassischem Opus Grundlagen der Analysis®, rein
rechnerisch und detailliert bis zum Exzef}. Lange Zeit wird nur im Positiven
agiert, der historischen Entwicklung entsprechend wie der eines Individuums.
Erst wenn die positiven ,reellen Zahlen* hinsichtlich Addition, Multiplikation
und Ordnung vorliegen, wird neben der 0 jedem r sein Zwilling —r , erschaffen.

Das erinnert an Dedekinds Schopferkraft des menschlichen Geistes, und es
erinnert mich an eine frithere Version meines Opus:

'Die Génsefiiichen deuten an, daf§ ich diesen géingigen Titel als reinen terminus
technicus verstehe. Ich rede nie von ,,Zahlen“, sondern nur von geordneten Mengen,
Gruppen, Ringen und Koérpern.

2Seht, so erledigt man die Dinge im 21. Jahrhundert!

*B.1.-Wissenschaftsverlag, Mannheim, ... 1978.

*Springer-Verlag, Berlin, ... 1983.

® Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig 1930.



Um aus einer geordneten Menge N vom Typ IN eine solche vom Typ Z zu
gewinnen, wird die Menge Z aller Paare (x,y) mit z,y € N und z = m oder
y = m betrachtet, wobei m = min(N). Dann wird (z,m) < (m,y) festgesetzt,
ferner (m,a) < (m,b) < a < bund (a,m) < (bym) < b < a.

Man denke bei m an 0, bei (m,z) an x, bei (x,m) an —z.

Genauso hitte Landau verfahren konnen, nur die 0 miifite vorher seinen
Zahlen ,hinzugefiigt® werden. Warum bin ich den komplizierteren Weg in 5.10
gegangen? Um Paarmengen weitmoglichst aus dem Weg zu gehen.©

Irgendwann mufl der Sprung hinab ins Negative getan werden. Landau
springt so spét wie moglich, ich so frith wie moglich.

Anstatt mit den etwas unhandlichen , Schnitten“ im urspriinglichen Sinne
Dedekinds, wird generell entweder mit unteren Abschnitten ohne Maximum
gearbeitet, oder mit oberen Abschnitten ohne Minimum.

Bei oberflachlicher Betrachtung macht es keinen Unterschied.

Der Witz bei meinem Vorgehen liegt aber gerade darin, dafl die im Positiven
liegenden oberen Abschnitte eines geordneten Koérpers K zugleich die oberen
Abschnitte der aus den Elementen > 0 bestehenden multiplikativen Gruppe
K, sind. Wie ich wendet Felscher die Gruppenvervollstandigung auch auf K,
an, nicht nur auf die additive Gruppe K, und vermeidet dadurch langatmige
Rechnungen. Aber leider arbeitet er wie Landau mit unteren Abschnitten; das
mindert den Synergieeffekt.

Warum setze ich den eigentlich letzten Bauabschnitt, den Ubergang von
@ zu IR, an den Anfang? Der Klarheit halber, zwecks Konzentration auf das
wesentliche. Nichts kommt ins Spiel, was irgendwie IN involviert.

Wie mir erst jetzt auffiel, reicht Dedekind’s , Rekursionssatz“ [7, 126], ein
Spezialfall von 1.6.3 (f konstant), nicht aus um das Thema induktive Definition
abzudecken. Man braucht nur an die Fibonaccifolge zu denken, oder an induktiv
definierte geordnete Produkte.

Den Kollegen A. Chermak und B. Stellmacher danke ich fiir ihr Interesse
und wertvolle Gespréche.
Besonderen Dank schulde ich Herrn Buchholtz vom Logos Verlag.

Kiel, im Dezember 2019

SWas ist iiberhaupt ein Paar?
Der kundige Leser: Das hat uns doch Kuratowski gelehrt!
Ich: Lieber lieBe ich mich kreuzigen ...



Einflihrung.

Die Elimination des naiven Konvergenzbegriffs, mittels expliziter Definition,
ist der erste wirkliche Beitrag zum Thema Grundlagen der Mathematik.

Analog eliminiert Dedekind das Endliche, mitsamt natiirlichen Zahlen,
Induktion, Iteration, Folgen; auf einer neuen begrifflichen Basis, Mengen und
Abbildungen, wie sie de facto bis heute der Mathematik zugrundeliegen.

Elimination heifit Vergessen plus Rekonstruktion des Vergessenen in einer
Synthese, mit geeigneten Begriffsbildungen und Annahmen, nahegelegt durch
eine vorausgehende Analyse der Mathematik, so wie sie sich dem objektiven
Auge darbietet.

Was nicht mehr dem Vergessen anheimfallen kann, weil die Rekonstruktion
ohne das Vergessene nicht zu bewiltigen ist, nenne ich Reine Logik.

In diesem Restbestand mathematischer Sprachkultur duflern sich Menschen
in Aussagen iiber Aussagen, allein mit den Worten und, oder, wenn/dann
und ihren Synonymen. Darin werden dann die mathematischen Grundbegriffe
verankert, Objekt, Bereich, Abbildung. Sie sind also rein sprachlicher Natur.

Wie bei den Beispielen Konvergenz und Endlichkeit stellt sich schlief$lich
die Frage, ob und wie das Vergessene sich auf der tieferen Grundlage wieder
rekonstruieren 148t, und weil nun alles auf einmal vergessen wurde, steht somit
die gesamte real existierende Mathematik auf dem Priifstand. Eigentlich wie
bei Dedekind, denn schon das Endliche durchzieht die gesamte Mathematik.

Die der Synthese in Teil I1I vorausgehende Analyse findet in Teil 11 statt, im
Rahmen einer Gesamtschau auf das Grundlagenthema. Vorbild ist Dedekinds
Analyse der ,,Zahlenreihe N“ im Kefersteinbrief [I1.1]; und seine Synthese, der
,Aufbau“ des Zahlensystems, findet sich in Teil I, in zeitgeméflem algebraischen
Gewande, in einer gewissen Abrundung.

Ich setze natiirlich eine gewisse Vertrautheit mit dem voraus, dessen Grund-
lagen hier , tiefergelegt“ werden sollen, mit der ,real existierenden“ Mathematik
also, kurz r.e. M. genannt, gelegentlich auch Cantors Paradies.

Vor allem wende ich mich an Mathematiker, die mit ihrem Verstédndnis der
logischen und begrifflichen Grundlagen ihres Faches nicht ganz zufrieden sind.

Gewidmet sei dies Biichlein dem Andenken an die deutsche Universitét.






AUFBAU DES ZAHLENSYSTEMS

Nach einer im WS 2005/06 an der Universitéit Kiel gehaltenen Vorlesung

Gebt mir eine unendliche Menge, und ich gebe euch eure Zahlen
mit allem was dazugehort.

Mit diesen Worten hiétte Dedekind seinen Beitrag zum Thema Zahlen
beschreiben kénnen.

1872: Stetigkeit und irrationale Zahlen.
1888: Was sind und was sollen die Zahlen?

Das klarzumachen ist die Aufgabe, und zwar so, wie Dedekind es uns aufgegeben
hat: auf der Basis natiirlicher Allgemeinbegriffe, das begriffliche Schlieflen dem
rechnerischen vorziehend, das Innerliche dem Awuflerlichen in der Mathematik.

Dedekind erwartet von seinen Lesern ,,aufler dem gesunden Menschenverstande
noch einen sehr starken Willen, um Alles vollstdndig durchzuarbeiten*.

Statt eines starken Willens, der in der Tat manchmal nétig sein mag, um
sich durch langweilige Rechnungen zu quélen, setze ich Begriffe wie Gruppe,
Ring, Kdrper, geordnete Menge, Automorphismengruppe, Endomorphismenring
voraus, mit ihrem unmittelbaren Umfeld, und neben dem {iblichen Umgang mit
Mengen und Abbildungen natiirlich, welche von Dedekind erstmals explizit einer
mathematischen Betrachtung zugrunde gelegt wurden.

Die angesprochene Begriffswelt etablierte sich erst im Laufe des 20. Jahr-
hunderts im mathematischen Denken, und in ihr lassen sich die Dinge in ihrer
natiirlichen Einfachheit darstellen.

Ein wichtiger Aspekt ist das Prinzip, dal isomorphe Strukturen dieselben
Eigenschaften haben, ein Isomorphismus a : X — Y zu X gehorige Objekte
A,B,C,... auf analog zu Y gehorige Objekte Aa, Ba,Ca, ... mit denselben
Eigenschaften abbildet, wie umgekehrt der Isomorphismus o= : Y — X.

Folgendes ist als ein ganz gewohnliches Stiick moderner Mathematik
anzusehen, eine Ansammlung von Definitionen, Sitzen und Beweisen; mit der
kleinen Einschrinkung natiirlich, dafl nirgends von ,,Zahlen“ die Rede ist und
nichts einen anschaulichen Endlichkeitsbegriff involviert. Auf Historisches und
Mathematikphilosophisches wird spéter eingegangen.
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1. Vervollstandigung archimedisch und dicht geordneter Gruppen.

1.1. In diesem §1 ist G eine geordnete Gruppe, d.h. eine abelsche Gruppe
G # 0 (# 1 bei multiplikativer Notation) zusammen mit einer

r<y = rv+a<y+a,
geniigenden linearen Ordnungsrelation <.

FOLGERUNGEN.

(a) Fiir jedes a € G ist die Abbildung x — x + a ein Automorphismus der
geordneten Menge G: <y < xz+a<y+a.

(b) Und x — —x ist ein Anti-Automorphismus: z <y & —z > —y.

(c) Genau dann ist also a eine obere Schranke einer Teilmenge U, wenn
—a eine untere Schranke von —U = {—u | u € U} ist, und dasselbe gilt fiir
Maximum/Minimum wie Supremum/Infimum. Eine Untergruppe U # 0 hat
kein Maximum, nicht einmal ein Supremum, denn zu s = sup(U) und 0 < u € U
existiert r € U mit s —u < x,alsos<zx+uel.

(d)ys<z, t<y = s+t<z+uy.

1.2. BEZEICHNUNGEN.

G dicht: Zu a < b existiert u mit a < u < b.

U dicht in G: u kann immer in U (C G) gewéhlt werden.

G archimedisch: Untergruppen # 0 sind unbeschrankt.

Gleichwertig: Unterhalbgruppen # 0 sind unbeschrankt.

G wollstindig: Jede unten beschréinkte Teilmenge # () hat ein Infimum.

Gleichwertig: Jede oben beschrinkte Teilmenge # () hat ein Supremum.

Min(X) ist die Menge aller Minima von X (C &), und min(X) ist das
Minimum von X falls Min(X) # ) (analog: Max/max, Sup/sup, Inf/inf).

X4+a={z+a|lzeX} und X+Y={x+y|lzxecX, yeY}.

Go=Gso={xeG|x>a}l

A C G ist ein (oberer) Abschnitt von G <= A D G, fiir alle a € A.

A ist speziell, wenn zusétzlich ) # A # G und Min(A) = 0.

Gleichwertig: G\ A (# 0, G) ist die Menge der unteren Schranken von A.

S(G) ist die Menge aller speziellen Abschnitte.

P(M) ist die Menge aller Teilmengen einer Menge M.

Statt geordnete Gruppe sage ich auch Geogruppe (analog fiir geordnete
Mengen, Ringe, Korper), Halbgruppen und Ringe haben ein Einselement, und
ein Integrititsring ist kommutativ, nullteilerfrei und # 0.

Jede Teilmenge einer Geomenge G ist beziiglich der gegebenen Ordnung
wiederum eine Geomenge, sozusagen eine Untergeomenge von G.

In §5 bekommt G, wie Abschnitt eine andere Bedeutung (die duale).

Soweit sinnvoll, gilt alles in 1.2 und 1.3 fiir beliebige lineare Geomengen.
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1.3. BEMERKUNGEN.
(a) Fiir Abschnitte X,Y gilt X CY oder Y C X.
(b) Eine Vereinigung von Abschnitten ist ein Abschnitt.
(c) Eine Vereinigung # G von speziellen Abschnitten ist speziell.
(d) Beziiglich C ist S(G) linear und vollsténdig [(a)(c)].
(e) Mit X ist auch X + a speziell [1.1(a)].
(f) Mit X,Y ist auch X + Y speziell [(e)(c)1.1(d)].
(g) X+a=X+4+G,in(e) [z+a=2"+(a+2z—2') mit 2’ < z].
(h) Ist G dicht, so ist jedes G, speziell und
Go+ Gy =Gapp
firallea,be G [g>a+b = g=(9—¢)+¢g mitg—a>g > b|.
(i) Fiir spezielle X DY und a < bin X \ Y gilt
XDG, DG, 2Y.
(j) G sei dicht und X speziell. Aufgrund 1.1(b) ist dann auch
Y =—(G\ X\ Max(G \ X))

speziell, denn —Y ist ein unterer Abschnitt # (), G ohne Maximum.

1.4. SATZ. G sei dicht und archimedisch.

Beziiglich Addition [1.3(f)] und X <Y < X DY ist S(G) eine vollstandige
Geogruppe, v : a — G, ist ein Monomorphismus von G in S(G), und das Bild
G" ist dicht in S(G).

Beweis. Gy ist Nullelement [1.3(gh)], und mit G ist auch die Addition von
Teilmengen assoziativ und kommutativ. Sei X speziell und Y wie in 1.3(j).
Behaupte X +Y = Gg. Betrachte x € X und y € Y.

Wegen —y ¢ X ist —y < z, d.h. x +y € Gy. Nehme also X +Y C G, an.

Wihle a,b € Gy \ X +Y mit a < b, also a < b < z + y, folglich a —y <
b —y < z. Daher ist a — y eine nichtmaximale untere Schranke von X, d.h.
y—aliegt in Y. Es folgt Y CY + a, und wegen a > 0 ist auch Y +a C Y.

Die Untergruppe H = {h € G | Y +h =Y} von G ist somit # 0. Wegen
y+ H CY ist sie (wie Y') unten beschrénkt, ein Widerspruch [1.1(c)].

Damit ist S(G) eine abelsche Gruppe. Die Regeln a < b = G, D G}, und
X2OY =X+ADY + Asind trivial. Das iibrige findet sich in 1.3(dhi).

1.5. Zusatz. Ist H eine vollstindige Geogruppe (nach 1.1(c) archimedisch)
und G eine in H dichte Untergruppe, so ist die Abbildung a - G, = H, NG
ein Isomorphismus von H auf S(G) [1.3(h) gilt fiir alle a,b € H].

1.6. FOLGERUNG. G’ und H' seien wie G und H.
Ein Isomorphismus ¢ : G — G’ 1afit sich dann zu einem (und nur einem)
Isomorphismus H — H'’ fortsetzen. Dieser bildet a auf inf(G,¢) ab.
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2. Vervollstandigung archimedisch geordneter Korper.

2.1. In diesem § 2 ist K ein geordneter Kéorper, d.h. ein Kérper K zusammen
mit einer linearen Ordnungsrelation < auf K, derart dafl aus x < y immer
x4+ a <y + a folgt sowie za < ya fiir a > 0, d. h. fiir a,b > 0 ist auch ab > 0.

Dann ist die additive Gruppe KT eine Geogruppe, ebenso der Abschnitt
Ky ={a € K | a > 0} beziiglich Multiplikation.

Neben den Automorphismen z — z + a (a € K) hat die Geomenge K auch
noch die Automorphismen x — xa (a > 0). Ihre Automorphismengruppe ist
daher transitiv auf der Menge der Paare (x,y) mit x < y:

Durch Addition von —z erhalten wir ndmlich aus (x,y) ein Paar (0, z) mit
0 < z, und Multiplikation mit z~* fiihrt dann zu (0, 1).

Insbesondere ist K dicht [es gibt z < u < y in K], d.h. K ist dicht, und
als Abschnitt von K ist auch K| dicht.

Natiirlich bezieht sich archimedisch auf K, wie spiter bei Georingen.

Vollstiandige Geokorper sind also archimedisch [1.1(c)].

2.2. LEMMA. Sei L eine Geogruppe und « : Ly — Ly mit
(%) (u+v)a =ua+va fir alle u,v € Ly.

Setze 0w = 0 und (—u)a = —ua fiir u € Ly.

Dann gilt (x) fiir alle u,v € L.

Beweis. Fiir x,y € L ist (z + y)a = xa + ya nachzuweisen. Fiir x = 0 wie
y = 0 ist das trivial. AuBerdem ist (—z)a = —za fiir alle z € L.
Fiir x +y > 0 und etwa z > 0, y < 0 folgt

za = ((z+y) + (—y))a=(+ya+(-y)a = (z+y)a —ya,
und das erledigt auch den Fall z +y < 0:
(z+yla=—(-z-y)a=—((-z)a+(-y)a) = —(-za—ya).

2.3. FOLGERUNG. Sei L eine Geogruppe.
Auf Ly sei eine Multiplikation gegeben, die Ly zu einer Geogruppe macht
und der Regel (u + v)a = ua + va geniigt. Setze zusétzlich

0z =0=2z0 (—u)a = —ua = a(—u) (—u)(—a) = ua
fir a,u € Ly und x € L. Dann ist L ein Geokdrper.

2.4. HILFsSATZ. Sei auch L ein Geokérper und v : K+ — LT ein
Gruppenhomomorphismus mit (uv)? = uYv? fiir alle u,v € K.
Dann gilt das sogar fiir alle u,v € K [wegen (—z)” = —z” und 0" = 0].

2.5. HILFSSATz. Fiir Abschnitte X,Y, A C K, gilt
(X+Y)A=XA+YA.

Beweis. Die Inklusion (X +Y)A C XA + Y A ist vollig trivial, und die
Umkehrung ergibt sich aus za + yb = za + y%a mit yg >y falls a < b.
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2.6. LEMMA. Mit K ist auch K| archimedisch.

Beweis. Nehme eine beschrinkte Untergruppe U # 1 von K, an. Die Menge
A aller a > 0, zu denen ein o’ € U mit o’ > 1 + a existiert, ist dann ebenfalls
beschrinkt. Fiir 1 <uw e Uist u—1 € A, und es gibt ein u > 1.

Wegen o't/ > (1 +a)(1+b) =14+a+b+ab>1+a+bist A additiv
abgeschlossen, ist also eine beschrinkte Unterhalbgruppe # 0 von K+ (und die
Menge aller a — b mit a,b € A wiire eine beschriinkte Untergruppe # 0).

2.7. Satz. Ist K archimedisch, so existiert ein Monomorphismus in einen
vollstandigen Geokdorper.

Genauer erhalten wir aus Satz 1.4 die Geogruppen L = S(K ™) und S(kK,)
sowie v : K — L, zugleich monomorph von K in L und von K, in S(Kj).
Als Menge ist S(Ky) = L. Uber 2.6 und 2.3 entsteht nun der Geokdrper
L = S(K), und aufgrund 2.4 ist v sogar ein Kérpermonomorphismus.
Auflerdem ist K+ dicht in L.

2.8. ZusATz. 1.5/6 gilt analog fiir Geokdrper.

Dazu fithrt zweifache Anwendung von 1.5/6, kombiniert mit 2.4.

2.9. LEMMA. In einem vollstdndigen Geokorper ist jeder Teilkérper dicht.

Beweis. K sei vollstdndig und der Teilkérper L nicht dicht in K.
Dann existieren a,b € K mit a < b und

(%) a<u<b = ué¢lL.

Da K archimedisch ist, existiert x € L mit x < a.

Da auch K, archimedisch ist [2.6], existiert y € Lo mit y < b — a.

Wihle k£ € K mit k < «x fiir ein . Sei X die Menge aller z > k.

Die Menge H aller h € K mit X +h C X ist wegen X # () beschréinkt und
ist eine Unterhalbgruppe von K™, ist also = 0.

Jedes y liegt jedoch in H, denn fiir jedes x € X ist zum einen x+y > = > k,
zum andern z +y < b, wegen (x) also z + y < a, insgesamt also z +y € X.

Nachbemerkung. Von einem Iso/Monomorphismus « : G — H zwischen
Geomengen G, H wird neben bijektiv/injektiv noch

z<y <= za<lyua
fiir alle z,y € G verlangt. Ein Monomorphismus ist also ein Isomorphismus auf
das Bild. Bei linearem G geniigt =, im allgemeinen aber nicht. Die Verhiltisse
sind also denen in der reinen Algebra, wo ein Iso/Monomorphismus einfach ein
bijektiver/injektiver Homomorphismus ist, nicht ganz analog.
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3. Quotientenkdrper archimedisch geordneter Ringe.

3.1. Ein geordneter Ring ist ein Integritétsring zusammen mit einer linearen
Ordnungsrelation < wie in 2.1.

3.2. Ist der Integritéitsring A Teilring eines Korpers K — allgemeiner eines
Ringes K, in dem jedes Element # 0 von A invertierbar ist — so ist die Menge

aller Quotienten ¢ = ab™' =b~'a mit a,b € A (und natiirlich b # 0) aufgrund

r U TVt yu T U xu r - (a:)fl_y
y v yv y v yv Yy Yy Yy T
ein Teilkorper von K, der Quotientenkirper Q(A) = Qx(A) von A in K.
Diese Regeln, plus % = = & v = uy, zeigen auch, daf ein Isomorphis-

mus o : A = A’ durch ¥ — 2% zu einem Isomorphismus zwischen Q(A) und
(analogem) Q(A’) fortgesetzt wird.

3.3. Sei A in 3.2 geordnet und K = Q(A). Dann ist die Menge P aller §
mit a,b > 0 ein Positivitdtsbereich von K, d.h. P ist additiv und multiplikativ
abgeschlossen, mit K = P U {0} U {—P}.

Durch k < k¥ & k' — k € P wird K dann ebenfalls geordnet, und diese

Ordnung stimmt auf A mit der alten Ordnung iiberein.

3.4. LEMMA. Mit A ist in 3.3 auch K archimedisch.

Beweis. Sei § (b > 0) eine obere Schranke der Untergruppe U # 0 von K.
Da Ab in A unbeschrénkt ist, existiert ¢ € A mit ¢b > a, d.h. ¢> ¢.
Sei 0 # ¥ € U (y > 0). Dann ist AN Uy eine (oben durch cy) beschrénkte

Untergruppe # 0 von A", ein Widerspruch.

3.5. SATZ. Sei A ein Integritétsring und V ein torsionsfreier A-Modul.

Dann gibt es einen Monomorphismus von V in einen Modul W der Art, dafl
der Endomorphismus ay : w — wa von W fiir 0 # a € A bijektiv ist.

Beweis. Fiir jede Menge X ist der aus allen f : X — V bestehende ,,Funk-
tionenraum* F(X, V') beziiglich
f+g9g: z—azf+xg und fa: z— (zf)a.
ein A-Modul, und im Falle eines A-Moduls X ist Hom(X, V') ein Teilmodul.
Fiir jedes f € F = F(A,V) sei Ai(f) bzw. Ay(f) die Menge aller Ideale
X #0von A mit fix € Hom(X,V) bzw. fix =0.
Und F; (i = 0,1) sei die Menge aller f mit A;(f) # 0.
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Mit X und Y ist auch X NY ein Ideal # 0 [x,y # 0 = xy # 0]. Also ist
() Af) N A(g) # 0 fiir f € Fy und g € F,

und somit sind Fy und F; Teilmoduln von F'.

Setze W = F; /F, (Faktormodul).

Torsionsfrei bedeutet va # 0 fiir alle v # 0 und a # 0. Das impliziert

(xx)  Ag(fa) = Ao(f) fiir a # 0.

Fiir v € V ist f, : @ = va ein Modulhomomorphismus (ebenso v — f,).
Insbesondere liegt f, in Fy [A € Ai(f,)], in Fy aber nur wenn v = 0.
Die Abbildung v — Fy + f, ist somit ein Monomorphismus von V in W.

Fiir 0 # a € A ist ay bijektiv von V' auf Va. Sei §: Va — V das Inverse.
Fir f € Fy und X € A, (f) ist Xaf = X fa C Va.
Erhalte so den Homomorphismus f|x,3 : Xa — V mit

xa — zaff =xfaf =xf.
Eine Fortsetzung f': A — V liegt in Fy [Xa € A;(f")].
Und auf Xa ist f'a = f [zaf'a =zfa = zaf].
Es folgt f'a — f € Fq.
Zu w € W existiert somit ein w’ € W mit w'a = w, d.h. ay ist surjektiv.
Injektiv bedeutet fa ¢ Fy fir f € Fy \ Fy, folgt also aus (k).

3.6. FOLGERUNG. Jeder Integritdtsring hat einen Quotientenkérper.
Genauer: Es gibt einen Monomorphismus in einen Korper.

Ein archimedischer Georing fithrt also zu einem archimedischen Geokorper,
damit sogar zu einem vollstdndigen.

Beweis. Es gibt ein V' # 0, ndmlich V = A. Die Abbildung a — ay ist ein
Monomorphismus von A in den Endomorphismenring £ von W, und in F ist
jedes ay (a # 0) invertierbar.

Bemerkung. Ist U Teilmodul eines Moduls W wie in 3.5, so bilden die
Elemente & = u(aw ) ™! einen Teilmodul Qu (U). Von dem Monomorphismus ~y
in 3.5 kann also auch noch W = Qu (V) verlangt werden. In der Tat haben ~
und W im Beweis von 3.5 diese Eigenschaft.

Obiges Vorgehen geht auf den Hinweis eines Studenten zuriick. Es ergibt
sich zwanglos aus der Beobachtung, daf§ die Multiplikation mit § € Q(A) ein
A-Modulhomomorphismus von Ab in A ist.
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4. Geordnete Mengen, Gruppen und Ringe vom Typ Z.
4.1. Eine lineare Geomenge V # () ist vom Typ Z, wenn jede oben/unten
beschrinkte Teilmenge # () ein Maximum/Minimum hat und # V ist.

Gleichwertig: Jedes Element a € V hat einen Nachfolger at = min(V5,)
und einen Vorginger a- = max(V_,), und

(x) V ist die einzige Teilmenge # (), die mit a auch a* und a~ enthélt.

Bemerkung. Eine Geogruppe vom Typ Z ist archimedisch.

4.2. SATZ. Sei V eine Geomenge vom Typ ZZ mit Nachfolgerfunktion
v:x—xt. Sei A= Aut(V) die Automorphismengruppe. Wihle v € V.

(a) A ist scharf transitiv auf V', d.h. a — va ist bijektiv von A auf V.

(b) Beziiglich a < 8 <= va < vf ist A eine Geogruppe vom Typ ZZ mit
Nachfolgerfunktion o — av. Diese Ordnung ist unabhéngig von v.

Beweis. (a) Offenbar ist v ein Automorphismus von V, der mit allen Auto-
morphismen vertauschbar ist, d.h. v liegt im Zentrum Z = Z(A) von A.

Wegen 4.1(x) ist vZ =V und {z € V | za = 2} = 0 fiir jedes a # 1 in A.
Aus va = vf folgt also a = 3. Somit ist A = Z (abelsch).

(b) A ist zunéchst eine Geomenge, und o — va ist ein Isomorphismus. Es
folgt var = (va)t = va™, also av = at. Fiir o, 3,7 € A folgt weiter

a<lf & valvf & vay<vby & ay< by
sowie, mit w = vy,

wa <wf & vya < vy & vay <vfy & va < vf.

4.3. LEMMA. Sei V eine Geogruppe vom Typ Z, v = min(V;), und E der
Endomorphismenring der abelschen Gruppe V.

(a) Fiir jedes x € V ist  + u der Nachfolger von z.

(b) Die Gruppe V wird von u erzeugt.

(c) Ist 8 € E und uf > 0, so ist v > 0 fiir alle v > 0 in V.

(d) Mit a < <= ua <uf ist E ein Georing vom Typ Z.

(e) Sei W eine weitere Geogruppe und ¢ : V. — W ein Ordnungsisomor-
phismus mit Op = 0. Dann ist ¢ auch ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. (a) folgt aus z < x +u <z + (2t — ) = 2T, und (b) dann sofort
aus 4.1(x): die von u erzeugte Untergruppe ist = V.

(c) Sei v ein Gegenbeispiel. Wihle v minimal. Dann ist 0 < v —u < v, also
doch v =(u+ (v—u))B=uB+ (v—u)B > 0.
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(d) Der von 1 erzeugte Teilring F' von E liegt im Zentrum Z(FE).

Die Untergruppe uF von V enthidlt v und ist daher gleich V' [4.3(b)].
Genauso folgt u ¢ Kern(y) fiir alle v # 0 in E, d.h. ua # uf fiir a # 5.

Somit ist F = F kommutativ und o — ua bijektiv. Laut (c) folgt uaf > 0
aus ua > 0 und uf > 0, d.h. aus o > 0 und 8 > 0 folgt af > 0.

(e)Sei X ={z eV | (v+a)p=vp+axp firalle ve V} also 0 € X.
Weiter ist ue = min(W,), also wt = w + up fiir alle w € W.
Mit v € V und w = vy folgt v¥p = w & up, fiir alle z € X also

w+aHp=@v+r+u)p=(vEu)p+rp=wEup+rp="w+ 15,
und damit ist X =V [4.1(x)].

4.4. LEMMA. In einem Georing V vom Typ Z ist min(V;) = 1.
Ist W ein weiterer Georing und ¢ : V' — W ein Ordnungsisomorphismus
mit Op = 0, so ist ¢ auch ein Ringisomorphismus.

Beweis. Wire u = min(Vy) < 1, so wire 0 < uu < w. Also ist u = 1,
genauso min(Wy) = 1 und folglich 1¢ = 1. Schon wegen Op = 0 ist
X:={zeV | (vr)p =vp-xp fir allev e V}

nicht leer, und da ¢ additiv ein Isomorphismus ist [4.3(e)], folgt weiter, dafl X
mit z auch 2% = z + 1 enthilt, also = V ist [4.1(x)]:

(v(z £1))p = (v £v)p = (vr)p Lvp =vp- TP TvY =0vp - (T £ 1)y,

4.5. LEMMA [Beweis in 6.7]. (a) Zu Geomengen V, V' vom Typ Z, a € V,
a’ € V' gibt es genau einen Isomorphismus V — V' mit a — a'.

(b) Sei V eine Menge und v : V' — V bijektiv mit Av C A fiir eine Teilmenge
A, aber Xv = X fiir keine Teilmenge X # (), V.

Beziiglich einer gewissen Ordnung, der einzigen mit x < zv, ist V vom Typ
ZZ mit Nachfolgerfunktion v.

4.6. FOLGERUNG. (a) Zu geordneten Gruppen oder Ringen V, W vom Typ
Z existiert genau ein Isomorphismus V — W.

(b) Sei G eine Geogruppe und 0 < u € G. Dann ist die von u erzeugte
Untergruppe vom Typ Z mit 2+ = z + u.

4.7. In jedem Ring K ist die von 1 erzeugte additive Untergruppe V ein
Teilring, denn {z € K | Vo C V} ist ein Teilring C V, also = V.

In einem Georing ist dieser Primring also vom Typ Z.

Zu vollstandigen Geokorpern L, L’ gibt es daher genau einen Isomorphismus
zwischen L und L' [2.8, 2.9, 3.2].
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5. Wohlgeordnete Mengen und der f-Kettensatz.

5.1. Unter einem Abschnitt einer Geomenge G ist jetzt immer ein unterer
Abschnitt zu verstehen, und G, steht demgemés fir G, = {x € G | < a}.

A(G) ist die Menge aller Abschnitte A von G, und A*(G) die aller echten
Abschnitte (A # G). Das Symbol G| X reduziert auf Abschnitte A D X.

Eine lineare Geomenge W heif3t wohlgeordnet, auch Kette, wenn jede nicht-
leere Teilmenge ein Minimum hat. Auch jede Teilmenge ist dann eine Kette.

Die Ketten einer Geomenge sind die wohlgeordneten Teilmengen.

Eine Folge ist eine auf einer Kette definierte Abbildung.

5.2. In einer Kette W hat jedes a ¢ Max(W) einen Nachfolger a™.

Die Abbildung x — W, ist ein Isomorphismus von W auf die [durch C]
geordnete Menge A*(W). Insbesondere ist auch A(W') wohlgeordnet.
Das Urbild z von A € A*(W) ist das Folgeelement

fT(A) =min(W \ A) = max(A™")
von A, und AU {z} ist der Nachfolger A" von A in A(W).
Genau dann hat B € A(W) einen Vorgénger, wenn B ein Maximum hat.

Und genau dann hat B keinen Vorginger, wenn B die Vereinigung der echten
Abschnitte von B ist.

Nenne W grundiert, wenn jedes x € W \ Min(W) einen Vorgénger hat.
Gleichwertige Eigenschaften:

(a) Jeder nichtleere echte Abschnitt hat einen Vorgénger.

(b) Jeder nichtleere echte Abschitt hat ein Maximum.

(c) Jede nichtleere beschrinkte Teilmenge hat ein Maximum.

(d) Jede unter z — x* abgeschlossene Teilmenge ist ein oberer Abschnitt
von W (ist also = W wenn sie Min(WW) enthélt).

Jede Teilmenge eines grundierten W ist grundiert, wie auch jede unten
beschrinkte Teilmenge einer Geomenge vom Typ Z.

Ein grundiertes nichtleeres W ohne Maximum ist vom Typ IN.

5.3. INDUKTIONSLEMMA. Sei W eine Kette und A C A(W) mit A" € A
und g € A fiir A=W in Aund 0 # B C A.

Dann ist A ein oberer Abschnitt von A(W).

Also: Eine nichtleere Eigenschaft von Abschnitten, die sich auf Nachfolger
und nichtleere Vereinigungen vererbt, gilt auch fiir W.

Beweis. Nehme A € Aund B € A(W)\ Amit A C B an. Wihle B minimal
(bei festem A). Jedes X € A*(BJ|A) liegt in A. Also hat B keinen Vorgénger
und ist auch nicht die Vereinigung dieser X, ein Widerspruch.
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5.4. FOLGERUNG. (a) Sei W eine Kette und <’ eine weitere Ordnung auf
(der Menge) W. Fiir jedes A € A*(W) mit <=<"auf A sei z <’ f*(A) fiir alle
r € A. Dann ist <=<'.

(b) Fiir grundiertes W geniigt <’ ™ fiir alle x € W \ Max(W), und
dasselbe gilt fir Geomengen W vom Typ Z (denn W, ist vom Typ IN).

5.5. DER f-KETTENSATZ (nach H. Kneser [14]).

In der allgemeinen Version wird eine Menge M und eine Teilmenge A von
P(M) vorausgesetzt, ferner f : A — M und f(A) ¢ A fur alle A € A.

Sodann wird W € P(M) eine f-Kette genannt, wenn es eine Wohlordnung
auf W gibt mit A*(W) C A und fT(A) = f(A) fiir alle A € A*(W).

In der Version fiir eine geordnete Menge M ist immer z < f(A) fir alle
x € A, und die Ordnung einer f-Kette ist die durch M gegebene.

Die Vereinigung V' aller f-Ketten ist jeweils eine f-Kette mit V' ¢ A.

Beweis. (1) Sind W und W' f-Ketten (beziiglich < und <’), so ist
W e AW') oder W' € A(W) (und <=<'" auf W bzw. W’).

Denn mit der Vereinigung U aller gemeinsamen Abschnitte A (mit <=<'
auf A) wére im Falle W # U # W' auch U U {f(U)} ein solcher Abschnitt.

(2) Zu a,b,c € V gibt es eine f-Kette W mit a,b,c € W.

(3) Es gibt genau eine Relation < auf V, die die ,, f-Ordnung® einer jeden
f-Kette fortsetzt. Sie ist eine lineare Ordnungsrelation.

(4) Jede f-Kette A ist ein Abschnitt von V, und fiir X C V folgt daher
Min(A N X) € Min(X), also Min(X) # 0 falls AN X # 0.

Somit ist V' wohlgeordnet durch <, und sogar eine f-Kette:

Fir A € A*(V), b= f;f(A) und eine f-Kette B mit b € B folgt A € A*(B)
und b = f5(A) = f(A).

Im Falle V € A wire VU {f(V)} eine f-Kette.

Bemerkung. Bei den folgenden Hauptanwendungen des f-Kettensatzes
erfordert die Existenz von f das Auswahlaxiom.

5.6. DAs LEMMA VON ZORN. Hat jede Kette in einer Geomenge G eine
obere Schranke, so hat G ein maximales Element.

5.7. DER WOHLORDNUNGSSATZ VON ZERMELO.
Jede Menge besitzt eine Wohlordnung.

Zu 5.6: Andernfalls hat jede Kette A sogar eine obere Schranke f(A) ¢ A.
Zub.7: In5.5ist V=M wenn A=P(M)\ {M}.
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5.8. Sei M eine Menge, o : M — M und X C M.

Das a-Erzeugnis (X), von X ist die kleinste a-invariante Teilmenge D X
von M, d.h. der Schnitt aller Teilmengen ¥ D X, Ya.

Grundregeln. (a) (X), = X U(X)oa =X U (Xa),.
(b) (X)af = (XB), fiir jedes 5 : M — M mit off = Bav.

Beweis. (a) ...U... liegt in (X),, enthdlt X und ist a-invariant.
(b) 2 : (X),[ enthilt X und ist a-invariant.
-

: Mit U = (X ), ist auch das Urbild UB™! (D X) a-invariant und enthélt
daher (X),. Es folgt (X),8 CUB'BCU.

5.9. DER ERSTE IN-SATZ VON DEDEKIND.

Sei M eine Menge, v : M — M injektiv, w € M \ Mv und N = (u),.

Beziiglich einer gewissen Ordnung ist N dann vom Typ IN mit Nachfolger-
funktion v und Minimum u.

Beweis. Sei A die Menge aller A C N mit A = () oder av ¢ A fiir genau ein
a € A. Setze f(0) = u bzw. f(A) = av. Wende 5.5 an. Erhalte V.

Zunichst ist u = f(0) = min(V), denn {u} ist eine f-Kette.

Fir ) # A e A*(V) ist f*(A) = f(A) = av, also a = max(A).

Somit ist V' grundiert und zt = zv fiir alle x € V \ Max(V), weiter
Max (V) = () wegen V ¢ A, also Vv C V und daher V = N.

5.10. Sei W vom Typ IN mit Minimum « und Nachfolgerfunktion v.

() Mit a =02, U =(u), und V=0Uvgilt W=UUV.

(b) Beziiglich einer neuen Ordnungsrelation <’ ist W vom Typ Z, sie ist <
auf U, > auf V, und & <’y gilt noch firz € V, y € U.

Anschaulich: 0,1,2,3,... wird zu ...5,3,1,0,2,4,... umgeordnet.

Beweis. Wegen Vv =Ua C U ist U UV v-invariant, also = W [5.2(d)].

Sei UNV # (). Dann liegt m = min(U N'V) nicht in (UNV)a =UanNVa
[ ist injektiv], wegen U = {u} UUa und V = {ur} U Va aber doch.

Zu (b) ist nur zu beachten, dal U und V' vom Typ IN sind.

5.11. Der f-Kettensatz fiithrt auch zur Existenz einer maximalen Kette,
einer Kompositionsreihe, in einer Geomenge, wenn jede oben echt beschrinkte
Kette einen oberen Nachbarn hat, eine minimale echte obere Schranke.

Beispiel: Der Teilmodulverband — die beziiglich C geordnete Menge aller
Teilmoduln — eines halbeinfachen Moduls.

Ein solcher ist die Summe der einfachen, d.h. minimalen Teilmoduln, und
Standardbeispiel hierfiir ist jeder Vektorraum.

Ubrigens ist eine maximale Kette auch eine maximale lineare Teilmenge.
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5.12. Wenn schon Kompositionsreihen, dann auch Satz von Jordan-Holder.
Er betrifft Gruppen, auch mit Operatorenbereich. Fiir das wesentliche geniigt
der abelsche Fall. Seien W und W’ also Kompositionsreihen eines Moduls M,
genauer des Teilmodulverbands V.

Dann ist eine bijektive Abbildung X — X’ von W auf W’ aufzuspiiren mit

M =M und Xt/X ~X'T/X' firalle X # M.
Betrachte zu gegebenem X € W den aus allen Y € W’ mit
(HYNXtCX
bestehenden Abschnitt von W’. Die Vereinigung X’ aller Y liegt in W, denn

W ist auch eine maximale lineare Teilmenge von V. Somit ist X’ selbst ein Y,
ist also das maximale Y. Schreibe daher Y fiir X’. Es folgt Y # M und

2)YTNXT¢Z X, also

3) XT=X+D mit D=Y*TNX", und damit

(4) Xt/X ~D/DnX.
Behauptung: Das analog definierte Y’ € W ist = X. Das bedeutet

() XNYTCY und (b) XtNYTZY.

Zu (a): Sonst wire Yt =Y 4+ (X NY™T), wegen Y+ D D D X NYT also
D = (Y ND)+ (X NYT") [Dedekinscher Modulsatz], folglich D C X wegen
YND=YNX"CX [(1)], im Widerspruch zu (3).

Der Dedekindsche Modulsatz ist eine gruppentheoretische Banalitét:

Fir A,B,CeV mit A+ B2C2OB ist C=(ANC)+ B.
Zu (b): Sonst wire D = XTNY C X.

Damit ist die Bijektivitét erledigt, und die angekiindigte Isomorphie folgt
aus DNX =XNY =DNY, denn analog (4) ist Y*/Y ~D/DNY.

Es folgt eine schéne Anwendung.

Unser Modul M sei direkte Summe gewisser einfacher Teilmoduln, sagen
wir X € B, wie etwa bei B = {Kz | x € B}, B Basis eines Vektorraums iiber
dem Divisionsring K.

Die Teilmenge B von V besitzt eine Wohlordnung <, und die Teilmoduln
Wx (X € B), definiert als Summe aller Y < X in B, bilden dann zusammen
mit M eine Kompositionsreihe W mit [W \ {M}| = |B].

Somit sind all diese B’s gleichméchtig, und insbesondere sind alle Basen
eines Vektorraums gleichméchtig.

Eine schone Anwendung des vollen Satzes von Jordan-Holder ist ein gewisser
Zugang zur Determinantenfunktion [math.uni-kiel.de/algebra/bender].
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6. Induktion und Kardinalitat.

W und W' seien Ketten. Nenne a : W — W’ einen Morphismus und
schreibe av : W A2 W', wenn aus x < y (z,y € W) immer za < ya folgt und
Wa ein Abschnitt von W’ ist; kurz: « ist ein Isomorphismus von W auf einen
Abschnitt von W’. Schreibe W 7 W’ wenn ein « existiert.

6.1. HiLFssATZ. Die Menge V sei Vereinigung von gewissen Teilmengen,
sagen wir A € BB, derart dal A C B oder B C A fiir alle A, B € B.

Zu jedem A sei eine Abbildung a4 von A in eine weitere Menge M gegeben,
und im Falle A C B sei oy = ap auf A.

Dann existiert genau eine Fortsetzung o : V- — M aller a 4.

6.2. DER SATZ UBER DIE INDUKTIVE DEFINITION VON FOLGEN.
Sei Ay € A(W) und M eine Menge. Setze Fy = F(A, M) fiir A € A(W|Ay).
Fiir a € Fy (A # W) sei immer eine Fortsetzung a® € F4+ gegeben.
Dann hat ein oy : Ay = M genau eine Fortsetzung o € Fy, mit
(%) (a)a)t = aa+ fiir alle A # W,
Bemerkung. Das analog zu X € A(W|A,) gehorige ax ist = ox.

Beweis. Nehme W als minimales Gegenbeispiel in A(W|A4,) an.

Erhalte oy : U — M analog « fiir jedes U € B = A*(W|A).

Die Vereinigung V' = (Jz aller U ist ein Abschnitt O Ay von W, und im
Falle Ve Bist VT =W und a = (o))" wie gewiinscht.

Daher ist V = W, und dann ist das aus 6.1 resultierende o : V. — M als
Fortsetzung aller oy wie gewiinscht.

6.3. FOLGERUNG. Sei my € M und W grundiert mit Minimum wg, weiter
jedem w € W\ Max(W) eine Abbildung f,, : M — M zugeordnet.

Dann existiert genau eine Abbildung o : W — M mit woa = my und
wha = f,(wa) fir alle w.

Beispiel. Sei M eine Halbgruppe und h : W — M. Dann existiert genau
ein a: W — M mit woar = h(wp) und wra = wa - h(wt).

Hier ist f,(z) = z - h(w™), und wa (w € W) ist anschaulich das Produkt
der Elemente h(u) (v < w) in der durch W gegebenen Reihenfolge.

6.4. CANTORS [SOMORPHIESATZ FUR WOHLGEORDNETE MENGEN.

(a) Es gibt hochstens ein o« : W 2~ W',

(b) Es gilt W A~ W' oder W’ /W.

(c) Gilt beides in (b), so sind W und W' isomorph (W ~ W’).

Bemerkung. Aus (a) ergibt sich sofort die wichtige Eigenschaft einer wohl-
geordneten Menge, nicht zu einem echten Abschnitt isomorph zu sein.
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Beweis. (a) Sei  wie . Wende 5.3 auf A= {4 € AW) | aya = fja} an.

(b) Beides sei falsch. Fiir A€ AW)und a: A 2 W' ist dann A # W und
Aa # W', und daraus resultiert eine Fortsetzung at : AT 7 W; sie bildet das
Folgeelement von A in W auf das Folgeelement von A« in W’ ab.

Nach (a) ist « = f auf A wenn AC Be A(W)und g: B /W'

Sei W sogar ein minimales Gegenbeispiel in A(W), bei festem W’.

Zu jedem U € B = A*(W) existiert dann oy : U 2 W',

Mit U liegt also auch U™ in B, und das bedeutet W = |Jz. Das aus 6.1
resultierende oo : W — W' ist als Fortsetzung aller oy offenbar ein Morphismus.

(c) Seia : W /A W und o : W A~ W. Dann ist ao/ : W — W ein
Morphismus, also = idy, wegen (a), und damit ist auch o/« = idy-.

6.5. FOLGERUNG [aus 6.4 und 5.7].
(a) Sind A und B beliebige Mengen, so ist |A| < |B| oder |B| < |A], d.h.
es gibt eine injektive Abbildung von A in B oder von B in A.

(b) Eine nichtleere Menge A von Mengen hat beziiglich |...| < |...| ein
Minimum A (JA| < |B] fiir alle B € A).

6.6. DER SATZ VON SCHRODER-BERNSTEIN.
Aus |A| < |B| und |B| < |A] folgt |A| = |B], d.h. es gibt eine bijektive
Abbildung zwischen A und B.

Beweis (Dedekind). Sei a: A — B injektiv. Darf B C A annehmen und
muf} ein bijektives v : B — A« finden. Nun ist «: A — A und Ba C B.

Mit X = B\ Aa E=(X). (CB) Y =B\E

folgt B=XU A«a E=X U Fa [5.8(a)] B=YUF

und damit auch noch ¥ = B\ F = Aa\ Ea, d.h. Aa=Y U Ea.
Definiere nun v auf B =Y U E als idy auf Y und als « auf E.

6.7. Sind W und W’ vom Typ IN, so existiert genau ein Isomorphismus
a: W — W', aufgrund 6.4(a)(b) und 5.2(b).

Daraus folgt sofort 4.5(a), denn dort sind V-, und V., vom Typ IN, und
Vq ist wie V., dual vom Typ IN.

<a'

Beweis von 4.5(b): Wende 5.9(a) auf N = (u), mit u € A\ Av an: Beziiglich
einer Ordnung < ist N vom Typ IN mit Minimum u und z* = xv.

Analog: V' =v™1, A=V \ A v =w', N und <'.

Weiter ist NN N C ANA = () und — wegen N = Nv U {u} und N’ =
NV U{u'} —auch (NUN')v=NUN' also NUN' =V.

Erweitere nun < zu einer Relation auf V: x < y gilt noch fiir € N’ und
y € N, sowie fiir z,y € N’ mit y <" z. Zur Einzigkeit siehe 5.4(b).
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7. Endliche und unendliche Mengen.

7.1. Eine Menge M ist endlich, wenn jedes injektive o« : M — M auch
surjektiv ist.

Unendlichkeit 1lauft also auf die Existenz einer injektiven, aber nicht surjek-
tiven Abbildung hinaus. Das Hauptbeispiel ist die Nachfolgerfunktion x — =
einer nichtleeren Kette ohne Maximum. Umgekehrt impliziert die Existenz
einer unendlichen Menge auch die Existenz geordneter Mengen vom Typ IN
und Z [5.9, 5.10(b)], und iiber Gruppen und Ringe vom Typ Z [4.2(b), 4.3(d)]
ergeben sich dann vollstdndig geordnete Korper.

Offenbar ist die leere Menge endlich, auch jede Teilmenge und jedes bijek-
tive Bild einer endlichen Menge, also auch jedes surjektive Bild [ordne jedem
Bildelement ein Urbild zu, mit Hilfe des Auswahlaxioms).

W ist wieder eine Kette vom Typ IN.

7.2. HILFSSATZ. Sei M = AU {b} eine Menge, A endlich.
Dann ist auch M endlich.

Beweis. Sei a: M — M injektiv, aber nicht surjektiv.

Dann ist Ao € A, denn sonst wire Ao = A, also bao = b.

Sei also a € A und aa = b, weiter 7 die Transposition von M mit at = b
(und b7 = a). Dann ist o/ = ar wie a, im Widerspruch zu Ao’ C A.

7.3. LEMMA. (a) Die echten Abschnitte von W sind endlich, und eine
endliche Kette ist zu genau einem solchen Abschnitt isomorph.

(b) Ketten vom Typ IN sind isomorph (schon bekannt), und eine unendliche
Kette hat genau einen Abschnitt vom Typ IN.

Beweis. Der kleinste unendliche Abschnitt von W hat nach 7.2 keinen
Vorgénger, ist also = W. Alles weitere folgt aus dem Isomorphiesatz [6.4].

7.4. DER ZWEITE IN-SATZ VON DEDEKIND.

(a) Eine endliche Menge M ist zu genau einem echten Abschnitt A von W
gleichméchtig (man kann also |[M| = f*(A) definieren).

(b) Genau dann ist eine Menge M unendlich, wenn es eine injektive Abbil-
dung von W in M gibt.

Beweis. (a) Da M eine Wohlordnung besitzt [5.7], existiert nach 7.3(a)
jedenfalls eine bijektive Abbildung von M auf ein A € A*(W).

Ist B wie A, mit A C B, so gibt es eine bijektive Abbildung von B auf A,
und daraus folgt A = B, denn B ist endlich.

(b) Ist & : W — M injektiv, so ist mit W auch Wa unendlich und damit
auch M. Umgekehrt folgt die Existenz von « aus 7.3(b), wieder iiber 5.7.
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8. Endliche Summen und Produkte.

8.1 Sei W eine endliche Kette, H eine Halbgruppe und h: W — H.

Durch 6.3 (Beispiel) wird jedem A € A(W) ein Element 7(A) € H zugeord-
net, mit (@) = 1 und 7 (A*) = 7(A)h(f*(A4)) fiir alle A # W.

Da es nur eine solche Abbildung 7 : A(W) — H gibt, ist = auf A(U) gleich
dem analog zu U € A(W) gehorigen 7.

Da auch jede Teilmenge B von W eine endliche Kette ist, ist auch 7(B) € H
definiert (beziiglich hg), und fir B =W \ A (A € A(W)) folgt per Induktion
nach W noch 7(W) = n(A)n(B), denn mit w = max(W), W; = W \ {w} und
B, = B\ {w} gilt (fir A C W)

7(W) = n(Wy)h(w) = n(A)m(By)h(w) = n(A)m(B)

unter der Annahme, dafi die Behauptung fiir W, anstelle W richtig ist.
Und mehr ist zum Thema geordnete Produkte nicht zu sagen.

8.2. Sei also W jetzt irgendeine endliche Menge und H kommutativ.

Der iibliche Weg zum Produkt der Elemente h, = h(z) (x € W) fiihrt
iitber eine Wohlordnung von W und den Nachweis, daf§ das durch 8.1 gegebene
Produkt unabhéingig ist von der ausgewihlten Wohlordung. Das Ergebnis 1é3t
sich dann so formulieren:

SaTz. Es gibt genau ein 7 : P(W) — H mit «(0) = 1, 7({z}) = h, fir
zeW,und n(XUY) =n(X)n(Y) fiir disjunkte X, Y C W.

Bemerkung. Das analog zu einer Teilmenge U C W (und h)y) gehérige my
ist = m auf P(U) [wegen der Einzigkeit von my].
Aulerdem ist (W) = n(W1)hy, fir w € W und Wy = W\ {w}.

Es folgt ein direkter Beweis fiir den Satz:

Nehme W # () an. Per Induktion ist die Behauptung fiir jedes V. C W
richtig [6.5(b)]. Damit liegt 7(V') fiir diese V’s vor, und mit 7(W') = w(W})h,,
(w, W7 wie oben) ist dann 7 : P(W) — H definiert.

Beim Nachweis der Produktregel ist OBdA w € Y C W = X UY, somit

(W) =a(Wy)h, = n(X)m(Y N Wy)h, = 7(X)7(Y).

8.3. Unter ,Induktion“ verstehe ich offenbar nicht den herkémmlichen
Schluf3 von n auf n+1, sondern das Beweisen unter der Gratis-Zusatzbedingung,
dafl die im jeweiligen Sinne kleineren Objekte die fragliche Eigenschaft haben.
Immer ist jedem der betrachteten Objekte ein Element einer artinsch geord-
neten Menge M zugeordnet. Artinsch bedeutet, daf jede nichtleere Teilmenge
ein minimales Element hat. Gewdhnlich ist M sogar wohlgeordnet oder eine
Menge endlicher Mengen (nach 6.5(b) artinsch beziiglich C).
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8.4. Bei additiver Notation steht ¥,cx h, oder kurz ¥x fiir 7(X).

Die Regeln (1) und (2) ergeben sich mittels Induktion nach W aus den
Grundregeln in 8.2. In (1) ist P eine Partition von W, und in (2) ist y grundsétz-
lich ein Endomorphismus der Halbgruppe H, allgemeiner ein Homomorphismus
in eine weitere Halbgruppe. Man denke aber vor allem an die Elemente eines
Ringes mit additiver Gruppe H.

(1) Xw =XxepXx,
(2) (Zeex ha)y = Ziex hay.
Es folgt das vertraute Ausmultipliziere eines Produktes von Summen:
(3) Yieex hy - Zer k?y = ZmGX,yGY hzky‘
Unter Beachtung von (2) wird dafiir (1) auf die aus den Teilmengen
P, ={(u,y) e X XY |u=uz}
bestehende Partition von W = X x Y angewandt, und genauso folgt

(4) Z:J(:GX, yey gy = EIGXZyGY [

woraus sich umgekehrt auch (3) ergibt, wiederum unter Beachtung von (2).

8.5. Aus (1) resultiert der vertraute anschauliche Umgang mit endlichen
Summen, Klammern diirfen beliebig gesetzt und weggelassen werden.”

Auch summierbare Familien, etwa in einem Banachraum, geniigen dieser
Grundregel,® mit einer gewissen Einschrinkung:

Die Existenz der grofien Summe (links) mufl vorausgesetzt werden, sie folgt
nicht aus der Existenz der rechten Summen (), kénnte immer 1 — 1 sein).

Bei (2) und (3) denke man an eine Banachalgebra, etwa IR oder @'.

Absolut konvergente Reihen sind (absolut) summierbare Familien, und sie
sollten von vornherein als solche aufgefalt werden.
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DEDEKIND UND DIE GRUNDLAGEN

1. Dedekinds Brief an Dr. Hans Keferstein vom 27. Februar 1890.

Wiedergegeben mit freundlicher Erlaubnis der Niederséchsischen Staats- und
Universitédtsbibliothek Gottingen. Signatur: Cod. Ms. Dedekind XII1:19.

Néheres tiber die Vorgeschichte findet sich in dem Buch From Frege to Gddel
von Jean van Heijenoort (Harvard University Press, 1967).

Hochgeehrter Herr Doktor!

Fiir Thren freundlichen Brief vom 14. d. M. und die darin ausgesprochene
Bereitwilligkeit, meiner Entgegnung Gehor zu verschaffen, sage ich IThnen
meinen besten Dank. Doch mochte ich Sie bitten, in dieser Sache Nichts zu
iibereilen und erst dann einen Entschlufl zu fassen, nachdem Sie, wenn Sie Zeit
dazu haben, die wichtigsten Erkldrungen und Beweise in meiner Zahlenschrift
noch einmal genau gelesen und durchdacht haben. Ich halte es namlich fiir
hochst wahrscheinlich, dafl Sie sich dann in allen Punkten zu meiner Auffas-
sung und Behandlung des Gegenstandes bekehren werden, und gerade hierauf
wiirde ich bei weitem den gréfiten Wert legen, weil ich iiberzeugt bin, daf} Sie
wirklich ein tiefes Interesse fiir die Sache hegen.

Um diese Annéherung wo moglich zu beférdern, mochte ich Sie bitten, dem
folgenden Gedankengange, der die Genesis meiner Schrift darstellt, Thre Auf-
merksamkeit zu schenken. Wie ist meine Schrift entstanden? Gewif8 nicht in
einem Tage, sondern sie ist eine nach langer Arbeit aufgebaute Synthese, die
sich auf eine vorausgehende Analyse der Reihe der natiirlichen Zahlen stiitzt, so
wie diese sich, gewissermaflen erfahrungsméfig, unserer Betrachtung darbietet.
Welches sind die von einander unabhéngigen Grundeigenschaften dieser Reihe
N, d.h. diejenigen Eigenschaften, welche sich nicht aus einander ableiten las-
sen, aus denen aber alle anderen folgen? Und wie mufl man diese Eigenschaften
ihres spezifisch arithmetischen Charakters entkleiden, der Art, daf sie sich all-
gemeinen Begriffen und solchen Tétigkeiten des Verstandes unterordnen, ohne
welche iiberhaupt kein Denken moglich ist, mit welchen aber auch die Grund-
lage gegeben ist fiir die Richtigkeit und Vollstdndigkeit der Beweise, wie fiir die
Bildung widerspruchsfreier Begriffs-Erklédrungen.

Stellt man die Frage in dieser Weise, so wird man, wie ich glaube, mit
Gewalt auf folgende Thatsachen gedréngt:

1) Die Zahlenreihe N ist ein System von Individuen oder Elementen, die
Zahlen heilen. Dies fithrt zur allgemeinen Betrachtung von Systemen (§ 1 mei-
ner Schrift).

2) Die Elemente des Systems N stehen in gewisser Beziehung zu einander,
es herrscht eine gewisse Ordnung, die zunéchst darin besteht, dafl zu jeder be-
stimmten Zahl n eine bestimmte Zahl n’, die folgende oder néchst grofiere Zahl
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gehort. Dies fiihrt zur Betrachtung des allgemeinen Begriffes einer Abbildung
¢ eines Systems (§2), und da das Bild ¢(n) einer jeden Zahl n wieder eine Zahl
n', also ¢(N) Teil von N ist, so handelt es sich hier um eine Abbildung ¢ eines
Systems N in sich selbst, welche also allgemein zu untersuchen ist (§4).

3) Auf verschiedene Zahlen a, b folgen auch verschiedene Zahlen o', ’. Die
Abbildung ¢ hat also den Charakter der Deutlichkeit oder Ahnlichkeit (§3).

4) Nicht jede Zahl ist eine folgende Zahl n’, d.h. ¢(N) ist echter Teil von N,
und hierin besteht in Verbindung mit dem Vorhergehenden die _Unendlichkeit
der Zahlenreihe (§5).

5) Und zwar ist 1 die einzige Zahl, welche sich nicht in ¢(NN) findet.
Hiermit sind diejenigen Tatsachen aufgezéhlt, in welchen Sie (S.124. 7Z.8-14)
den vollstdndigen Charakter eines geordneten einfach unendlichen Systems
erblicken.

6) Aber ich habe in meiner Entgegnung (I1I) gezeigt, dafl diese Thatsachen
noch lange nicht ausreichen, um das Wesen der Zahlenreihe N vollstindig zu
erfassen. Alle diese Tatsachen wiirden auch noch fiir jedes System S gelten,
welches aufler der Zahlenreihe N noch ein System 7' von beliebigen anderen
Elementen enthilt, auf welches die Abbildung ¢ sich stets so ausdehnen l48t,
daB sie den Charakter der Ahnlichkeit behlt, und daB o(T) = T wird. Aber
ein solches System ist offenbar etwas ganz Anderes als unsere Zahlenreihe N,
und ich koénnte es so wihlen, dafl in ihm kaum ein einziger der arithmetischen
Satze bestehen bliebe. Was muf} also zu den bisherigen Thatsachen noch hinzu
kommen, um unser System von solchen fremden, alle Ordnung stérenden Ein-
dringlingen wieder zu reinigen? Dies war einer der schwierigsten Punkte in
meiner Analyse, und seine Uberwindung hat ein langes Nachdenken erfordert.
Setzt man die Kenntnis der natiirlichen Zahlenreihe N schon voraus und erlaubt
sich demgem#f eine arithmetische Ausdrucksweise, so hat man ja leichtes Spiel;
man braucht nur zu sagen: ein Element gehért dann und nur dann der Reihe NV
an, wenn ich, von dem Element 1 ausgehend, durch bestdndig wiederholtes Wei-
terzdahlen, d. h. durch eine endliche Anzahl von Wiederholungen der Abbildung
¢ (vergl. den Schlufl von 131 meiner Schrift) wirklich einmal zu dem Element
n gelange, wahrend ich auf diese Weise niemals zu einem der Reihe N fremden
Element ¢ gelange. Aber dieser Weg, den Unterschied zwischen den aus S wie-
der auszutreibenden Elementen ¢ und den allein beizubehaltenden Elementen
n zu charakterisieren, ist doch fiir unsere Zwecke génzlich unbrauchbar, es ent-
steht ja ein circulus vitiosus der schlimmsten und auffilligsten Art. Die bloflen
Worte ,,endlich einmal hinkommen“ thun es natiirlich auch nicht, sie wiirden
nicht mehr helfen als etwa die Worte ,, karam sipo tatura“, die ich augenblick-
lich erfinde, ohne ihnen einen deutlich erklirten Sinn zu geben. Also: wie kann
ich, ohne irgend welche arithmetische Kenntnis voraus zu setzen, den Unter-
schied zwischen den Elementen n und t unfehlbar begrifflich bestimmen? Ganz
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allein durch die Betrachtung der Ketten (37, 44 meiner Schrift), durch diese
aber auch vollstdndig! Will ich meinen Kunstausdruck ,,Kette“ vermeiden, so
werde ich sagen: ein Element n von S gehort dann und nur dann der Reihe
N an, wenn n Element jedes solchen Theils K von S ist, welcher die doppelte
Eigenschaft besitzt, daf§ das Element 1 in K enthalten ist, und daf§ das Bild
©(K) Teil von K ist. In meiner Kunstsprache: N ist die Gemeinheit 1, oder
@o(1) aller derjenigen Ketten K (in .S), in denen das Element 1 enthalten ist.
Erst hierdurch ist der vollstindige Charakter der Reihe festgestellt. — Hierzu
bemerke ich beildufig Folgendes: Die ,,Begriffsschrift* und die ,,Grundlagen der
Arithmetik* von Frege sind zum ersten Male im letzten Sommer (1889) auf
kurze Zeit in meine Hénde gelangt, und ich habe mit Vergniigen gesehen, dafl
seine Art, das mittelbare Folgen eines Elementes auf ein anderes in einer Reihe
zu erkldren, im Wesentlichen mit meinen Ketten-Begriffen (37, 44) {iberein-
stimmt, man muf sich nur durch seine etwas unbequeme Ausdrucksweise nicht
zuriickschrecken lassen.

7) Nachdem in meiner Analyse der wesentliche Charakter des einfach
zusammenhingenden Systems, dessen abstrakter Typus die Zahlenreihe IV ist,
erkannt war (71, 73), fragte es sich: existiert {iberhaupt ein solches System in
unserer Gedankenwelt? Ohne den logischen Existenz-Beweis wiirde es immer
zweifelhaft bleiben, ob nicht der Begriff eines solchen Systems vielleicht innere
Widerspriiche enthilt. Daher die Notwendigkeit solcher Beweise (66, 72 meiner
Schrift).

8) Nachdem auch dies festgestellt war, fragte es sich: liegt in dem Bisherigen
auch eine ausreichende Beweismethode, um Sétze, die fiir alle Zahlen gelten
sollen, allgemein zu beweisen? Ja! Der beriihmte Induktions-Beweis ruht auf
der sicheren Grundlage des Ketten-Begriffs (59, 60, 80 meiner Schrift).

9) Endlich: Ist es auch méglich, die Definitionen fiir Zahlen-Operationen
widerspruchsfrei fiir alle Zahlen aufzustellen? Ja! Dies wird durch den Satz 126
in meiner Schrift in der That geleistet.

Damit war die Analyse beendigt, und der synthetische Aufbau konnte begin-
nen; es hat mir doch noch Miihe genug gemacht! Auch der Leser meiner Schrift
hat es wahrlich nicht leicht; aufler dem gesunden Menschenverstande gehort
auch noch ein sehr starker Wille dazu, um Alles vollstéindig durchzuarbeiten.

Ich wende mich nun noch zu einigen Stellen Threr Abhandlung, die ich in
meiner neulichen Entgegnung nicht erwiahnt habe, weil sie weniger wichtig sind;
vielleicht werden aber meine darauf beziiglichen Bemerkungen noch einiges zur
Klarung der Sache beitragen.

a) S.121. Z.19. Weshalb wird hier von einem Theile gesprochen? Eine
Anzahl schreibe ich spéter (161 meiner Schrift) jedem endlichen Systeme und
nur einem solchen zu.
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b) S.122. Z.8. Hier findet sich eine Verwechselung zwischen Abbildung
und Bild; statt , Abbildung @(S")*“ miifite es heiflen ,,Abbildung ¢ des Systems
S’¢. Nicht ¢(S”), sondern @ ist eine Abbildung (der abbildende Maler), die aus
dem System (Original) S” das Bild @(S") = S erzeugt. Solche Verwechselungen
konnen aber bei unserer Untersuchung recht gefihrlich werden.

c) S.123. Z.29-31. Diese Worte mogen vielleicht auf Frege passen, auf mich
gewifl nicht. Die Zahl 1 als Grundelement der Zahlenreihe wird von mir mit
vollkommener Bestimmtheit erklart in 71, 73, und die Anzahl 1 ergiebt sich
ebenso im Satze 164 als Folge der allgemeinen Erklarung 161. Hierzu darf gar
Nichts weiter hinzugefiigt werden, wenn nicht eine Triibung eintreten soll.

d) S.123. Z.29-31. Dies ist schon durch die vorhergehende Bemerkung c)
erledigt. Und wie wiirde wohl die groflere Sicherheit und die geringere Weit-
laufigkeit sich thatséchlich gestalten?

e) S.124. 7Z.21-24. Der Sinn dieser Zeilen (sowie der vorhergehenden und
nachfolgenden) ist mir nicht ganz deutlich. Soll hier etwa der Wunsch ausge-
sprochen sein, meine Definition der Zahlenreihe und der Aufeinanderfolge des
Elementes n' auf das Element n wo moglich anzulehnen an eine anschauliche
Reihe? Dem wiirde ich mich mit grofiter Bestimmtheit widersetzen, weil sofort
die Gefahr entsteht, aus einer solchen Anschauung vielleicht unbewufit auch
Sétze als selbstverstdndlich zu entnehmen, die vielmehr ganz abstrakt aus der
logischen Definition von N abgeleitet werden miissen. Wenn ich n’ das auf n
folgende Element nenne (73), so soll das lediglich ein neuer Kunstausdruck sein,
durch dessen Benutzung ich nur einige Abwechslung in meine Sprache bringe;
diese Sprache wiirde noch einférmiger und abschreckender klingen, wenn ich auf
diese Abwechslung verzichten und n’ immer nur das Bild ¢(n) von n nennen
miiffte. Aber der eine Ausdruck soll genau dasselbe bedeuten wie der andere.

f) S.124. 7.33 — S.125. Z.7. Das in der dritten Zeile meiner Erklérung 73
gewahlte Wort ,lediglich® soll doch offenbar die einzige Einschrankung bezeich-
nen, welcher das unmittelbar vorhergehende Wort , génzlich zu unterwerfen
ist; liele man diese Einschrinkung fallen, nihme also das Wort ,,génzlich“ in
seinem vollen Sinne, so wiirde auch die Unterscheidbarkeit der Elemente wegfal-
len, welche doch fiir den Begriff des einfach unendlichen Systems unentbehrlich
ist. Mir scheint daher dieses ,lediglich“ durchaus nicht iiberfliissig, sondern
notwendig zu sein. Ich verstehe nicht, wie dies einen Anstof erregen kann.

Indem ich meinen zu Anfang geduflerten Wunsch wiederhole und Sie bitte,
die Ausfiihrlichkeit meiner Ertrterungen entschuldigen zu wollen,
verbleibe ich mit grofiter Hochachtung

Braunschweig, Ihr ergebenster

27. Februar 1890. R. Dedekind.

Petrithorpromenade 24.
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2. Dedekinds Zahlenschrift — Eckstein und Stein des AnstofBes.

2.1. Das Thema hat einen historischen Aspekt und einen theoretisch-
zukunftsweisenden. Die Erorterung des ersteren wird zeigen, dafl die von Dede-
kind vorgezeichneten Wege immer noch darauf warten, endlich wieder begangen
zu werden, d. h. der zweite Aspekt ist so aktuell wie eh und je®.

»,Das Unendliche” als begriffliches Problem, von Dedekind vor iiber 120
Jahren ein fiir alle Mal erledigt, geistert immer noch durch die Literatur, und
Dedekinds ,,Zahlenschrift” (von ihm so genannt) wird gerne etwas scheel angese-
hen, noch lieber schlicht ignoriert, jedenfalls de facto, an duflerlicher Wiirdigung
fehlt es nicht.

Das hat inhaltliche und andere Griinde. Kein mathematischer Begriff ist so
tief und vielfiiltig in unserem Denken verwurzelt wie der einer natiirlichen Zahl,
und das von Kindesbeinen an. Kroneckers berithmten Ausspruch Die ganzen
Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk'® kann man
daher gut verstehen.

Weniger gut kann ich Hilbert verstehen, dessen Name wie kein anderer mit
dem axiomatischen Denken assoziiert wird (Man muf jederzeit an Stelle von
Punkten, Geraden, Ebenen auch Tische, Stiihle, Bierseidel sagen kénnen''),
und der im Gegensatz zu Kronecker die aufkommende Mengenlehre und auch
Cantor sowie Zermelo personlich nach Kriften gefordert hat. 1925, also fast
40 Jahre nach Dedekinds Zahlenschrift, stellt er das Problem des Unendlichen
im Sinne der unendlichen Gesamtheit vor (ohne Dedekinds Definition auch
nur zu erwéhnen) und beschreibt seine Klarungsversuche [11] (natiirlich mittels
Beweistheorie). Dedekind wird folgendermaflen erwihnt:

Schon die beiden um die Grundlagen der Mathematik hochverdienten
Mathematiker Frege und Dedekind haben — unabhdingig voneinander — das
aktual Unendliche angewandt und zwar zu dem Zwecke, die Arithmetik
unabhdngig von aller Anschaung und Erfahrung auf reine Logik zu begriinden
und durch diese allein zu deduzieren. Dedekinds Bestreben ging sogar soweit,
die endliche Anzahl nicht der Anschaung zu entnehmen, sondern unter wesent-
licher Benutzung des Begriffes der unendlichen Mengen rein logisch abzuleiten.

°Aus dem Nachwort der Herausgeber von Dedekinds Ges. Werken (1932):

Es ist ein Zeichen, wie Dedekind seiner Zeit voraus war, daf$ seine Werke noch heute
lebendig sind, ja dafl sie vielleicht erst heute ganz lebendig geworden sind.

*Laut H. Webers Nachruf [Jahrber. DMV 2 (1892)] auf der Berliner Naturforscher-
versammlung 1886 getan, also bevor Dedekinds Zahlenschrift erschienen war.

"Vergleiche mit folgendem, sich ebenfalls auf die euklidische Geometrie beziehenden
Passus aus Dedekinds Brief vom 27. Juli 1876 an R. Lipschitz [Ges. Werke III, 479]:

Eine untrigliche Methode einer solchen Analyse besteht fiir mich darin, alle Kunst-
ausdriicke durch beliebige neu erfundene (bisher sinnlose) Worte zu ersetzen, das
Gebdude darf, wenn es richtig construirt ist, dadurch micht einstirzen, und ich be-
haupte z.B., daf$ meine Theorie der reellen Zahlen diese Probe aushdlt.
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Insbesondere war es ein von Zermelo und Russell gefundener Widerspruch,
dessen Bekanntwerden in der mathematischen Welt geradezu von katastrophaler
Wirkung war. Angesichts dieser Paradozien gaben Frege und Dedekind ihren
Standpunkt auf und rdumten das Feld: Dedekind trug lange Bedenken, von
seiner epochemachenden Abhandlung ,Was sind und was sollen die Zahlen“
eine Neuauflage zuzulassen; und auch Frege ... .

Schon Kant hat gelehrt — und zwar bildet dies einen integrierenden
Bestandteil seiner Lehre —, dafi die Mathematik iiber einen unabhdngig von
aller Logik gesicherten Inhalt verfigt und daher nie und nimmer allein durch
Logik begriindet werden kann, weshalb auch die Bestrebungen von Frege und
Dedekind scheitern mujten.

Wenn schon Kant, dann auch Bolzano [4], sei es auch nur der ,selbstden-
kenden Kopfe in Deutschland“ wegen:

Ich meines Teils will nur gleich offenherzig bekennen, daf ich mich bis
zur Stunde — wie von der Wahrheit so mancher anderen Lehren der kritischen
Philosophie — so insbesondere auch von der Richtigkeit der Kantischen Behaup-
tungen tber die reinen Anschauungen und iber das Konstruieren der Begriffe
durch sie, nicht habe iiberzeugen kénnen. Ich glaube noch immer, daf8 schon in
dem Begriffe einer reinen (d. h. apriorischen) Anschauung ein innerer Wider-
spruch liege; und noch weit weniger kann ich mich tberreden, daf$ der Begriff
der Zahl notwendig in der Zeit konstruiert werden miisse, und daf sonach die
Anschauung der Zeit zur Arithmetik wesentlich gehére. Da ich im Anhange
zu dieser Abhandlung mehreres hieriiber sage, so begniige ich mich, hier nur
hinzuzufigen, daf$ es der selbstdenkenden Kdpfe in Deutschland noch manche
und noch gar viele gibt, welche mit diesen Behauptungen Kants ebensowenig
etnverstanden sind wie ich.

Lassen wir noch Dedekind selbst zu Worte kommen [Vorwort zu der von
Hilbert angesprochenen dritten Auflage (1912)]. Nach das Feld rdumen hort
sich das jedenfalls nicht an:

Als ich vor etwa acht Jahren aufgefordert wurde, die damals schon ver-
griffene zweite Auflage dieser Schrift durch eine dritte zu ersetzen, trug ich
Bedenken, darauf einzugehen, weil inzwischen sich Zweifel an der Sicherheit
wichtiger Grundlagen meiner Auffassung geltend gemacht hatten. Die Bedeu-
tung und teilweise Berechtigung dieser Zweifel verkenne ich auch heute nicht.
Aber mein Vertrauen in die innere Harmonie unserer Logik ist dadurch nicht
erschiittert; ich glaube, daf$ eine strenge Untersuchung der Schopferkraft des
Geistes, aus bestimmten Elementen ein neues Bestimmtes, ihr System zu er-
schaffen, das notwendig von jedem dieser Elemente verschieden ist, gewifS dazu
fihren wird, die Grundlagen meiner Schrift einwandfrei zu gestalten.

Das Schliisselwort heifit also Analyse, wie im Kefersteinbrief.
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2.2. Hilbert scheint den Gebrauch des aktual Unendlichen, d.h. unendlicher
Mengen, wegen der Antinomien als anriichig zu empfinden. In [10] jedoch (also
drei Jahre zuvor), wo weniger gegen Dedekind als gegen Weyl, Brouwer und
den ,, Verbotsdiktator* Kronecker Front gemacht wird, &uflert er sich so:

Und die Paradoxien der Mengenlehre kénnen nicht als Beweis dafiir ange-
sehen werden, dafs der Begriff der Menge von ganzen Zahlen zu Widerspriichen
fihrt. Im Gegenteil: alle unsere mathematischen Erfahrungen sprechen fir die
Korrektheit und Widerspruchsfreiheit dieses Begriffes.

Gegen Dedekind bleibt nur ein Vorwurf: Sein klassischer Irrtum bestand
darin, dafl er das System aller Dinge als Ausgang nahm.

Dedekind ging es allein darum, die Existenz einer unendlichen Menge nach-
zuweisen; wenn diese nun einfach vorausgesetzt wird, dann miifite die ganze
Sache doch eigentlich ganz im Sinne Hilberts sein.!?

Er versucht aber sein Gliick auf einem anderen Wege, nach dem Motto Am
Anfang ist das Zeichen. Der Spott 148t nicht lange auf sich warten [16]:

Ist das eine Grundlage fiir Zahlentheorie? Zweifellos nicht. Man erhdlt so,
wenn man die notige Phantasie hat, hiibsche Zierleisten oder Tapetenborten und
fiir jede eine Fabrikmarke, aber keine Mathematik.

In seiner Entgegnung [2] belehrt Bernays den Spotter iiber den Unter-
schied zwischen Figur und Gestalt. Wie er in [1] schreibt, schlieit Hilbert,
der dies auch selbst kundgibt [12], sich spéiter Kroneckers Auffassung an, d.h.
er iiberlafit die Sache mit den ganzen Zahlen doch lieber dem lieben Gott.

Mit Kronecker ist es umgekehrt: Kaum ist sein grofles Wort ausgesprochen,
iiberkommt ihn schon die Lust, dem lieben Gott ein wenig nachzuhelfen [15],
und zwar unter Voraussetzung der Ordinalzahlen: In diesen besitzen wir einen
Vorrath gewisser, nach einer festen Reihenfolge geordneter Bezeichnungen,
welche wir einer Schaar verschiedener und zugleich fiir uns unterscheidbarer
Objecte beilegen konnen.

2.3. In welchem Sinne hat Dedekind eigentlich das Unendliche als begriffli-
ches Problem erledigt? In haargenau demselben Sinne wie auch Konvergenz
erledigt wurde, also durch eine explizite mathematische Definition.

Eine solche Definition, die ein bis dato eigenstéindiges Element mathemati-
schen Denkens eliminieren soll, ist immer mit einer gewissen Willkiir behaftet.
Ihre Natiirlichkeit bedarf ,einer vorausgehenden Analyse“ der relavanten ma-
thematischen Natur ,,so wie diese sich, gewissermaflen erfahrungsméflig, unserer
Betrachtung darbietet“ [§1].

2Ohne den anschaulichen Endlichkeitsbegriff wire aber Hilberts finitem Standpunkt
und iiberhaupt seiner ganzen Beweistheorie der Boden entzogen.
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Idealerweise fiihrt diese Analyse zu einer Charakterisierung des in Frage
stehenden Begriffes, die dann einfach Definition genannt wird. Stattdessen
kénnte man auch vereinbaren, alles etwa mit Unendlichkeit oder Konvergenz
verbundene zu vergessen bis auf eben jene Charakterisierung.

Waéhrend der moderne Konvergenzbegriff langst téglich Brot fiir jeden Stu-
denten ist — ohne ihn wire die hohere Analysis ein Wiihlen im Schlamm —
fehlt der erzieherische Druck beim (Un)Endlichen: alles vertraute 148t sich aus
Dedekinds Definition ableiten.

Analyse — Vergessen — Synthese, dieser Dreiklang ist fiir mich die Essenz
einer inhaltlich verstandenen Grundlagentheorie der Mathematik.

Dedekind driickt es so aus: Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht
ohne Beweis geglaubt werden [7], und Hilbert spricht von der Tieferlegung der
Fundamente [Axiomatisches Denken. Math. Ann. 78, 405-415 (1918)].

Erst seziert man, dann konstruiert man, so beschreibt Egon Friedell in sei-
ner Kulturgeschichte der Neuzeit [Verlag C. H. Beck, Miinchen 1927/2012] die
Methode Descartes’.

2.4. Was sollte man natiirlicherweise unter dem Begriff Grundlagen der
Mathematik verstehen, und was dabei unter Mathematik?

Unter Mathematik verstehe ich (hier) das, was ich in meinem akademischen
Leben als Mathematik kennengelernt habe: Sie hat Mengen und Abbildungen
im Sinne Dedekinds und Cantors (cum grano salis'®) zum Gegenstand, genauer
Aussagen iiber Mengen und Abbildungen, und stellt die Aufgabe, aus solchen
Aussagen weitere Aussagen zu gewinnen.'* Wir kénnten diese real existierende
Mathematik auch Cantorsche Mathematik oder (nach Hilbert) Cantors Para-
dies nennen. Zu den Grundlagen der Mathematik, den Elementen mathemati-
schen Denkens, fiihrt die Analyse eines ziemlich beliebigen Stiicks Mathematik
(Beweis eines halbwegs anspruchsvollen Satzes, vergleichbar mit etwas Erde in
der Hand des Chemikers) durch fortwéhrendes Fragen Was ist das?, Warum
gilt das?. In begrifflicher Hinsicht fiihrt das zu folgenden Fragen:

Was ist eine Menge?

Was ist eine Abbildung?

Was ist eine Relation?

Was ist Gleichheit?

Was ist ein Paar (und eine Folge)?

Was ist eine Eigenschaft (etwa der Elemente einer Menge)?
Was ist Existenz?

3Unter dem Einflul der Antinomien sagt man gelegentlich Klasse statt Menge.
“Kaplanski: Our business is theorems.
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In der Mathematik wird so oder so die Existenz einer unendlichen Menge
vorausgesetzt, und damit erledigt sich fiirs erste der Themenkreis Zahlen und
(Un)Endlichkeit. Thn aus dem Dunst des Gottgegebenen, Evidenten, Anschau-
lichen herausgelost und Cantors Paradies einverleibt zu haben, ist das Haupt-
verdienst von Dedekinds Zahlenschrift(en).

Ich mochte mich mit obigen Fragen im Geiste Dedekinds befassen, wie er
in seiner Zahlenschrift und im Kefersteinbrief zum Ausdruck kommt. Dabei
sind vor allem die naiv-anschaulichen Begriffe endlich, natirliche Zahl, Folge
als vergessen anzusehen, und diese Pramisse macht die im 20. Jahrhundert ent-
standenen, unter dem terminus technicus Grundlagen firmierenden Theorien
hinfillig (Mathematische Logik, Beweistheorie, axiomatische Mengenlehre'?).
Mit ihnen setzte sich schon vor gut 50 Jahren ein ,,selbstdenkender Kopf* aus-
einander: Bernays’ Schiiler Wittenberg, in seinem Buche [18].

S. 17: Es waren vor etwa finfzig Jahren in den Grundlagen der Mathe-
matik Schwierigkeiten aufgetaucht, die fiir die Mathematiker ein eigentliches
Schockerlebnis darstellten und den Ausgangspunkt fir die moderne mathema-
tische Grundlagenforschung abgaben, ohne daf$ diese doch — bei aller Bedeut-
samkeit threr Ergebnisse — jene Schwierigkeiten in befriedigender Weise zu be-
seitigen vermocht hdtte. Den Schliissel zu der vorliegenden Arbeit bildete nun
die Einsicht, dass als das eigentliche durch jene Schwierigkeiten aufgeworfene
Problem das Problem der Kriterien'® angesehen werden muf, unter denen
zu, mathematischen Grundlagenfragen Stellung zu nehmen ist. In der Tat ent-
standen im Gefolge jener Schwierigkeiten Meinungsverschiedenheiten dariber,
was in der mathematischen Begriffsbildung und im mathematischen Schlieffen
als <zuldssig> angesehen werden soll und was nicht; die sich daraus erge-
benden Diskussionen zeichneten sich durch hochgradige Willkir aus; sie stell-
ten dogmatische und stark subjektive Auseinandersetzungen zwischen einzelnen
Mathematikerpersénlichkeiten dar, ohne dass klar wiirde, welches die objektiven
und zwingenden Kriterien seien, denen sich jene Meinungsverschiedenheiten
unterzuordnen hdtten.

S. 293: so ergibt sich, dass im Endeffekt der Formalismus im wesentlichen
lediglich neuartige mathematische Disziplinen erschlossen hat, die als solche
interessant und vielversprechend sind, die aber mit der urspriinglichen Aufga-
bestellung einer Klirung der Verhdltnisse in den Grundlagen der Mathematik
nicht mehr sehr viel zu tun haben.

*Gemeint ist ihre postzermelosche Auspriagung. Nicht nur in [20], auch noch in [21]
liegt Zermelo auf der Linie Dedekinds; so wirft er Fraenkel vor, er verfahre konstruktiv,
was dem Zweck und Wesen der ariomatischen Methode im Grunde widerspricht und
aufSerdem vom Begriffe der endlichen Anzahl abhingt, dessen Klirung doch gerade eine
der Hauptaufgaben der Mengenlehre sein sollte.

Im Originaltext kursiv.
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2.5. Das gesamte Grundlagenthema auf den Punkt gebracht hat schon
Augustinus von Hippo (354-430): Was ist also die Zeit? Wenn mich das nie-
mand fragt, weiff ich es. Wenn ich es aber einem erkldren mdchte, der mich
fragt, weifl ich es micht. So dhnlich hat einmal ein Kollege den Versuch eines
Priiflings abgebrochen, den Begriff einer Funktion zu erkldren: Man kann es
nicht definieren, man sieht sich gegenseitig fest in die Augen und ist sich einig,
daf$ man darunter dasselbe versteht. Aus dem mit der Erkenntnis des Nicht-
wissens hinsichtlich reeller Zahlen verbundenen Unbehagen, dem Zwang, sich
auf geometrische Evidenzen und Anschauungen berufen zu miissen, erwuchs
Dedekinds Stetigkeit und irrationale Zahlen [6]:

Fiir mich war damals das Gefiihl der Unbefriedigung ein so iberwdltigendes,
daf$ ich den festen Entschluf$ fafite, so lange nachzudenken, bis ich eine rein
arithmetische und vollig strenge Begriindung der Prinzipien der Infinitesimal-
analysis gefunden haben wiirde.

Und sie wurden gewahr, daf$ sie nackt waren. Daran fithlen wir uns erinnert,
und damit an Hilberts Botschaft Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen,
soll uns niemand vertreiben kénnen [9]. Wie dies zu bewerkstelligen sei, deutet
Heinrich von Kleist in seiner Erzihlung Uber das Marionettentheater an:

Mithin, sagte ich ein wenig zerstreut, miften wir wieder von dem Baum der
Erkenntnis essen, um in den Stand der Unschuld zurickzufallen? Allerdings,
antwortete er, das ist das letzte Kapitel von der Geschichte der Welt.

Salopp ausgedriickt: Zuriick zur Natur? Ja, also volle Kraft voraus!

2.6. Wo Licht ist, ist auch Schatten, und aus Fehlern und Schwichen kann
man lernen. Was also gibt es an Dedekind auszusetzen? Beginnen wir mit
seinem , klassischen Fehler“, das ,,System S aller Dinge“ vorauszusetzen (und
iibergehen wie Hilbert seine tatséchliche, seine Gedankenwelt und sein eigenes
Ich involvierende Argumentation mit freundlichem Schweigen).

Dafl S zu einem Widerspruch fiihrt, wie auch die hypothetische Menge M
aller Mengen, folgt sofort aus Cantors Satz, dafl die Potenzmenge P(M) einer
Menge M méchtiger ist als M. Er wird bewiesen, indem man zu einem an-
genommenen injektiven a : P(M) — M die Menge R aller x € Bild(«) mit
z ¢ za~! betrachtet. Fiir M = S und a = idp) ergibt sich die Russellsche
Menge R aller Mengen, die sich nicht als Element enthalten, und M anstelle
S fithrt zu der Menge R* aller Mengen von Mengen, die sich nicht als Element
enthalten. Sie fiihrt wie R zu einem Widerspruch.!”

Das ist der ernste Hintergrund der auf den ersten Blick etwas exotisch an-
mutenden Russellschen Antinomie; denn der Grundgedanke hinter dem Men-
genbegrifff besteht doch darin, mathematisch interessante gleichartige Dinge in
einer Menge zu vereinen, warum also nicht die Mengen selbst?

'"Es gibt einen kleinen Unterschied, siehe 3.2.
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Und wenn M wie S nicht existiert, weshalb existiert dann etwa die Menge
{2,3} oder {5}, oder die leere Menge, das leere ,,System*, welches Dedekind
iibrigens aus gewissen Griinden hier ganz ausschlieflen will, obwohl es fiir an-
dere Untersuchungen bequem sein kann, ein solches zu erdichten [7].

Die Existenz eines mathematischen Objektes — vorrangig einer Menge oder
einer Abbildung — kann nicht von der Dichtkunst eines Menschen abhéngen,
der geistigen Tétigkeit des Zusammenfassens und Zuordnens.

Nein! Das beharrliche kindliche Fragen Warum?, d.h. die von Dedekind an-
gemahnte strenge Untersuchung der Schopferkraft des Geistes, ... [2.1], fordert
folgendes Prinzip ans Tageslicht, das fiir einen Mathematiker eigentlich eine
Selbstverstéandlichkeit sein sollte:

Die Existenz eines mathematischen Objektes mufS vorausgesetzt
oder bewiesen werden, tertium non datur!

Auf dieser Basis kénnen S und M dann fréhliche und durch Widerspruchs-
geister a priori ungefihrdete Auferstehung feiern, per Voraussetzung natiirlich.
Daneben existiert dann aber erstmal nichts.

Wittenberg [S. 69]: Ein Widerspruch ist das Alarmsignal, welches anzeigt,
dass man den Weg der Wahrheit verlassen hat.

So wie Schmerzen im menschlichen Organismus korperliche Méngel signali-
sieren, weisen die Antinomien auf Méngel in unserem mathematischen Denken
hin. Und es ist ein bekanntes medizinisches Phinomen, dafl das Verlangen nach
Schmerzminderung zu einem koérperlichen Fehlverhalten fithren kann, und daf§
deshalb (zwecks Vermeidung von Folgeschiden) manchmal Betdubungsmittel
verabreicht werden.

Das erinnert zum einen an die r.e. M.: sie ignoriert de facto die Antinomien
und bleibt dadurch natiirlich; zum andern an Dedekinds Verlangen [2.1], daf
ein System notwendig von jedem seiner Elemente verschieden sei; denn ohne
die Russellsche Antinomie kime kein Mathematiker auf die Idee, letzteres zu
thematisieren, weil es einfach nicht die geringste mathematische Bedeutung hat.

Mit der unausweichlichen Konsequenz, die Existenz einer unendlichen
Menge einfach vorauszusetzen, hitte Dedekind sich wohl nicht so leicht
abgefunden: Ohne den logischen Ezistenzbeweis wiirde es immer zweifelhaft
bleiben, ob nicht der Begriff eines solchen Systems wvielleicht innere Wider-
spriiche enthidlt.

Na und? Absolute Sicherheit gibt es nirgends, daran &ndert auch der
schonste Widerspruchsfreiheitsbeweis nichts, und es gibt keine voraussetzungs-
lose Mathematik. Lies Dedekinds Motto [2.3] daher mit folgendem Zusatz: Und
was nicht beweisbar ist, sollte (soweit benitigt) explizit vorausgesetzt werden.



48 IT. Dedekind und die Grundlagen

In einer inhaltlichen Grundlagentheorie geht es also darum, durch Verges-
sen das einfach geglaubte, inbesondere den Bestand an augustinischen (inhalt-
lichen) Begriffen, auf seinen innersten Kern zu reduzieren, und dann iiber ge-
eignete Voraussetzungen das Vergessene so weit wie moglich zu rekonstruieren.

Ein externer unverbildeter Beobachter der mathematischen Szene, der ein-
fach das Tun der Mathematiker studiert (vielleicht um selber einer zu werden'®)
vermag nichts anderes wahrzunehmen als Kommunikation. Daher die Erwar-
tung, dal nach allem Vergessen und Eliminieren ein rein sprachliches allertief-
stes Fundament erscheinen wird.

In seiner Grundbedeutung zeigt ein Zeichen etwas, es informiert, teilt mit,
gibt ein Wissen weiter oder eine Weisung (Wegweisung, Beweis).

Das riickt Hilberts Am Anfang ist das Zeichen in die Nihe des biblischen Im
Anfang war das Wort. Schliefen mochte ich aber mit einem anderen Bibelwort:

Der Stein, den die Bauleute verworfen haben, ist zum FEckstein geworden.

3. Was ist Gleichheit?

3.1. In der Mathematik wird Gleichheit durchweg als Identitdt verstan-
den, ein Begriff, der einer rationalen Beschreibung nicht fiahig ist und daher
auch philosophisch-logische Gleichheit genannt wird,'® ein augustinischer Be-
griff also, zugleich eine Hauptkomponente des paradiesischen an Cantors Para-
dies. Mit ihm Hand in Hand geht ein naiv-gegensténdlicher Objektbegriff.

In Anfingervorlesungen pflegen wir aber die ,,Gleichheit“ von Mengen (und
Abbildungen) zu definieren, und kénnen nicht mehr als Reflexivitit, Symmetrie
und Transitivitdt nachweisen. Gleichzeitig wird den Studenten eingehdmmert,
daf} sie in eine Definition nicht mehr hineininterpretieren diirfen als logisch aus
ihr abgeleitet werden kann, ganz gleichgiiltig, welche Assoziationen die verwen-
deten Worte und Symbole (hier gleich und =) hervorrufen (do what I say, not
what I do). Folgende Standpunkte bieten sich an:

1) Gleichheit (= Identitéit) wird als gottgegeben voraus- und die von Mengen
wie von Abbildungen axiomatisch festgesetzt.
Aus ,,Definitionen“ werden also Voraussetzungen.

2) Gleichheit wird generell nur als Aquivalenzrelation verstanden.

2a) Die Gleichheit von Elementen einer Menge, oder sogar die von beliebigen
Dingen, wird ganz allgemein irgendwie definiert.

2b) Die Gleichheitsbeziehung auf einer Menge M gehort genau so zu M
wie zu einer Gruppe G eine Multiplikation.2’ Die Voraussetzung ,, M Menge*
schliet ein, dafl auf M eine Aquivalenzrelation = (oder =;;) gegeben ist.

8So wie theoretisch ein ,,guter* Prediger oder Politiker werden kann, wer den rich-
tigen Gebrauch gewisser Worte lernt (ohne deren Inhalt zu kennen).

*Denn wo die Begriffe fehlen ...

*Der Grundmenge von G entspricht bei dieser Analogie der Grundbereich von M.
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Wie die einer jeden mathematischen Theorie, so sind auch die Grundbegriffe
der Mathematik insgesamt so zu gestalten, daf} sie gut miteinander harmonieren
und flexibel sind, mit guten Vererbungseigenschaften, ohne irrelevanten Ballast.
Dazu ein schones Zitat aus dem Buche Physik der Gegenwart (Athendum Ver-
lag, Bonn 1952) von C. F. v. Weizsécker und J. Juilfs:

Ein physikalisches Gesetz beweist sich wie ein Licht, das in einem dunklen
Raum aufgeht, durch die Ordnung, die es sichtbar macht.

Auch unter den friiher erlduterten Prinzipien ist 2b die kanonische Option,
weil sie mit einem Minimum an Information verbunden ist, mit einem Maximum
an Vergessen. Das soll uns aber nicht davon abhalten, auch andere Ansichten
zu erortern.

3.2. De jure scheint Dedekind die Gleichheit (Identitédt) von ,,Dingen® auf
das Leibnizsche Fadem sunt quae sibi ubique substitui possunt, salva veritate
zu griinden:

Ein Ding a ist dasselbe wie b (identisch mit b), und b dasselbe wie a, wenn
alles was von a gedacht werden kann, auch von b, und wenn alles, was von b
gilt, auch von a gedacht werden kann.

Gemeint ist wohl: Was fiir a gilt, gilt auch fiir b, und umgekehrt. Als
angebliche Konsequenz aus diesem Gleichheitskriterium fiir Dinge présentiert
er das Kriterium

(x) z€A < z€B

fiir die Gleichheit von Mengen A, B. Er miifite also fdhig sein, aus (x) und
A € A dieselbe Eigenschaft B € B von B herzuleiten, was aber wohl kaum
moglich ist.

3.3. Somit ist auch das Thema Gleichheit ein Schwachpunkt in Dedekinds
Zahlenschrift. Anzuerkennen ist aber, dafl er es iiberhaupt anspricht und nicht
wie die Masse der Mathematiker einfach ignoriert oder mit dem bequemen
Attribut logisch abhakt. Auch Zermelo [20] ist es nur eine notationelle Rand-
bemerkung wert:

(A)  Sollen zwei Symbole a und b dasselbe Ding bezeichnen, so schreiben
wir a = b, im entgegengesetzten Falle a #£ b.

Das kritisiert Fraenkel [8] in einem schénen Pendant zu Fufinote 15:

Diese dem formalen Charakter der axiomatischen Methode nicht ganz an-
gepafite Zuriickfihrung der Gleichheit auf die inhaltlich geprigte Beziehung
der Identitdt kann natirlich fiir die Zwecke der Mengenlehre nicht ausreichen.
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Dann weist er auf das gerade eben ausgenutzte Phénomen hin, dafl sich
ndmlich allem Anschein nach aus Zermelos Aziom der Bestimmtheit

(B) A=B <= xze€ A& xeB (fiiralle Objekte z)
nicht die duale Regel
(C) a=b <= ae M <beM (firalle Mengen M)

fiir Mengen a, b ableiten 148t. Er erwéigt die Moglichkeit, = (neben €) als zweite
und gleichberechtigte undefinierte Grundbeziehung einzufiithren und (C) wie (B)
axiomatisch zu fordern (wie in [3]). Das habe aber den Nachteil, das Aziomen-
system mit zw e i undefinierten Grundbeziehungen und mit zwe1 relationalen”
Aziomen (B) und (C) — neben den unverdindert bleibenden existenzialen Awxio-
men — zu belasten. Er schligt nun die Zusatzannahme?!

(D) a€ X = aist Menge

vor, wie aus anderen Griinden schon in [9], weil dann durch (B), gelesen als
Definition, auch die Gleichheitsbeziehung fiir die Elemente einer Menge definiert
wiire. Auflerdem wiire (C) zu fordern.??

Echte Zusatzannahmen sind das Gegenteil von Vergessen. Sie laufen auf
eine Hoherlegung der Fundamente statt einer Tieferlegung hinaus.

Zermelo [19]: In der Tat miissen die Prinzipien aus der Wissenschaft, nicht
die Wissenschaft aus ein fiir allemal feststehenden Prinzipien beurteilt werden.

Sein Auswahlaziom bringt in der Tat nur ein bis dato unbewufit angewandtes
Denkgesetz ans Tageslicht, es ist keine echte Zusatzannahme.

Auch (C) entspricht nicht ganz der mathematischen Natur: Nirgends in der
Mathematik spielen die ein Objekt a enthaltenden Mengen M irgendeine Rolle,
aufler es handelt sich um Teilmengen einer gegebenen Menge mit Element a.
Fiir Elemente a, b und Teilmengen M einer Menge X ist (C) allerdings ein wich-
tiges Denkgesetz, dem aber nicht mit Brachialgewalt Geltung verschafft werden
sollte, sondern iiber die ohnehin nétige Anpassung des Begriffes Teilmenge an
die durch die Abkehr von der Identitéit geschaffenen neuen Verhiltnisse: Eine
Teilmenge einer Menge X ist eine Menge M mit

(a) aeM = a€X,
(b) a=pub <= a=xb (fira,be M),
(¢) a=xbeM = ae M.

*'Die Tatsache, dafl es sich um eine solche handelt, wird in der Literatur oft da-
durch verbramt, ja geradezu in ihr Gegenteil verkehrt, dafl man von einem Verzicht auf
Urelemente spricht.

2Wie Fraenkel bemerkt, kann = genausogut durch (C) definiert werden, dann mit
(B) als Axiom. Ganz unabhiingig von (D) kann (C), gleichsam eine Mathematisierung
der Leibnizregel, auch als Gleichheitsdefinition fiir allgemeine Objekte dienen. So oder
so, es macht nicht den geringsten Unterschied, stattdessen = als , gleichberechtigte
undefinierte Grundbeziehung* einzufithren und dann mittels (B)(C) festzunageln.
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Dadurch &ndert sich in der mathematischen Praxis nichts:

Die Frage, ob eine Menge M Teilmenge einer Menge N ist, stellt sich nur,
wenn M und N Teilmengen einer Menge X sind, und dann geniigt a € M =
a € N. Auflerden haben die natiirlicherweise vorkommenden Teilmengen (im
alten Sinne) immer auch die Eigenschaften (b) und (c).??

3.4. Immerhin reduziert Fraenkels Vorgehen die Gleichheitsbeziechung auf
den Rang einer Aquivalenzrelation, es entspricht 2a. Die damit verbundenen
Probleme allerdings scheint er nicht zu sehen. An sie denkt Bernays viel-
leicht, wenn er sich in [3] zu genau der Ansicht bekennt, die doch laut Fraenkel
,natiirlich fiir die Zwecke der Mengenlehre nicht ausreichen kann®.

S. 52: We do not introduce here equality by an explicit definition, because
we want to suggest the interpretation of equality as individual identity, whereas
by 2.9 or 2* taken as definition, equality is introduced only as an equivalence
relation.

Pikanterweise ist Fraenkel Mitautor von [3] und zusténdig fiir die historische
Einleitung, in der das Thema Gleichheit noch einmal recht ausfiihrlich bespro-
chen wird. Insbesondere listet er die drei moglichen Sichtweisen auf (1, 2a, 2b in
3.1), mit seiner Priiferenz fiir 2a, genau wie oben beschrieben. Bernays bleibt
aber Fraenkels Zusatzaxiom (D) treu, und dafiir muf§ dann sogar Dedekind
herhalten:

Thus our axiom of extensionality implies the assumption that all elements in
our system are themselves sets. This — at the first glance astonishing — feature,
common to most newer axiomatic systems of set theory, can be understood as
a result of an extension of Dedekind’s method of introducing the real numbers,
which indeed have the role of elements in analysis, as sets. In view of the
program of embracing all classical mathematics in the system of set theory,
we are induced to strengthen the said Dedekind procedure to the effect that
all mathematical objects become sets, and in fact from this device considerable
simplifications are arising.

Dedekind war zwar seiner Zeit weit voraus, aber seine Bezeichnung Kdrper
bezog sich urspriinglich nur auf Teilkorper des komplexen Zahlkorpers.

Immerhin betont er, dafl nicht seine ,,Schnitte* als reelle Zahlen zu verstehen
seien, sondern daf} jeder Schnitt eine reelle Zahl ,erschaffe*, dafl seine so er-
schaffenen reellen Zahlen den Schnitten nur bijektiv entsprechen. Er vermeidet
es also, ganz im Sinne des modernen axiomatischen Standpunkts, seine reellen
Zahlen mit irrelevantem Ballast zu belasten.

*Die Vertréglichkeit mit = ist natiirlich grundsétzlich in jedem Einzelfall zu
iiberpriifen, wie auch bei Abbildungen und Relationen.
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3.5. Fraenkels weitere Ausfiihrungen in [3] fithren schnell zu den Problemen,
die mit der Aufgabe des Identitdtsbegriffes verbunden sind. Diese sind ganz
unabhigig von (D), gelten also genauso fiir Cantors Paradies. Betrachten wir
etwa die Einfithrung der Potenzmenge (Axiom IV):

For any set s, there exists the set whose elements are all subsets of s.
Weiter: This set is called the power-set of s and denoted by I1(s).

Die Worte the und this deuten darauf hin, dafl es ,,nur eine* solche Menge
gibt, aber das bedeutet doch nur, dafl alle solche Mengen whose elements are
all subsets of s Aquivalent sind im Sinne der Aquivalenzrelation =. Wie also ist
es moglich, von II(s) zu reden? Nur auf eine Weise: Indem eine entsprechende
Abbildung IT — und zwar im urspriinglichen Dedekindschen Sinne — explizit
vorausgesetzt wird, d.h. Axiom IV wire etwa so zu formulieren:

IT ist eine Abbildung, die jeder Menge s eine Menge I1(s) zuordnet, derart
daf$ die Teilmengen von s die Elemente von I1(s) sind.

Ohne (D) ist noch vorauszusetzen, dafi die Gleichheitsbeziehung auf II(s)
ist wie gewiinscht, d.h. wie in (B).

Genauso wire zu verfahren, um zu jedem z € s die Teilmenge {z} zu
,definieren. Fiir Bildungen wie {z,y} oder ANB scheint man eine Art Funktion
von zwet Variablen zu brauchen. Zum Gliick geniigt aber der gewdohnliche
Abbildungsbegriff, und zwar ohne dal Paare zur Verfiigung stehen [17]:

Setze, um etwa AN B fiir A, B € I1(s) zu erhalten, eine Abbildung N voraus,
die jedem A eine Abbildung AN zuordnet, die jedem B eine Teilmenge A N B
mit ... zuordnet. Natiirlich soll auch s , variabel* sein. Deshalb brauchen wir
hier eigentlich eine Funktion N von drei Variablen?: Sie ordnet jedem s eine
Funktion N, wie eben zu.

Weshalb rede ich hier nur von Teilmengen einer Menge statt von beliebigen
Mengen wie Fraenkel, und wie es auch sonst iiblich ist? Ich verfahre auch in
einer Anfiangervorlesung so, aus drei Griinden:

Weil nur Schnitte und Vereinigungen von Teilmengen mathematisch bedeut-
sam sind, weil der leere Schnitt so keinen Sonderfall mehr darstellt, und weil ich
immer die Gleichheitsfrage im Hinterkopf habe. Wenn nédmlich nur die Gleich-
heitsbeziehungen =4 und =g zur Verfiigung stehen, von denen nichts weiter
bekannt ist, als daB es sich jeweils um eine Aquivalenzrelation handelt, was soll
dann die Gleichheitsbeziehung von A N B oder AU B sein?

Schon Zermelo [20] verzichtet auf einen eigensténdigen Abbildungsbegriff
und versteht unter einer Abbildung eine Relation o mit der Eigenschaft, daf§ zu
jedem z (aus dem Definitionsbereich) genau ein y existiert mit xay.?® , Dieses“
y kann aber nur dann einfach mit a(z) ,,bezeichnet* werden [analog I1(s)], wenn
auf dem Wertebereich Y die Identitédt als Gleichheitsbeziehung vorliegt.

24 Analog fiir {a,b}, und fiir {a} eine von zwei.
**Tatséchlich scheint er nur injektive Abbildungen zu betrachten (wie auch Cantor?).
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Wir sehen: Wer sich nicht mehr auf die Kriicke Identitdt stiitzen will, kann
sich ohne den urspriinglichen Abbildungsbegriff nicht mehr in der gewiinschten
Allgemeinheit ausdriicken. Und darin sehe ich die tiefere Wahrheit dessen, was
Dedekind im Vorwort zu seiner Zahlenschrift [7] ausfiihrt tiber die Fihigkeit des
Geistes, Dinge auf Dinge zu beziehen, einem Dinge ein Ding entsprechen zu las-
sen, oder ein Ding durch ein Ding abzubilden, ohne welche Fdhigkeit tiberhaupt
kein Denken mdglich ist.

Damit wire auch die Frage beantwortet, was die Abbildungen iiberhaupt
»sollen“, iiber ihre Bedeutung als Forschungsobjekte hinaus. Die analoge Frage
,was sollen die Mengen?“ beantwortet sich analog: Sie stellen nicht nur ein
interessantes und wichtiges Gebiet mathematischer Forschung dar — dafiir steht
Cantor mit seiner Theorie der Kardinal- und Ordinalzahlen, der Mengenlehre im
engeren Sinne —, sondern driangen sich dem in immer gréfiere Allgemeinheiten
fortschreitenden mathematischen Forschergeist geradezu auf, als das diesem
Fortschritt den Weg bahnende sprachliche Ausdrucksmittel.

In [7] wird zum ersten Mal eine Situation rein mengen, theoretisch® — mit
explizitem Bezug auf die eigens hierfiir eingefiihrten Begriffe System (= Menge)
und Abbildung — vorgestellt und behandelt (darin liegt die eigentliche historische
Bedeutung dieses Opus):

So wie spéter etwa unter einer Gruppe eine Menge G zusammen mit einer
Abbildung o : G x G — G einer gewissen Art verstanden wurde, betrachete
Dedekind eine Menge N zusammen mit einer Abbildung ¢ : N — N einer
gewissen Art (und nannte die Elemente von N dann natiirliche Zahlen).?S

Als erste folgten ihm H. Weber (Lehrbuch der Algebra, Vieweg, Braun-
schweig 1896) und E. Steinitz (Algebraische Theorie der Kérper, J. f. Math.
(Crelles Journal) 137, 167-309 (1910)), die beide den Korperbegriff in seiner
natiirlichen Allgemeinheit verwendeten.

3.6. Ein rein mathematischer Gleichheitsbegriff gemafl 2b ist nicht nur mit
Problemen verbunden, sondern auch mit Wohltaten. Vor allem mit solchen, die
der mathematische Jargon schon vorweggenommen hat: Modulo ... st ... .

Kern der Sache ist die Moglichkeit, anstelle einer Partition P einer Menge
M, mit dazugehériger Aquivalenzrelation p, die neue Menge M /p zu betrachten;
sie hat denselben Grundbereich wie M (z € M/p < x € M), aber p anstelle =
als Gleichheitsbeziehung. Ein solches M /p nenne ich eine Faktormenge von M.

Wihrend die mit p vertréiglichen Abbildungen « : M — N iiblicherweise
mit den Abbildungen 5 : P — N ,identifiziert“ werden, sind sie nun genau die
Abbildungen von M/p in N.

*Dafl er ,,Axiome* fiir die natiirlichen Zahlen angegeben habe, ist schlicht Unfug.
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Eine mit p vertrdgliche Multiplikation auf M ist auch eine Multiplikation
auf M/p; und mit M ist auch M/p eine Gruppe, eine Faktorgruppe von M im
neuen Sinne des Wortes. Und die Homorphismen M/p — N (N eine weitere
Gruppe) sind einfach die mit p vertriglichen Homomorphismen o : M — N.

Unter dem Kern von a € Hom(M, N) werde die zu a gehérige Aquivalenz-
relation von M verstanden. Der Homorphiesatz lautet dann so:

FEin Homomorphismus o : M — N ist ein Isomorphismus
von M /Kern(«) auf das Bild M.

AuBlerdem ist die Faktorgruppe M /p/7 der Faktorgruppe M /p schlicht und
einfach die Faktorgruppe M /7 von M. Dabei wie im Homomorphiesatz kénnte
Gruppe auch einfach Menge mit Multiplikation bedeuten.

4. Was ist eine Menge?

4.1. Erstes Ziel ist ein mathematisch addquates Verstédndnis dessen, was
man anschaulich unter einer Gesamtheit von irgendwelchen Dingen versteht.

Denken wir uns alles vergessen, was mit dem Mengenbegriff der r.e. M. ver-
bunden ist, aufler der Moglichkeit, von den Elementen einer Menge zu reden?’.
Was dann iibrig bleibt, nenne ich einen Bereich, wie schon in §3 (Fufinote 20)
angedeutet.

Was neben einer Gleichheitsbeziehung noch alles zu dem Begriff einer Menge
gehoren soll, in der in Aussicht gestellten Synthese, sei zunéchst dahingestellt.
Ich nenne einen Bereich zusammen mit einer Aquivalenzrelation (etwa =) eine
Klasse, was mit dem iiblichen Gebrauch dieses Wortes durchaus kompatibel ist.

Das Wort zusammen wird spéter im Zusammenhang mit der Kldrung des
Paarbegriffes eliminiert. Was aber ist eine Relation auf einem Bereich A? Ich
sehe nur eine Antwort, und diese erfordert den Begriff einer Abbildung auf A:

Eine Abbildung p, die jedem x € A einen Teilbereich xp zuordnet.

Die Notation zpy fiir y € xp klirt die Sache.

Der Begriff einer Teilklasse wird gemé8 (a)(b)(c) in 3.3 definiert, und Abbil-
dungen zwischen (wie Relationen auf) Klassen sind per definitionem mit den je-
weiligen Gleichheitsbeziehungen vertraglich. Eine Klassenabbildung oo : A — B
ist also quasi ein Klassenhomomorphismus: ©* =y = za = ya.

Mit Bereichen 148t sich wenig anfangen, sie dienen nur als Basis fiir Klassen
und damit (spéter) fiir Mengen. Weder 18t sich von injektiven oder surjektiven
Abbildungen reden, noch von Teilbereichen {a,b} oder wenigstens {a}?® fiir
a,b € A, wohl aber von Inklusion A C B und Gleichheit A = B.

*"Das ist offenbar der ,innerste Kern“ des Mengenbegriffes (jedweder Couleur):
Alles Reden iiber Mengen involviert den ,, Begriff eines Elementes.

*Natiirlich im Sinne Dedekinds [7]:

Eine Abbildung « auf A produziert zu jedem Element x € A ein ,,Objekt“ za.
*Daf ein Bereich ,nur® aus dem Element a besteht, 148t sich nicht formulieren.
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Achtung: Diese Worte und Zeichen haben hier nur notationelle Bedeutung;
damit = als Aquivalenzrelation auf dem (vorauszusetzenden) Bereich B aller
Bereiche verstanden werden kann, mufl eine solche explizit vorausgesetzt wer-
den, und das erzeugt dann die Klasse B.

Analog 148t sich die Klasse IC aller Klassen in die Welt setzen.

4.2. Was ist ein Element eines Bereiches?
Natiirlich ein Objekt (oder Ding), falls dieser Begriff zur Verfiigung steht.
Die Frage verzweigt sich also so:

(a) Wie sieht die Welt ohne Objekte aus?
(b) Was ist ein Objekt, wenn ES welche GIBT?%°

Das héngt aufs engste mit dem Begriff einer Abbildung o zusammen. Der
Grundgedanke ist doch, dafl a jedem Objekt = einer gewissen Art, mit einer
gewissen FEigenschaft, ein Objekt ra wiederum einer gewissen Art zuordnet.
Das wird in Cantors Paradies dadurch verdeckt, dafl man ja einfach die jeweils
interessierenden Objekte zu einer Menge (oder Klasse) zusammenfassen kann.
Deshalb ist gewohnlich von einer Abbildung von A in B die Rede, und dafiir
geniigt es, von Elementen von A und B reden zu konnen, ein Objektbegriff ist
a priori nicht erforderlich.

Bei Dedekind [7] ist o nur monogam verheiratet, mit A:

Unter einer Abbildung eines Systems S wird ein Gesetz verstanden, nach
welchem zu jedem bestimmten Element s von S ein bestimmtes Ding gehort,
welches das Bild von s heifit und mit p(s) bezeichnet wird.3!

Warum nicht auch noch den so oder so verstandenen Definitionsbereich von
« liber Bord werfen und so zu einem Maximum an Symmetrie und Einfachheit
gelangen? Das Grundwissen iiber o wire also:

(¥*) Wenn z ein Objekt ist, dann ist auch xa ein Objekt.

Dafiir und fiir alles darauf aufbauende ist es gleichgiiltig, ob Objekt als
Grundbegriff vorausgesetzt wird®? oder ein Bereich D, dessen Elemente Objekte
genannt werden; jeweils mit der Mafigabe, dafl alle Abbildungen und Bereiche
(auch Klassen) mitsamt ihren Elementen Objekte sind.?

30Wenn ich diesen Begriff vorgebe.

31Spéter betont Dedekind, dafl die Bezeichnung s viel natiirlicher sei, und er folgt
dieser Einsicht auch schon 1894 [Ges. W. III, 24ff].

32 Auch dann soll z € D fir z ist ein Objekt stehen.

#Den kundigen Leser erinnert (%) vielleicht an v. Neumanns Aziomatisierung der
Mengenlehre [J. f. Math. 125(1925), 219 — 240]:

Wir betrachten zwei Bereiche von Dingen, den der ,Arqgumente® und den der ,Funk-
tionen®. Nun ist in diesen Bereichen eine 2-Variablen-Operation [x,y] definiert (lies
SWert der Funktion x fir das Argument y“), deren erste Variable x stets ,Funktion®
und deren zweite Variable y stets ,Argument® zu sein hat. Durch sie wird immer ein
LJArgument® [z, y] gebildet.



56 I1. Dedekind und die Grundlagen

Ist (*) mit der r.e. M. kompatibel? Betrachte in dieser eine Abbildung « auf
einer Menge A. Ein Objekt z liegt dann in A oder es liegt nicht in A3*. Setze
nun « so fort, dafl jedem x der zweiten Art irgendein Objekt zugeordnet wird,
etwa die leere Menge. Es ist dann egal, ob man mit o oder dieser Fortsetzung
arbeitet.

Ein Abbildungsbegriff geméfl (%) ist also zumindest zuldssig, und die in 3.1
genannten Prinzipien machen ihn geradezu mandatorisch.

So brauchen wir uns nicht mehr um Definitionsbereiche zu kiitmmern. Daher
148t sich beispielsweise auch ohne B von einer Funktion (d.h. Abbildung) reden,
die jedem Bereich den Bereich seiner Teilbereiche zuordnet.3?

Des weiteren werden Einschrankungen auf Teilbereiche begrifflich hinfallig:

Schreibe o : A — B wenn za € B fiir alle x € A. Schon Dedekinds
Definition impliziert o : A — B’ fiir jeden Bereich B’ O B, und jetzt folgt
auch die duale Regel o : A" — B fiir jedes A’ C A (ganz im Sinne der ,inneren
Harmonie unserer Logik®).

In Worten: Eine Abbildung von A in B ist auch eine Abbildung von jedem
Teilbereich von A in jeden Oberbereich von B.

Das entsprechende gilt auch fiir Klassen, wie die folgende Anwendung;:

Ist A’ C A beziiglich einer Relation p von A abgeschlossen, d.h. xp C A’
fiir alle x € A’, so ist p auch eine Relation von A’.

Insbesondere ist jeder beziiglich = abgeschlossene Teilbereich einer Klasse
Grundbereich einer Teilklasse.

Fiir Bereiche kann man mangels = (auf B) iiberhaupt nicht formulieren, daf
o' 1 A — B Einschrankung von « : A — B ist. Um bei Klassenabbildungen
ohne (*) von der Einschrankung o’ = o4 reden zu konnen, mufl eine Funktion
von vier Variablen vorausgesetzt werden,®® die A, B, A’, a ein o zuordnet.

Und Auswahlfunktion miifite als zusétzlicher Grundbegriff eingefiihrt wer-
den, neben dem einer gewodhnlichen Abbildung o : A — B:

Eine Auswahlfunktion a zu 0 : A — K (A eine Klasse) ordnet jedem z € A
ein Element xa von zo zu (und ist wie o mit = vertréglich).

Weit iiber die beschriebenen Unbequemlichkeiten hinausgehende Probleme
héngen mit der Definition des Klassenbegriffes zusammen [4.4].

Die Diskussion um (*) beantwortet auch (a), letztlich die sich im Anschluf
an fritheres [3.5] stellende Frage Was sollen die Objekte?:

Die Objekte sind das Schmiermittel fiir das reibungslose Zusammenwirken
von Bereichen und Abbildungen.

3Das wird in der Literatur nicht selten ausdriicklich von einer Menge verlangt.
35Was sollte man in 3.5 denn unter dem Definitionsbereich von IT verstehen?
Und was unter dem Wertebereich von N7

3¢Vorher sind die passenden Definitionsbereiche bereitzustellen.
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4.3. Was ist ein Paar? Dieser Frage ndhern wir uns genau so, wie Dedekind
sich einst der Frage Was sind die Zahlen? zuwandte. Seiner Analyse der
anschaulichen Zahlenreihe entspricht eine Analyse des vertrauten Produktes
P = A x B von Mengen A, B, die das mathematisch wesentliche auf den Tisch
legen soll. Das Ergebnis (mit A; = A und A, = B, sowie p; = pm; fiir p € P):

Zu der Menge P gehoren Abbildungen m; : P — A;, sowie eine Funkion f
von zwei Variablen, © € A und y € B, mit Werten in P, derart dafl

(a)p=¢q < p;=¢; (i=1,2), und
(b) f(z,y)1 =z sowie f(z,y))2 =y.

Erlduterung: f ist im Sinne des Schonfinkelkniffs zu verstehen [3.5], also
etwa als Abbildung von A in die Menge F (B, P) der Abbildungen von B in P:
Schreibe f(x,y) statt yzf. Nenne f 2-variabel, auch 2- Funktion.

Die zu (b) duale Regel f(p1,p2) = p folgt aus (a) und (b).

Die auf die Analyse folgende Synthese fiithrt in offensichtlicher Weise zu
dem Produkt P = A x B von Klassen A, B: Setze eine Klasse P voraus plus
Abbildungen 7; und f wie oben, schreibe (x,y) statt f(x,y).

Oft werden Paare (a,b) betrachtet, bei denen b irgendwie von a abhéngt.
Um ihnen gerecht zu werden, wird analog obigem zu A € K und 5 : A — K die
Klasse A x (3 aller Paare (a,b) mit a € A und b € af eingefiihrt.

4.4. Jetzt ist klar, wie ,zusammen* in der vorldufigen Definition des Klas-
senbegriffs zu eliminieren ist. Fiir den Erfolg entscheidend ist dabei, dafl fiir
Bereiche A, B die Aussage A = B (<= = € A & x € B) mit den Eigenschaften
reflexiv, symmetrisch, transitiv zur Verfiigung steht, daher auch fiir Relationen
p,Tauf A: p=7 < xp=ux7 fir alle x € A.

Dedekinds Vorbild folgend (und Bolzanos in Fulnote 38 wiedergegebenem
Prinzip) geben wir also den Begriff einer Klasse ,,als Individuo“ voriibergehend
auf und fithren stattdessen gleich die ganze ,,Gattung® ein. Setze voraus:

(a) einen Bereich K, dessen Elemente Klassen genannt werden,

(b) eine Abbildung, die jeder Klasse K einen Bereich Kp zuordnet, den
Grundbereich von K,

(c) eine Abbildung, die jeder Klasse K eine Aquivalenzrelation =y auf K
zuordnet, die Gleichheitsbeziehung von K,

(d) eine 2-Funktion, die jedem Bereich A und jeder Aquivalenzrelation p
von A eine Klasse A/p mit (A/p)z = A und =,,,= p zuordnet.

Wie frither kann nun K = L ( <= K = L und =x==;) definiert
werden, und eine explizit vorauszusetzende entsprechende Aquivalenzrelation p
wiirde K zu einer Klasse machen.
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4.5. Die Diskussion des Klassenbegriffes mochte ich mit Cantors Definition
des urspriinglichen Mengenbegriffes abschliefen [5]:

Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,Elemente* von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Das lese ich so: Damit von einer Menge3” M geredet werden kann, miissen
iiber zwei Definitionen die Elemente von M zuerst bestimmt, dann unterschie-
den worden sein. Konkret ist also die Aussage x € M zu definieren, dann die
Aussage x = y, und schlieSlich ist fiir = noch reflexiv, symmetrisch, transitiv
nachzuweisen (um ,, wohl“ zu respektieren).

Nichts trifft die mathematische Realitdt genauer. Das ,, Unterscheiden® der
Elemente geht allerdings im Alltag schnell vergessen, weil nach einigen Grund-
definitionen nur noch Teilmengen ,,gebildet* werden und diese ihre Gleichheits-
beziehung von der jeweiligen Obermenge erben.

4.6. Wie ist auf der Grundlage des Klassenbegriffs der Begriff einer Menge
einzufithren? Soll eine Menge eine Klasse mit gewissen Eigenschaften sein?
Weitere ,,Axiome* wiren dann Voraussetzungen iiber C und als solche durch-
aus kein Eingriff in die mathematische Natur (Klasse ist nach 4.4 kein absoluter
Begriff mehr). Natiirlicher ist es aber doch, eine Klasse M von Klassen voraus-
zusetzen (eine Teilklasse von K) — deren Elemente Mengen genannt werden —
mit den gewiinschten Eigenschaften. Das entspricht durchaus dem Begriff eines
Modells der axiomatischen Mengenlehre.

Was ist ein solches Modell? Ein Bereich, ein System, eine Gesamtheit von
Dingen, die Mengen genannt werden? Werden solche Modelle gelegentlich,
etwa zwecks Konstruktion weiterer Modelle, naiv-mengentheoretischen Prozes-
sen unterworfen, deren Fundierung durch geeignete ,,Axiome* doch eigentlich
das Anliegen der axiomatischen Mengenlehre ist, jedenfalls Zermelos.

Wittenberg (S. 54): In den Arbeiten zur aziomatischen Mengenlehre dufert
sich dies darin, dass dort <meta>-Betrachtungen angestellt werden, Uberlegun-
gen tber die aufgestellten Azxiomatiken, die inhaltlich unter Verwendung einer
Terminologie gefiihrt werden, die das Unbehagen des Verfassers deutlich durch-
schimmern liffit. Da ist dann etwa von <Gesamtheitens die Rede, oder von
<Systemen>, als ob sich der mit Notwendigkeit an den inhaltlichen Mengenbe-
griff kniipfende Aufbau der Cantorschen Mengenlehre, mit seinen Problemen,
einfach dadurch bannen lieffe, dass man die Verwendung des Wortes <« Menges
meidet. In Wirklichkeit dndert dies aber an der Sache iiberhaupt nichts. Menge
bleibt Menge, auch wenn man sie <Gesamtheit> nennt.

3"Lieber wiirde ich Klasse sagen.
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4.7. Mit irgendwas mufl man halt anfangen, mit irgendwelchen undefinierten
Grundbegriffen. Zu dieser An- und Einsicht duflert sich Wittenberg so:

S. 179: FEinen Begriff reduzieren, heisst, thn definitorisch aus anderen Be-
griffen erkldren, also fiir ihn eine Definition konstruieren. Es ist wohl ohne wei-
teres klar, dafl auf eine solche Weise keine generelle Losung unseres Problems
geleistet werden kann. Das Sinnproblem kann nicht durch logische Reduktionen
aus der Welt geschafft werden. Nirgends liegt der Regress so klar zutage wie
hier: Zur Definition eines Begriffes brauchen wir andere (einfachere), zu de-
ren Definition wiederum noch primitivere usw., und wenn dieses ganze System
von Definitionen nicht zirkuldr sein darf — was wir selbstverstindlich fordern
werden —, so finden wir uns in einem unendlichen Regress, der nur dann zu
vermeiden ist, wenn wir ihn irgendwo abbrechen, indem wir gewisse Begriffe
als ultime Begriffe deklarieren — Begriffe, die undefiniert bleiben, und fiir die
wir uns auf den Standpunkt stellen miissten, sie gehorten zum unerschiitterli-
chen und unerkldrbaren Riistzeug unseres Verstandes. Wir miissten also an-
nehmen, dass wir eine gewisse Anzahl von Begriffen gewissermassen als unsere
personliche Mitgift besitzen und alle tibrigen aus diesen definitorisch in mehr
oder weniger komplizierter Weise aufgebaut haben. Jene Begriffe stellten die
letzte, unerschiitterliche und undiskutierbare Grundlage unseres Denkens dar.

— — — Es kommt hinzu, dass hier noch ein zusdtzliches Problem dadurch
entstehen wiirde, dass man eine Auslese treffen miisste, welches denn nun
eigentlich jene ultimen Begriffe seien. Dabei zeigt bereits das Beispiel der
Mathematik, dass man sich auf erhebliche Schwierigkeiten gefasst zu machen
hitte, weil einerseits verschiedenartige Mdglichkeiten fiir die Annahme letzter
Begriffe bestehen und andererseits gewisse Begriffe, die zu ultimen Begriffen
prddestiniert scheinen (wie der mathematische Begriff der Menge oder jener
der Figenschaft), zu Schwierigkeiten und Antinomien fihren. Nach welchen
Kriterien sollte man hier entscheiden?

Es kann auch gar keine Rede davon sein, dass abzusehen wdre, wie eine
solche generelle Reduktion durchzufithren wdre — auch angenommen, dass man
einen Bestand an < Urbegriffens ausgezeichnet hditte. Die vorstehende Konzep-
tion bleibt auch insofern vollkommen hypthetisch und belanglos, als in keiner
Weise ersichtlich ist, wie denn eine Zurickfihrung unseres ganzen begriffli-
chen Materials auf einige Grundbegriffe tatsdchlich durchgefithrt werden konnte.
(Ganz zu schweigen von der Notwendigkeit, bei einem solchen Standpunkt auch
den Begriff der <Definitions einer Kritik zu unterwerfen.)

4.8. Ich setze dagegen: Bereich und Abbildung sind die kanonischen Urbe-
griffe der Mathematik, auf einer noch zu besprechenden logischen Grundlage.

Sie entstehen aus der realen mathematischen Begriffswelt durch maximales
Vergessen, maximal weil auch der kleinste weitere Vergessensakt ins Nichts
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fithrt, aber auch beziiglich der Forderung, dafl aus dem Nichtvergessenen immer
noch diese Begriffswelt definitorisch rekonstriert werden kann. Kurz:

Mathematik ist die Theorie der Bereiche und Abbldungen.

Das Vergessene schliefit jede inhaltliche Vorstellung ein. Jene Urbegriffe
sind also rein sprachlicher Natur. Sie bleiben nicht undefiniert. Nicht was ein
Bereich, ein Element, eine Abbildung ist, ist mathematisch relevant, sondern
nur, wie mit Aussagen wie A ist ein Bereich, x ist ein Element von A, « ist
eine Abbildung umzugehen ist.>® Dementsprechende Voraussetzungen stellen

durchaus eine Definition dar, und zwar in folgendem Sinne:

(xx) Eine Definition ist eine zwischenmenschliche Vereinbarung (letzlich
eine Voraussetzung) tiber den logischen — genauer implikatorischen — Umgang
mit einem (oder mehreren) Zeichen, einem Wort oder dhnlichem.

Ein kleiner Test (bevor der Leser die Nase riimpft):

Im Lichte von (xx) werfe man einen (Riick)Blick auf das, was man gemeinhin
,Definieren“ von Mengen und Abbildungen nennt.

Erinnerung: FEine Definition rechtfertigt sich wie ein Licht, das in einem
dunklen Raum aufgeht, durch die Ordnung, die sie sichtbar macht.

In der im Raume stehenden Synthese kommt es nur noch auf das Definieren
von Aussagen an, und nach den ersten Schépfungstagen werden Definitionen
nur noch notationelle Bedeutung haben, d.h. auf sprachliche Abkiirzungen
hinauslaufen.

4.9. Was ich unter einer Menge (im engeren Sinne, im Sinne jener Synthese)
verstehe, kann ich noch nicht ganz, aber doch schon weitgehend formulieren:

Setze eine Teilklasse M von K voraus (ihre Elemente heiflen Mengen). In
den ,Axiomen*“ (a) — (g) sind A und B immer Mengen, und K ist eine Klasse.

(a) Die Aussage x = y ist definit fiir z,y € A.

(b) Teilklassen und Faktorklassen von A sind Mengen (Teil/Faktormengen).
(c) Die Klasse P(A) aller Teilmengen von A ist eine Menge.

(d) F(A, B) und F(A, o) sind Mengen fiir o : A — M.

(e) A x B und A x o ebenso.

(f) a: A — K surjektiv impliziert K € M.

(g) a: K — A injektiv impliziert K € M.

3Bolzano: Ich denke also, daff man die Mathematik am besten als eine Wissenschaft
erkliren kénnte, die von den allgemeinen Gesetzen (Formen) handelt, nach welchen
sich die Dinge in ihrem Dasein richten miissen.

.., so zeiget dies an, dafl unsre Wissenschaft sich nicht mit dem Beweise des Da-
seins dieser Dinge, sondern nur ganz allein mit den Bedingungen threr Maglichkeit
beschiftige. Und indem ich diese Geselze allgemeine nenne, so gebe ich zu verstehen,
dafs sich die Mathematik niemals mit einem einzelnen Dinge als Individuo, sondern
allezeit mit ganzen Gattungen befasse.
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Erlduterung (jetzt mit Klassen A, B und o : A — K):

Zu (a): definit wird gleich in 5.3 erklért.

Zu (b): Faktorklassen wurden de facto schon in 3.6 eingefiihrt

Zu (c): Die Funktion P ordnet jeder Klasse die Klasse aller Teilklassen zu.

Zu (d): Die Klasse F(A, B) aller Abbildungen von A in B wird iiber eine
2-Funktion (etwa F) eingefiihrt. Die Gleichheitsbeziehung ist natiirlich

a=p < zxza=zp fir alle z € A.

Dasselbe gilt fiir das kartesische Produkt F(A,o) der Klassen zo (x € A),
bestehend aus den zu A und o gehorigen Auswahlfunktionen [4.2].

Zu (f): Surjektiv setzt eigentlich Existenz voraus. Wenn aber Objekt und
Element nur Worte sind (ohne Inhalt), welchen Sinn hat es dann, von der
Existenz solcher ,,Dinge® zu reden? Genauso viel wie a priori von ihrer Gleich-
heit, ndmlich iiberhaupt keinen. Man konnte surjektiv hier so verstehen:

Fiir jedes u € K ist die Aussage xza # u fir alle x € A falsch.

Inwieweit entspriache das der allgemeinen Existenzdefinition in 5.4(b)?
Was ,, Teilklasse von K¢ konkret bedeutet, hdangt nicht von der Klasse K ab.
Letzten Endes miissen wir auf sie verzichten, auch auf die Bereiche B und D.

5. Existenz — Negation — Eigenschaften.

5.1. Es ist interessant, mit welchen Metaphern Existenz (Dasein, DA sein)
in verschiedenen Sprachen umschrieben wird: Im Deutschen heifit es ES gibt,
im Englischen THERE is, und das lateinische ezistere bedeutet entstehen,
hervortreten. Wortlich genommen, beschreiben sie exakt, wie Existenz in der
Mathematik funktioniert: Wenn ES etwa eine Funktion f mit gewissen Eigen-
schaften gibt (oder uns freundlicherweise schon gegeben hat), oder wenn DA
ein solches f ist, sozusagen auf dem Tisch liegt, fiir uns entstanden, hervor-
getreten ist, dann bedienen wir uns dieses f nach Herzenslust und erachten
selbstverstéindich alles mit seiner Hilfe bewiesene als wahr.

Im Laufe der Zeit haben sich diese Metaphern als Existenzbegriff in unser
Denken eingefressen. Sprachliche Gewohnheiten kreieren Begriffe.

Nietzsche: Ein Begriff ist eine gefrorene Metapher.
5.2. Unsere Aufgabe ist zum Gliick aber keine sprachphilosophische.

Sie lautet Analyse-Synthese. Sehen wir uns also an, wie Existenz in der
r.e. M. rein logisch gesehen funktioniert. Die Aussage

(a) Es gibt ein Objekt x mit der Eigenschaft E
impliziert jede Aussage S, welche aus der Aussage
(b) =z ist ein Objekt mit der Figenschaft E

folgt:
(c) (b)y=85 = S.
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Ein Beispiel fiir S ist (b) selbst, und jedenfalls folgt (a) aus (b).

Erhalte (a) = (c) = (b) = (a).

Die Aquivalenz (a) < (c) scheint sich als Definition fiir die Existenzaus-
sage (a) nahezulegen, aber die grausliche Konsequenz (a) = (b)3° 148t Zweifel
aufkommen. Kann man ihr entrinnen, etwa indem , Aussagen“ vom Typ (b)
der Status einer (mathematischen) Aussage verweigert wird? Fiir mich eine
hanebiichene Vorstellung: Nur Aussagen kénnen mittels impliziert, und, oder
(=,A,V) zu Aussagen verkniipft werden.

Fir S = T und S AT braucht T dabei nur als Folge der Aussage S eine
Aussage zu sein, wie ein Blick auf die Realitit zeigt:

Wenn G eine Gruppe ist, und U eine Untergruppe von G, und N ein Nor-
malteiler von G, dann ist U NN ein Normalteiler von U.

Hier ist G Gruppe + U Untergruppe (von G) + N Normalteiler (von G)
eine Aussage, und ihr zufolge auch U N N Normalteiler von U.

Wir halten fest, im Vorgriff auf die kommende ausfiihrlichere Diskussion der
Frage Was ist eine Aussage?:

(d) Ist S eine Aussage und infolge S auch T', so sind auch S = T und SAT
Aussagen (natiirlich mitsamt allen Synonymen).
Bei S VT muf} neben S auch T von vornherein eine Aussage sein.

Aussagen wie (b) — etwa G ist eine Gruppe oder p ist eine Primzahl — sind
uns nur als Quellaussagen geldufig, d.h. als Voraussetzung, als Beschreibung
einer zu betrachtenden Situation (es sei denn, G wurde etwa als Halbgruppe
vorgegeben oder p als natiirliche Zahl). Unser Gefiihl striubt sich gegen das
Attribut falsch im Zusammenhang mit solchen Aussagen, aber nur aus Gewohn-
heit, weil wir gewohnlich eben (a) statt (b) negieren. Tatséchlich wird aber die
Negation von (b) bewiesen, durch Herleitung eines Widerspruchs aus (b):

(e) (a)ist falsch <= (b) impliziert eine falsche Aussage.

Wie steht es mit dem ,tertium non datur“? G ist entweder eine Gruppe
oder nicht, p ist entweder eine Primzahl oder nicht; sowas, mit nichts davor, ist
schon als Aussage schwer zu schlucken, geschweige denn als wahre Aussage.

Wie man sich auch zu den angesprochenen Fragen stellt — man mag von
logischen Spitzfindigkeiten reden — es bleibt ein Unbehagen iiber die mangelnde
innere Harmonie unserer Logik. Wie stelle ich mich dazu, in diesem Augenblick?
Nun, in (d) habe ich wohlweislich nur von und, oder, impliziert gesprochen,
nicht von nicht.

¥ Lustigerweise ist das ganz in Ordnung wenn es gibt wieder aufgetaut wird:
ES ist der Geber.
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5.3. Kommt ein Begriff ins Gerede, ist er ein Kandidat fiir das frither (in 2.3)
beschriebene Verfahren, unter dem Aspekt Analyse-Synthese auf den Priifstand
gestellt und schlieflich {iber eine geeignete Charakterisierung eliminiert zu wer-
den, und nichts ist leichter als fiir die Negation S/ (S ist falsch) einer Aussage
S eine einfache Charakterisierung anzugeben:

(a) S <= S=F,
wobei F irgendeine falsche Aussage ist. Um (a) zu einer Definition zu erheben,*
muf ein geeignet erscheinendes F' ausgewéhlt werden. Dafiir bietet sich die
Aussage an, dafl alle Aussagen dquivalent sind: S, T Aussagen =— S =T.
Erstaunlicherweise sind die ableitbaren logischen Regeln aber fast ganz
unabhéingig von F'. Nach der Festlegung ist F' sozusagen das Urfalsche, dem
Urmeter in Paris vergleichbar. Ein weiterer, mir eigentlich sympathischerer
Kandidat fiir F ist die Aussage, dafl alle Bereiche gleich sind. Da die relevanten
Aussagen grundsitzlich bereichstheoretischer Natur sind,*! macht es praktisch
keinen Unterschied.
Weitere Definitionen [(b) und (c)] und Regeln:
(b) S ist definit <= SV S/,
(c) S ist stabil <= S/ = §.
(d) (1) S ist nicht instabil: (S7/ = S)/7.
(2) S ist nicht indefinit: (S Vv S¥)7/.
(3) S stabil stabil = S stabil.
(4) S definit stabil = S definit.
(e) Das Assoziativgesetz fiir Stabilitét:
(S =T) stabil <= S = (T stabil).
(f) Die Liignerregel: (S < S7)/.
Trivial und fundamental: Was etwas falsches impliziert, ist selber falsch.

Ich habe hier ein paar Regeln mit einem gewissen Unterhaltungswert aus-
gewihlt. Fiir das gleich weitergefithrte Thema FEzxistenz ist zundchst nur

(g) S7/1 = 8

von Interesse, d.h. jede Negation ist stabil (S = S// gilt immer).
Daf3 die stabilen Aussagen die quasi ansténdigen sind, geht schon daraus
hervor, dafl nur sie sich einem Widerspruchsbeweis herkémmlicher Art beugen:
Wenn die Negation S/ eines behaupteten Satzes S zu einem ,, Widerspruch*
fiihrt, zu einer falschen Aussage, so folgt zunichst nur S7/.

“Hilbert: Eine Aussage heifit falsch, wenn sie auf einen Widerspruch fiihrt [13].
“'Mathematik ist die Theorie der Bereiche und Abbildungen [4.8].
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5.4. Jetzt kann jede Aussage ohne das geringste Unbehagen negiert, das
begriffskritische Thema FEzistenz daher leicht seinem kanonischen Abschlufy
zugefiihrt werden. Die Nichtexistenz wird durch 2(e) charakterisiert:

(a) 2(a) < 2(b)/.

Wie die Regeln S/ < S7 [3(g)] und S = S77 zeigen, ist auch 2(b)// eine,
und zwar die schwiichste, Aussage S mit S < 2(a)’.
Damit bietet sich 2(b)// als Definition fiir die Existenzaussage 2(a) an:

(b) 2(a) & 2(b)/7.

Das Hauptbeispiel x € A (A ein Bereich) fiir E entscheidet die Sache:

Nichtexistenz bedeutet (z € A)/, und das entspricht genau der Leere von A
(die Vorgabe z € A fiihrt zu einem Widerspruch, zu F'). Die Nichtleere von A
bedeutet also (z € A)/, und das ist genau die Existenz von z € A (die eines
Objektes x mit der Eigenschaft € A) in dem eben angedachten Sinne.

Die mystische und inakzeptable Aquivalenz 2(a) < 2(b) — sie beruht auf
2(a) & 2(c) — l6st sich nun dadurch auf, daf 2(c) nur noch fiir stabiles S gilt.
So modifiziert bleibt 2(c) sogar dquivalent zu 2(a).

Existenzaussagen 2(b)// sind stabil (jede Negation ist stabil), und nach
3(e) bleibt die Stabilitét erhalten, wenn ihnen noch (wie eigentlich immer) eine
Voraussetzung vorausgeht. Was E angeht, so reicht

(¢) x € D = F ist eine Aussage
fiir unsere Diskussion vollig aus. Und es folgt sogar noch

(d) (Guen E)) & Viep B,

(€) (Vaep E)f & Juep EY,
wobei V,cp E fiir x € D = E steht, d,cp F fiir die Existenz eines Objektes x
mit der ,Eigenschaft* F, im Sinne von (b), d.h. im Sinne von (z € DA E)77.

Natiirlich diirfte D auch irgendein Bereich sein, oder sonst irgendeine
Einschrinkung der betrachteten Objekte x andeuten.

Der Beweis von (d)(e) ist eine schlichte Anwendung der logischen Regeln

(SAT) <= S=T/ (S=T) — (SATH/

neben 3(g).*? Dabei mufl T' nicht wie S als Aussage vorausgesetzt werden, es
geniigt S = T ist eine Aussage [2(d)]. Damit (c) als Aussage akzeptiert
werden kann, mufl genau wie etwa A ist ein Bereich, « ist eine Abbildung, x
ist ein Objekt, © € A (A ein Bereich) auch F ist eine Aussage eine Aussage
sein. Salopp ausgedriickt: In Aussagen darf auch von Aussagen geredet werden,
genau wie von Bereichen, Abbildungen, Objekten. Das war schon nétig, als wir
von dem Urfalschen F' sprachen (alle Aussagen sind dquivalent).

*2Das bestétigt die Kanonizitdt meiner Haltung zu Negation und Existenz.
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5.5. Die strikte Befolgung des in 2.6 formulierten Existenzprinzips

Die Existenz eines mathematischen Objekts mufs vorausgesetzt
oder bewiesen werden, tertium non datur!

ist neben der Abkehr von einem inhaltlichen Mengenbegriff*® das herausragende
Merkmal von Zermelos ,,Axiomatisierung“ der Mengenlehre [20]. Sie ist die
zwangslaufige Folge dieser Abkehr. Zentral ist sein

Aziom der Aussonderung: Ist die Klassenaussage E(x) definit fiir alle Ele-
mente einer Menge M, so besitzt M immer eine Untermenge Mg, welche alle
diejenigen Elemente x von M, fir welche E(x) wahr ist, und nur solche als
Elemente enthilt.

Zu dem verwendeteten Begriff definit heifit es vorher:

Eine Frage oder Aussage &, tber deren Giltigkeit oder Ungiiltigkeit die
Grundbeziehungen des Bereiches** vermdge der Aziome und der allgemeingiilti-
gen logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden, heifit .definit“. FEbenso wird
auch eine  Klassenaussage“ E(x), in welcher der variable Term x alle Indivi-
duen einer Klasse K durchlaufen kann, als ,definit“ bezeichnet, wenn sie fiir
jedes einzelne Individuum der Klasse K definit ist. So ist die Frage, oba € b
oder nicht ist, immer definit, ebenso die Frage, ob M C N oder nicht.

“45 mit dem Zusatz

Welcher Teufel ritt Zermelo, als er seine ,,Klassenaussage
definit verzierte, der ihm statt Anerkennung nur Arger und Miihe einbrachte
[21]. Ich kann seinen Sinn ebensowenig erkennen wie seine Nachfolger,*® die aber
die Notwendigkeit erkannten, den Begriff ,Klassenaussage“ im Sinne einer fiir
die jeweiligen Elemente definierten Figenschaft zu erkldren, d.h. zu definieren
(oder das Axiom sonstwie umzuformulieren). Uber das Ergebnis kann der Leser
sich via [3] informieren. Siehe auch [9] (Zermelos Kritik [Fuinote 15] richtet
sich offenbar gegen Fraenkels Funktionsbegriff).

Zermelos fruchtlose Versuche, sein ,,definit“ zu erkléren, schreien geradezu
nach einer expliziten Definition fiir die Negation einer Aussage, genau wie die
von Wittenberg [2.4] angesprochenen Diskussionen und Streitereien um das
tertium non datur (plus Ezistenz), und genau so wie die Probleme mit dem
Konvergenzbegriff nach einer expliziten Definition desselben dréangten. Das
sozusagen als Nachhall zu 5.3 und 5.4.

**Das gleich auftauchende Wort ,Bereich® ist diesbeziiglich belanglos, auf [21] und
[22] trifft Wittenbergs Vorwurf [4.6] aber durchaus zu.

4Zermelo: Die Mengenlehre hat zu tun mit einem ,Bereich® von Objekten, die wir
einfach als ,Dinge® bezeichnen wollen, unter denen die ,Mengen® einen Teil bilden.

**Verstehe darunter einen ,,den Term” x involvierenden Ausdruck, der fiir z € K eine
Aussage darstellt. Das entspricht dem praemodernen Funktionsbegriff der Analysis.

¢ Allerdings glaubte ich iiber 20 Jahre hinweg fest an die ZweckméBigkeit der Ein-
schrankung definit bei dem gleich folgenden Aussonderungsaxiom fiir Bereiche, sah in
dieser Kombination geradezu d en Eckstein der kommenden Synthese (den Stein der
Weisen, Wort in Fleisch verwandelnd).
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5.6. Die Wortwahl Klassenaussage pafit gut zu unserem Klassenbegriff.
Wenn ich den Begriff einer Figenschaft oder Klassenaussage auf einer Klasse
(speziell einer Menge) A definieren miifite, dann als eine Abbildung E, die
jedem x € A eine Aussage F(x) zuordnet und natiirlich eine Klassenabbildung
sein soll: z =y = E(z) < E(y).

Dafiir miiffiten Aussagen auch Objekte sein; am besten fiithrt man gleich die
Klasse aller Aussagen ein, mit < als Gleichheitsbeziehung.

Ich muf} aber nicht, weil es ndmlich die Alternative gibt, auf den Allgemein-
begriff Eigenschaft ganz zu verzichten und sich allein auf 5.4(c) zu griinden,
bezogen auf einen Bereich A also auf

(a) x € A = E ist eine Aussage.

Mit x ist auch y eine Zahl. Das ist der Kern des altertiimlichen (aber
eleganten) Begriffs einer Funktion y von x. Worin liegt der Unterschied zu (a)?

Driicke (a) auch so aus: E ist eine Eigenschaft von x € A.
Oder so: E ist eine Aussage iiber x € A.

Das Aussonderungsaxiom fiir Bereiche lautet dann so:

(b) Gilt (a), so existiert ein Teilbereich U von A mit
reAd = zeU«&E

Damit hat sich de facto auch ein Aussonderungsaxiom fiir Klassen etabliert:

Wende (b) auf den Grundbereich A einer Klasse K an, verifiziere die Ver-
triglichkeit von U mit =, erhalte die Teilklasse U/ =k.

Jede Aussage ist ein Beispiel fiir £ in (a), und umgekehrt kénnte E auch
als Aussage vorausgesetzt werden: ersetze I/ durch x € A A E. Das Beispiel F
anstelle F fiihrt iiber (b) zur Existenz eines leeren Bereiches und einer leeren
Klasse (gesetzt, es gibt iiberhaupt einen Bereich bzw. eine Klasse).

Damit hat sich das Thema FEigenschaften als begriffskritisches Problem fiir
mich erledigt. Gewif}, mit einem derartig schwachen Ersatz fiir einen ,,richtigen*
Eigenschaftsbegriff 148t sich nicht viel Staat machen, dafiir klebt x zu fest an
E. Er reicht aber fiir einige allgemeine Begriffsbildungen, Voraussetzungen und
Regeln, und in der Anwendung auf ein konkretes £ (man denke wie Zermelo
an einen ,den Term“ z involvierenden Ausdruck, eine Art ,Funktion von x*)
wird & dann auch richtig ,, variabel®.

Ubrigens: Ergibt die Analyse einer , Mengendefinition“ U = {z € A | ...}
nicht als erstes, dafl ... eine Aussage ist wenn ,x € A“ gegeben ist?

Und ist nicht ein Bereich genau das, was der Leser sich intuitiv unter
einer ,richtigen“ Eigenschaft (von Objekten) vorstellt? Man sage doch einfach
,Objekt mit der Eigenschaft U” statt ,,Element des Bereiches U”.

Der (b) innewohnenende Witz besteht gerade darin, eine schwache Eigen-
schaft E' im Sinne von (a) in eine starke Eigenschaft in dem eben erklérten
Sinne zu verwandeln, sie quasi hochzutransformieren.
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5.7. Existenz im Sinne von 4(b), d.h. im Sinne von

(a) J,epE <= (x€DAE),
gestattet leider nicht mehr die in 5.1 geschilderten Gebréuche, sondern wird
praktisch nur iiber 2(c) wirksam, und nur fiir stabiles S:

(b) dyep B plus € DAE = S (S stabil) impliziert S.

Nur um eine stabile Behauptung zu beweisen, diirfen wir uns also wie
gewohnt verhalten, ein existentes Objekt (die Aussage x € D A E) einfach
voraussetzen, speziell x € A wenn A ein nichtleerer Bereich ist.

Auch in der realen Welt, der Wirklichkeit, bedeutet das reine Sein nichts,
nur die Wirkung zahlt. Aus ihr wird iiberhaupt erst auf das Sein geschlossen.
Letzten Endes wird es nur postuliert, als Ursache des Wahrgenommenen (des
fiir wahr genommenen), der Sinnesempfindung, empfunden als Reaktion des
Realen. Kurz: Im Anfang war das Wort, und das Wort ward Fleisch.

Noch kiirzer: Cogitor, ergo sum.

Hugo v. Hofmannsthal: Daf8 wir Deutschen das uns Umgebende als ein
Wirkendes — die <Wirklichkeit> bezeichnen, die lateinischen Europder als
<Dinglichkeit>, la réalité, zeigt die fundamentale Verschiedenheit des Geistes,
und dafl jene und wir in ganz verschiedener Weise auf dieser Welt zu Hause
sind. Siehe auch §4 in Schopenhauers Die Welt als Wille und Vorstellung 1.

6. Was ist eine Aussage?

6.1. Aus seinen Betrachtungen zieht Wittenberg das Resiimee, daf} in der
Mathematik weder der inhaltliche noch der rein formale Standpunkt voll zu
befriedigen vermag. Er sieht diesen Konflikt auf der Mengenebene. Ich sehe
ihn tiefer, in dem, was ich Reine Logik nenne. Darunter verstehe ich die Art
und Weise, wie Menschen iiber Aussagen an sich reden, also ohne Riicksicht
auf den eventuellen Inhalt der jeweiligen Aussagen, und zwar allein mit den
Worten und, oder, wenn ... dann (und ihren Synonymen). Sie gehort also zu
der jeder mathematischen Kommunikation zugrundeliegenden Sprachkultur.

Alles Eliminieren (Vergessen plus Synthese) findet dort sein natiirliches
Ende, wo kein weiterer derartiger Schritt ohne das eigentlich Vergessene zu
bewerkstelligen ist. Dadurch bestimmen sich die Grenzen der ,Reinen Logik*.
Man mag von Aussagenlogik reden, aber ohne Negation, sie reduziert sich also
auf die Angabe der banalsten logischen Regeln. Aber: Die Aussagenlogik ist
nur der komprimiert geschriebene Ausdruck des realen Denkens.*”

Es ist also ganz gleichgiiltig, ob man diese Regeln angibt — ins Bewuftsein
hebt — oder nicht: Thre korrekte Anwendung, ihr richtiges Verstindnis, setzt
das voraus, was durch sie vermittelt werden soll. Schon die Auffithrung von

T Warum kann Hdnschen nicht rechnen? M. Kline, Beltz-Verlag, Basel 1974.
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Regeln (1), (2), ... iiber Aussagen A, B, C, ... ist doch so zu verstehen:
WENN A, B, C, ... Aussagen sind, DANN GILT (1) UND (2) UND

Neben dem ,richtigen“ Gebrauch und Versténdnis der involvierten Worte
(wenn ...dann, es gilt, und) involviert diese allerniedrigste Stufe auch schon
geldufige Symbole — hier A, B, C — als Variable oder Platzhalter, als ,Namen*
oder ,,Bezeichnungen* fiir alles mogliche.

LaBt sich auch nichts weiter reduzieren, so kann es doch durchaus niitzlich
sein, sich noch einmal vor Augen zu halten, dal das Wortchen und einem schon
vorhandenen Wissen weiteres (eine weitere Information) hinzufiigt, und da8
die Wahrheit einer Implikation S = T darauf hinauslduft, dal ein gedachtes
Gegeniiber mit S auch T als ,,wahr* zur Kenntnis nimmt, mein ,also gilt T
zustimmend abnickt, und zwar ohne oder mit meiner Hilfe*® (Beweis genannt),
je nachdem ob S = T schon bekannt ist (als wahr akzepiert wurde) oder nicht.

Mathematische Wahrheit lduft also auf ein gewisses durch Gewohnung
entstandenes Zustimmungsverhalten hinaus.*® Mehr kann auch ein ,externer
Beobachter der mathematischen Szene“ [2.6] nicht gewahr werden.

Schon wenn ich etwas eine Regel nenne, erwarte ich, dafl der Leser sie als
wahr anerkennt, so wie die Regel S < S ist wahr, die die Unsinnigkeit jeglicher
Wahrheitsdefinition besonders deutlich macht.

Die der Mathematik nachgesagte Prézision, ihr so gut wie absoluter Wahr-
heitsgehalt, ihre Widerspruchsfreiheit, 1duft einfach auf die Homogenitéit die-
ses Zustimmungsverhaltens hinaus, auf eine durch Begriffsarmut ermdoglichte
Sprachdisziplin. Kommt es doch einmal zu einem Widerspruch, zu einer
Zustimmungsverweigerung, so geniigt es, den Widersprechenden (den Zweifler,
den Schweiger) zu ignorieren, als inkompetent oder verrickt (von der geraden,
richtigen Linie abweichend, abriickend, weggeriickt) zu erkliren.”® Man muf
ihn zum Schutze der Wahrheit nicht gleich einsperren oder verbrennen.

Trotz einer weiteren Auflerung Klines im Nacken,” mdochte ich doch noch
kurz den Umgang mit ,, Variablen“ ansprechen:

*8Galileo Galilei: Man kann einen Menschen nichts lehren, man kann ihm nur helfen,
es in sich selbst zu entdecken.

“Dieses geht letztlich auf die schon im Tierreich erworbenenen Erfahrungen mit der
zeitlichen Abfolge von Ereignissen zuriick. Die logische Bedeutung der Worte folgen
und wenn ... dann abstrahiert ihren urspiinglich rein temporalen Sinn.

Siehe auch Kapitel X (Sprache und Wirklichkeit in der modernen Physik) in dem
Biichlein Physik und Philosophie von W. Heisenberg [Ullstein Verlag, Berlin 1961].

5°0der als einen als Mathematiker verkleideten Philosophen [12].

®' Die Neue Mathematik als Ganzes ist eine Darstellung aus der Sicht des seichten
Mathematikers, der lediglich die unbedeutenden deduktiven Details schdtzt, sowie die
minderen pedantischen, sterilen Unterscheidungen, wie diejenige zwischen Zahl und
Zahldarstellung, und der danach trachtet, Bagatellen durch hochténende Terminologie
und Symbolismus aufzubauschen.
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Dem Ausdruck V,c4 E — fiir jedes Element x von A gilt E — habe ich den
Inhalt © € A = FE gegeben. In der Praxis gibt es einen kleinen Unterschied:
Angesichts V,c4 E brauche ich mich nicht um eine frither dem Symbol = gege-
bene Bedeutung zu kiimmern. Ein auf den ersten Blick gruppentheoretischer
Satz G Gruppe = ... hat eine ganz andere Bedeutung, wenn in dem gegebenen
Zusammenhang schon G als Halbgruppe vorliegt.

6.2. Wir haben im Laufe der Analyse alles auf Elementaraussagen wie A ist
ein Bereich, x ist ein Element von A, x ist ein Objekt, « ist eine Abbildung,
S ist eine Aussage reduziert. Von letzterer abgesehen, ist ihr Informationsge-
halt rein formaler Natur, d.h. die Worte Bereich, Element, Objekt, Abbildung
wiirden Dedekinds Probe [2.1, Fufinote 11] miihelos bestehen. Dagegen ist das
Konglomerat Aussage, und, oder, wenn/dann inhaltlicher Natur. Es verankert
die Mathematik im engeren Sinne in der zugrundeliegenden Sprachkultur.

Was immer uns in Fortsetzung des bisherigen als Aussage begegnen wird,
148t sich als sukzessive aus solchen Elementaraussagen via 5.2(d) — Komposition
mittels und, oder, impliziert — entstanden denken.?? Eine solche Beschreibung
in eine Definition umzumiinzen, habe ich schon in 2.4 ausgeschlossen. Wie
im Kefersteinbrief wiirde Falschgeld entstehen, Papier mit den inhaltsleeren
Worten , karam sipo tatura®. Auch als bare Miinze genommen wiirde es nichts
an dem Begriffsproblem &ndern, sondern nur die mathematischen aus der Masse
der gewohnlichen — umgangssprachlich so genannten — Aussagen aussondern,
mittels expliziter Angabe statt implizit durch Angabe einiger Regeln.

Dieser Gegensatz ist der zwischen dem Auperlichen und dem Innerlichen
in der Mathematik [Ges. Werke II, 54-55], personifiziert durch Hilbert und
Dedekind. Dessen Aversion gegen das AufBerliche (im Einklang mit einem
Gottesgebot: Du sollst dir kein Bildnis machen!) steht Hilberts Betonung
des konkret—anschaulichen an seiner Beweistheorie diametral gegeniiber.

Der Aufgabe, den Begriff einer Aussage zu erkliren, stehe ich letztlich
genauso hilflos gegeniiber wie der hl. Augustinus der Frage Was ist die Zeit?.

So wie es dem Physiker gentiigt, die Zeit zu messen, mufl es dem Mathe-
matiker geniigen, jedesmal wenn er es von seinem Gegeniiber erwartet, eine
AuBerung, einen Ausdruck, als Aussage akzeptiert zu sehen. Und das sollten
die oben angesprochenen Festlegungen (5.2(d) plus Elementaraussagen) mit
einer fiir das mathematische Schlieflen ausreichenden Schérfe gewéhrleisten.

2 Auf einem solchen Verstédndnis liele sich dann eine Art Beweistheorie etablieren.
Eine solche, auf welcher Grundlage auch immer, ist Meta-Mathematik in des Wortes
natiirlicher Bedeutung, oder, nach entsprechender Axiomatisierung, eine mathemati-
sche Theorie. Der Vergleich mit theoretischer bzw. mathematischer Physik ist vielleicht
nicht ganz abwegig. Als abwegig empfinde ich nur die Vermengung mit dem Thema
Grundlagen der Mathematik.
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Da#f3 sich die Innereien einer Aussage so dem anatomisch interessierten Auge
verschlieen, daff man nicht einmal von ihnen reden kann, verbaut jede Moglich-
keit, sich mit seinen Grundlagenproblemen in eine wie auch immer geartete
logische Wissenschaft zu fliichten (wie in der axiomatischen Mengenlehre).

Man verfiigt nur {iber das blanke Wort Aussage, nicht {iber ein-, zwei-, oder
mehrstellige ,,Pradikate® oder sonstwas.

6.3. Die in der Literatur verstreuten logisch—sprachlichen Antinomien beru-
hen hauptséchlich darauf, dafl alles und jedes als Aussage akzeptiert wird, dafl
auch noch die Lebenssituation der aussagenden Personen mit ins Spiel kommt.
AuBerdem wird mit schwammigen Begriffen gearbeitet, und manchmal sind die
Dinge auch gar nicht richtig durchdacht, rein logisch gesehen.

Witzig und lehrreich ist die folgende Version des Liignerparadoxons®:

Sokrates: Was Platon gleich sagen wird, ist falsch.
Platon: Sokrates hat wahr gesprochen.

Das Lehrreiche an der Sache besteht darin, dafl sie die friither gegebene
Definition S/ :<= S = F miihelos iiberlebt. Anstelle eines Widerspruchs folgt
nun die ganz beliebige Aussage F' (etwa der Satz von Fermat). Das Vergniigen
der Herleitung lasse ich aber dem Leser. Die Aussage des Sokrates lautet jetzt

(S) Die gleich folgende Aussage des Platon impliziert F'.

In seinem Buche Aufbau der Physik [Carl Hanser Verlag, Miinchen 1985]
entwickelt C. F. v. Weizsdcker eine , Logik zeitlicher Aussagen® und wendet
sie auf ein ,altbekanntes »Paradox<“ an: Der Lehrer sagt den Schiilern: >In
der kommenden Woche werde ich eine Klassenarbeit schreiben lassen, aber ihr
werdet nicht vorher wissen, an welchem Tag.< Prdzisierungsfrage: > Werden
wir es auch am Morgen des betreffenden Tages nicht wissen?< Antwort: »Auch
an dem Morgen nicht.« Das Paradox besteht nun darin, dafl diese Aussage

1. einen Widerspruch impliziert,
2. empirisch leicht bestdtigt werden kann.

Um es kurz zu machen: Die Schiiler schlielen, mit dem letzten beginnend,
einen Tag nach dem andern aus, und wundern sich dann, als der Lehrer am
Mittwoch doch schreiben 148t. So stellen sich jedenfalls die Autoren die ,,empi-
rische Bestétigung“ vor.

Aber: Eure Gedanken sind nicht unsere Gedanken!

Jedem aufgeweckten Schiiler ist es Mittwoch friih sonnenklar, dafl die Arbeit
noch am selben Tage geschrieben werden muf3, weil ja alle iibrigen Tage logisch
einwandfrei ausgeschlossen wurden.

*Dem Biichlein Die Scheinwelt des Paradorons von P. Hughes und G. Brecht ent-
nommen [Vieweg, Braunschweig 1978].
In ihm wird auch das gleich folgende ,altbekannte »Paradox<* diskutiert.
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6.4. Das unausgesprochen im Raume stehende Wort Unfug, einhergehend
mit Dedekinds karam sipo tatura, erinnert an einen Passus in Zermelos [21]:

Natiirlich gibt es auch ,nichi-definite“ Figenschaften in jedem System, wie
etwa ,grin angestrichene“ Mengen oder Irrationalzahlen, ,die durch keine end-
liche Anzahhl von Worten in einer beliebigen europdischen Sprache definiert
werden konnen“, und es erscheint mir keineswegs tberfliissig, auf solche
sunsinnigen® oder unwissenschaftlichen® Definitionen Bezug zu nehmen: hat
man doch mit solchen Hilfsmitteln w. a. ,die Unmdglichkeit der Wohlordnung
des Kontinuums“ nachweisen wollen.

Ich denke, man sollte jedem sein Vergniigen lassen, der sich mit der Menge
der griinen Zahlen zwischen 5 und 99 beschéftigen mochte. Es lohnt sich auch
nicht, die Existenz einer solchen Menge zu bestreiten; das wére genauso unsinnig
wie sie zu behaupten (aber nicht unsinniger als Existenz- und Gleichheitsfragen
in manch anderem Bereich).

Ahnlich sehe ich die Menge aller Zahlen y mit z + 2 = 5. Zu ihr gelangt
man ganz serios so: Schreibe F fiir x + 2 = 5. Dann ist E eine Aussage wenn
(immer wenn) x eine Zahl ist, und letztere Aussage (z Zahl = E Aussage), fiir
sich genommen, impliziert somit dasselbe mit y anstelle x, d.h. E ist auch eine
Eigenschaft von Zahlen y (in der Terminologie von 5.6). Ist das bedenklich?

6.5. Zuriick zum Ernst des Lebens! Dedekind im Kefersteinbrief:

Damit war die Analyse beendigt, und der synthetische Aufbau konnte
beginnen; es hat mir doch noch Miihe genug gemacht!

Auch der Leser meiner Schrift hat es wahrlich nicht leicht; aufler dem
gesunden Menschenverstande gehért auch noch ein sehr starker Wille dazu,
um Alles vollstindig durchzuarbeiten.

Also auf zum Aufbruch in das neue Land.”* Manch exotisch anmutendes
mag dem kithnen Entdecker begegnen, und auch dafiir héilt das Buch von
Weizsécker und Juilfs [3.1] ein schénes Wort parat:

Wer sich die Welt anschaulich vorstellen will, begniige sich wie Goethe mit
dem wirklichen Augenschein, mit dem Urphdnomen.

Wer hinter den Augenschein dringen will, suche dort nicht die Gesetze des
Bereiches wiederzufinden, den zu verlassen sein Ziel ist.

Mutatis mutandis: Man nehme das Thema Grundlagen der Mathematik
ernst, oder lebe weiter gliicklich und zufrieden in Cantors Paradies.

*Der Teil und das Ganze. W. Heisenberg. R. Piper & Co., Miinchen 1969.






BEREICHE — KLASSEN — MENGEN

1. Reine Logik und Negation.

1.1. Unsere Diskussion (mathematischer) Aussagen griindet sich auf die
Annahmen (a) und (b) und den gewohnten Umgang mit den Worten und, oder,
impliziert (und ihren Synonymen, wie A,V,=>), sowie mit den als Namen fiir
alles mogliche vertrauten Symbolen, meistens Buchstaben.

Dieser ,,gewohnte Umgang* lduft auf ein gewisses homogenes Zustimmungs-
verhalten hinaus, in welchem sich fiir mich auch der Begriff mathematischer
Wahrheit erschopft. Es liegt jeder zwischenmenschlichen Kommunikation zu-
grunde, also auch jedem Versuch es zu erkldren, und darin &ndert auch die
Auflistung schoner logischer Regeln nichts.

Wir nutzen die vertraute mathematische Sprache, soweit ihre Bedeutung in
dem hier entwickelten Rahmen klar ist.

Natiirlich soll (b) auch fiir jedes andere ,,Symbol“ anstelle X gelten, und das
148t sich auch so ausdriicken: ist eine Aussage ist ein Priadikat (im gewohnlichen
grammatischen Sinne) der zu entwickelnden Sprache. Weitere Pridikate werden
in 2.1 eingefiihrt: ist ein Objekt, ist ein Bereich, ist eine Abbildung.

(a) Mit S und T sind auch SAT, SVT und S =T Ausssagen.
Fiir A und = geniigt anstelle 7" Aussage die Voraussetzung

(%) S hat zur Folge, dal T" eine Aussage ist.

(b) X ist eine Aussage ist eine Aussage.

1.2. Beziiglich einer noch festzulegenden Aussage F wird die Negation S’
einer Aussage S als die Aussage S = F definiert, und daraus erklért sich die
Bedeutung von Worten wie nicht und falsch im Zusammenhang mit Aussagen.
Weitere Definitionen:

S ist stabil <= ST =8,

S ist definit <= SV S7.

Das kanonische F', das Urfalsche, ist die Aussage, dafl alle Aussagen &quiva-
lent sind: A, B Aussagen =— A = B. Es liegt allem weiteren zugrunde.
Gleichwertig: Eine falsche Aussage impliziert jede Aussage.

Ohnehin ist falsch was etwas falsches impliziert, und auch die Masse der
gleich folgenden Regeln ist ganz unabhéngig von F: setze in 1.4(b), 1.5(b)
sowie 1.5(a)[=] noch F' = T voraus. All diese Regeln kénnten einem auch bei
den Intuitionisten begegnen, die iibrigens das Wort stabil in dhnlichem Sinne
verwendeten (laut Meyers Konversationslexikon).

Obiges (*) geniigt soweit dies iiberhaupt infrage kommt:
In 1.4(a)(b)(d"), 1.5(a)(b"), 1.6(d), 1.8, und in 1.6(a) fiir A und =.
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1.3. Einfache Grundregeln.
(a) S=T = T!/= 57

b) S=T = S/ =T1/.

(c) S = S/ (SASTist falsch).
(d) ST < SHF (87 ist stabil).
(e) S= S5/ = S7.

(f) (S« S (Lignerregel).

1.4. Negation von A V =-.
) (SAT) — 8S=1T7.
b) (S=T) < (SATH)I.
) (SVT) <« S/ AT/
d) (SAT)! = (S/vTh)i,
d) (SAT) <« (S7v(S=T%))".

1.5. Doppelte Negation.
(a) (S=T)! «— S=T/.
(b) (SAT) «— SITATI.
() (SAT) = SITA(S=T).
(c) (SVT) «— Sf =T/,
1.6. Stabil und definit.
) Mit S und T sind auch SAT, SVT, S =T definit.
b) Ist T definit, so ist T stabil (also auch T/ definit).
) Ist S definit und T stabil, so ist auch SV T' stabil.
d) Mit S und T ist auch S AT stabil.

1.7. Mehr dariiber.

) (Sv.SH)IT (S ist nicht indefinit).
b) (877 = S§)/ (S ist nicht instabil).

) S ist definit <= S ist definit ist stabil.
d) S iststabil <= S ist stabil ist stabil.

1.8. Stabilitat ist assoziativ:

(S=1T) ist stabil <= S = (T ist stabil).
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1.9. Ein stabiles T folgt schon aus S/ wenn es aus S folgt [1.3(b)].
Damit ist S// (stabil und von S impliziert) der stabile Abschlufi von S.

1.10. Ein Standardbeweis ist ein Beweis einer stabilen Aussage. In einem
solchen darf S vorausgesetzt werden wenn S// gilt.
Ein Beispiel tut es fiir alle: Das erste Assoziativgesetz 1.5(a) fithrt ndmlich
via 1.7(a)(b) zu
(S Aussage = S ist stabil und definit)//

und somit darf (und wird) in einem Standardbeweis jede Aussage als stabil und
sogar definit angenommen werden. Mit S/7 ist somit auch S gegeben.

Das zweite Assoziativgesetz 1.8 folgt sofort aus dem ersten:
Die linke Seite L bedeutet S = T' <= (S = T)// und damit S = T <=
S = T77. Und die rechte Seite R bedeutet S = (T < T/7).

Ich verifiziere noch die etwas anspruchsvolleren Regeln 1.4(b)(d) und gebe
zum Rest ein paar Hinweise.

Zu 1.4(b): Zum Beweis von = nehmen wir (die linke Seite) L an, dann
R :& (S AT?)! zum Beweis von R, mit dem Ziel F.

Laut L geniigt S = T'. Nehme also S an, jetzt mit Ziel T'. Dafiir geniigt F',
denn F impliziert alles. Laut R’ geniigt S AT/, also schon T".

Nehme also T an, mit Ziel F. Aus T folgt S = T, und daraus F' via L.

Fiir die Riickrichtung <= wird R angenommen plus S = T. Zum Beweis
von F via R wird obiges R’ nachgewiesen. Dazu wird S A T/ [S und T7]
angenommen, wieder mit Ziel F. Mit S gilt T, und T plus T impliziert F.

Ubrigens gilt R < (S = T//)/, aufgrund (a).

Zu 1.4(d): Fiir = wird neben L noch R’ :& (SY Vv T)/ angenommen, mit
dem Ziel F. Ist S gegeben, so folgt T/ (aus L), und aus T folgt F via R’

Das beweist S7, also F', wieder wegen R'.

Es bleibt R = L. Nehme also R und S AT an, mit Ziel F.
Dafiir geniigt R’. Nehme also S¥ vV T an, wieder mit Ziel F, und dieses
ergibt sich sofort aus S AT.

Zu (d'): Wende (d) mit S AT anstelle 7" an und beachte (a).

1.5(a): Wende 1.4(b)(a) an und X/// < X7 [1.3(d)].

1.5(b): Wende 1.4(d)(c) an und wieder X/// < X/.

Zu (b'): Wende (b) an mit S = T anstelle 7' und beachte (a).

1.5(c) folgt sofort aus 1.4(c)(a), 1.6(c) aus 1.5(c), 1.6(d) aus 1.5(b), 1.7(a)
aus 1.5(c), 1.7(b) aus 1.5(a), 1.7(c) aus (a), und 1.7(d) aus (b).

Es bleibt 1.6(a)(b). Man muf} bei A und = wie andernorts (Liste in 1.2)

nur darauf achten, daf (x) ausreicht. Die Varianten (d’) und (b’) in 1.4 und 1.5
sind natiirlich nur deshalb aufgefiihrt, weil fiir sie (x) ausreicht.
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2. Bereiche und Abbildungen.

2.1. Wie in 1.1 angedeutet, ist x ist ein Objekt eine Aussage, ebenso A ist
ein Bereich und « ist eine Abbildung (wobei o bzw. A ein Objekt ist).
Der rein sprachliche Informationsgehalt wird durch (a)(b) wiedergegeben:

(a) za ist ein Objekt wenn x ein Objekt und « eine Abbildung ist,

(b) x € A ist eine Aussage wenn x ein Objekt und A ein Bereich ist.

Das reflektiert das absolute Minimum an Information, welches mit den
Begriffen Menge und Abbildung in der r.e. Mathematik verbunden ist:

Eine Menge M bzw. Abbildung « erlaubt, von den Elementen von M zu
reden bzw. den Bildern za gewisser Objekte .

Das Wort Funktion — synonym mit ,,Abbildung® — verwende ich gerne fiir
individuelle, dem Funktionieren des Ganzen dienende Abbildungen.

2.2. Fiir Bereiche A, B haben A C B und A = B die vertraute Bedeutung:
r€A = x€eB bzw. x€A & x€B,
und a : A — B steht fir x € A = za € B.

Die Beziehungen = und C (reine Notation!) sind reflexiv und transitiv,
weiter symmetrisch bzw. anti-symmetrisch.

(a) a: A — B plus A’ C A impliziert a: A" — B.
(b) @ : A — B plus B C B’ impliziert o : A — B’.

2.3. Eine Relation zu einem Bereich A ist eine Abbildung p der Art, dal xp
fiir jedes € A ein Bereich ist; und p ist eine Relation auf oder von A, wenn
xp sogar ein Teilbereich von A ist (x € A= zp C A).

Schreibe zpy fiir y € xp. Das erklirt den Begriff einer Aquivalenzrelation.

Auch fiir Relationen werden die ,,Beziehungen“ = und C erklért:

p C (=) 7 bedeutet zp C (=) z7 fiir alle z € A,
und das in 2.2 iiber = und C gesagte bleibt giiltig.

() Sei U C A und p eine Relation von A mit zp C U fiir alle x € U.
Dann ist p auch eine Relation von U.

2.4. Ein Bereich A ist leer, wenn (z € A)/ gilt.

Dann folgt A C B fiir jeden Bereich B, denn x € A ist falsch, impliziert
also alles, insbesondere = € B.

L&Bt sich ein Element in A ,, wihlen*“ wenn A nicht leer ist?

Ist eine aus x € A resultierende Aussage T tatséchlich wahr?

Ja, wenn T stabil ist, denn dann geniigt (z € A)// statt x € A [1.9].
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3. Existenz.

3.1. Schreibe kurz x € D fiir x ist ein Objekt. Setze fiir das folgende
(¥) x €D = FE ist eine Aussage

voraus. Das geniigt fiir einige allgemeine Definitionen, Regeln und Vorausset-
zungen. Auf etwas explizites angewandt — man denke an einen z involvierenden
Ausdruck anstelle E/ — lassen diese sich in gewohnter Weise handhaben, das bei
allgemeinem E fest daran klebende x wird wieder ,,variabel“.5®

Es liegt nahe, bei F von einer Aussage iber x € D (iiber Objekte x) zu
reden, auch von einer Eigenschaft von x € D. Dem Wort ,, Eigenschaft* an sich
gebe ich aber keine formale Bedeutung.5

Natiirlich kénnte D auch fiir irgendeinen Bereich stehen, oder fiir sonst eine
Einschrinkung, eine weitere Aussage E’ iiber Objekte x. Dazu wire aber (x)
mit £’ A E anstelle E dquivalent.

Es ist kein Verlust an Allgemeinheit, gleich eine Aussage F vorauszusetzen:
ersetze einfach E durch x € DA E [1.1(a)(x)].

3.2. Schreibe J,cp E fiir (x € DAE)/.
Die Negation dieser Ezistenzaussage ist (z € DA E)’ [1.3(d)].
Das Hauptbeispiel fiir E ist € A (A ein Bereich). Nichtexistenz bedeutet
A ist leer, Existenz somit A ist nicht leer. Genauso vertraut ist uns
re€DNE = dyep E
und dafl zum Beweis der Nichtexistenz eines Objektes x mit Eigenschaft F ein
solches x zu einem Widerspruch (einer falschen Aussage) gefiithrt werden muf.

3.3. Schreibe V,cp E fiir v € D = E. Mit 1.4(a)(b) folgt
(a) (Zeer B)) = Viep BV,
(b) (vaD E)f — EI:EGD Ef-

3.4. Der Beobachtung in 2.4 ganz analog ist die folgende (allgemeinere):
Jyep E plus 2 € DAE = T (T stabil) impliziert 7'

3.5. Die Existenz eines Objektes x mit Eigenschaft E gelangt praktisch nur
iiber 3.4 zur Anwendung: In einem Standardbeweis darf ein solches x explizit
vorausgesetzt werden.

Noch besser [1.10]: Mit J,cp E ist auch z € D A E gegeben.

Jede Existenzaussage J,¢p E ist stabil, wie allgemeiner jede Negation S7.

Gewdohnlich geht d,cp E noch eine Voraussetzung V' voraus, und auch eine
solche allgemeine Existenzaussage V = J,cp E ist stabil [1.8].

*Wer aus (x) die Aussage y € D = F ist eine Aussage ableitet, mag sehen wie weit
er damit kommt.

**Wem es nach einem ,richtigen“ Eigenschaftsbegriff verlangt, moge doch einfach
Objekt mit Figenschaft A sagen statt Element des Bereiches A.
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4. Klassen und Gleichheit.

4.1. In erster Nidherung ist eine Klasse ein Bereich zusammen mit einer
Aquivalenzrelation. Das Problem ist das Wort zusammen, dahinter der Begriff
eines Paares. Wir setzen voraus:

(a) einen Bereich K, dessen Elemente Klassen genannt werden,

(b) eine Funktion, die jeder Klasse K einen Bereich ,,zuordnet*, den Grund-
bereich Kz von K,

(c) eine Funktion, die jeder Klasse K eine Aquivalenzrelation von Ky
zuordnet, die Gleichheitsbeziehung =k von K,

(d) eine Funktion (etwa /), die jedem Bereich A eine Abbildung (etwa A/)
zuordnet, die jeder Aquivalenzrelation p von A eine Klasse A/p zuordnet mit

(A/p)s = A und =4/ = P-

4.2. (a) Elemente z,y einer Klasse K heiflen gleich wenn = =y y ist.
Schreibe einfach x = y, wie x € K statt z € Kz.

(b) Sei U ein Teilbereich von Ky mit x=5 C U fiir alle x € U.
Dann ist = auch eine Aquivalenzrelation von U [2.3(x)], und daraus ergibt
sich die Klasse U/=x. Beispiele: U = = und leere Teilbereiche U.
Bezeichne die Klasse x=p /=x mit {z}x oder kurz {z}.
(c) Eine Klasse L ist eine Teilklasse von K — schreibe L C K — wenn
Ly C Kg und {z}; = {z}x firallexz € L.
Dual hierzu ist L eine Faktorklasse von K, wenn
Ly = Kg und {z}; O {z}x firallexz € L.
Natiirlich heilen K und L gleich — schreibe L = K — wenn
Ls =K und {z}; ={z}x firallex € L (d.h. z€ K.
(d) Fiir Teilklassen X,Y von K gilt X CY < Xz CYp.
(e) Um die Klasse P(K) aller Teilklassen von K zu ,definieren®, simultan
fir alle Klassen K, nehmen wir eine Funktion P : K — I an mit
XePK) < XCK und X=prY << X=Y.
Die Teilklasse { K} von P(K) besteht aus allen Klassen L = K.
(f) M € K ist eine Klasse von Klassen, auch Quasiteilklasse von K genannt,
wenn jedes X € M eine Klasse ist mit {X} = {X} u.
Beispiel: M = P(K).

4.3. 4.1(d) erklart den Schonfinkelkniff [17], d.h. wie eine ganz gewohnliche
Abbildung zwei, drei, oder mehr Dingen a, b, c,... etwas zuordnen kann, so als
stiinden Paare (a,b), Tripel (a,b,c), ... zur Verfiigung.

Die 2-variable Funktion / in 4.1(d) ordnet A und p ein Element von K zu.
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4.4. (a) Fiir Klassen K, L bedeutet « : K — L neben « : Kz — L noch

ra = ya fir alle z,y € K mit z = y.

(b) Die Klasse F(K, L) all dieser Abbildungen, mit Gleichheitsbeziehung
a=p < za=yp firallezre K,
wird analog 4.2(e) eingefiihrt: Setze eine 2-variable Funktion f voraus, die

K und L die gewiinschte Klasse zuordnet; schreibe dann F(K, L) statt LK f,
auerdem F(K) statt F(K, K).

(c) Auch fiir K anstelle L werden die Aussagen o : K — L und a = f8
definiert, genau wie oben, mit K anstelle Ly (K anstelle K ist irrelevant).

4.5. Eine Auswahlfunktion zu A : K — K ist eine Abbildung o mit xa € x\
fiir alle x € K, plus za = ya fiir alle x,y € K mit x = y.

Die Klasse all dieser a : K — X, das kartesische Produkt F(K,\) der
Klassen zA (x € K) wird analog F(K, L) eingefiihrt.

4.6. Zu Klassen A, B wird das Produkt A x B € K analog 4.1 eingefiihrt:
Setze P € K voraus sowie Funktionen m : P — A und 7 : P — B mit
p=q <= pm=gqm und pm = qm;,
ferner eine 2-variable Funktion 7, die @ € A und b € B ein p (= bar) in P

zuordnet mit pm; = a und pry = b. Schreibe A x B fiir P, und p; fiir pm;.

Die universelle Verfiigbarkeit solcher Klassenprodukte erfordert noch vier
2-variable Funktionen, welche A, B € K die Objekte P, m;, 7, w zuordnen, und
diese Funktionen sollten sich mit C vertragen:

Fir A’ C Aund B’ C B ist P’ = A’ x B’ eine Teilklasse von P = A x B,
und 7y, w9, 7 setzen ihre A’-B’-Analoga 7, ), 7" fort.

Natiirlich steht (a,b) fiir m(a,b) = bam, weiter A x B x C fiir ((A x B) x C)
und (a,b,c) fir ((a,b),c). Fir p = (a,b,c) folgt a = pmymy, b = pmyme und
¢ = pmy, wobel 7; sowohl fiir 7;(A, B) als auch fiir m;(A x B, C) steht.

Wir schreiben auch einfach pq, po, ps.

Wir miissen auch von ,,Paaren® (a,b) reden kénnen, bei denen b irgendwie
von a abhéngt. Fir A € K und 8 : A — K wird daher die Klasse P = A x 8
aller Paare (a,b) mit a € A und b € af eingefiihrt. Verfahre analog obigem.

4.7. Es liegt nahe, unter einer Relation einer Klasse eine mit der Gleichheits-
beziehung vertréigliche Relation des Grundbereichs zu verstehen. Die folgende
Variante wird jedoch im Vordergrund stehen:

Eine Relation zu einer Klasse A ist eine Abbildung p: A — K.

Im Falle p: A — P(A) ist p eine Relation auf oder von A.
Natiirlich steht zpy wieder fiir y € xp.
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5. Existenz von Teilklassen und Abbildungen.

5.1. Mit den folgenden ,,Axiomen“ begegnen uns die ersten wirklich inhalt-
lichen Voraussetzungen. Die bisherigen Annahmen dienten nur der Einfithrung
gewisser Grundobjekte und -begriffe.

Axiom I [Existenz von Teilbereichen].
Sei A ein Bereich und F eine Aussage iiber x € A.
Dann hat A einen Teilbereich U mit

€A —= ze€U<«&FE.

Axiom II [Existenz von Auswahlfunktionen].
F(K, ) ist nicht leer, wenn all die Klassen zA (z € K) nichtleer sind.

Axiom IIT [Existenz von Relationen].
Zu jeder Teilklasse U von A x B oder A x 3 existiert die Funktion, welche
jedem a € A die Klasse aller b € B bzw. b € af mit (a,b) € U zuordnet.

5.2. (a) Axiom I wird gewohnlich auf den Grundbereich A einer Klasse K
angewandt, und ist dann nur von Interesse wenn (jedes) U mit =y vertriglich
ist und damit zu einer Teilklasse U/ =k fiihrt [4.2(b)].

Diese Vertraglichkeit ist einem explizit gegebenem E sofort anzusehen, und
a8t sich bei allgemeinem E einfach so definieren, dafl jedes U vertréglich ist.

Nenne E dann eine K-Aussage/FEigenschaft iiber/von = € K.

(b) Das Beispiel F' anstelle E fiihrt zur Existenz der leeren Teilklasse ().
Ich sage ,,der* und nicht ,einer”, weil alle leeren Klassen ,gleich* sind.

(¢) K =0 bzw. K # () dient einfach als Abkiirzung fiir K ist (nicht) leer.

(d) Sonstiges Auftreten von ) ist implizit mit der Annahme verbunden,
daBl () eine leere Klasse ist. Diese Konvention ist immer zu beachten, wenn
ein lediglich existentes Objekt die Biihne betritt. Aus der Sicht eines spéter
folgenden Standardbeweises sind derartige Annahmen redundant [3.4/5].

5.3. Der B-Fall von Axiom III fiihrt zu der konstanten Funktion a — B,
und dann iiber Axiom II, das Auswahlaziom nach Zermelo, zu F(A, B) # 0
wenn B # () oder A = () ist. Fiir b € B ist also F(A, {b}) # 0, d.h. es existiert
die konstante Funktion a — b.

5.4. Ich wiederhole den in 5.2(a) erarbeiteten Existenzsatz fiir Teilklassen:

Ist K eine Klasse und E eine K-Aussage iiber z € K, so hat K eine Teil-
klasse U mit xr€¢ K = ze€U & E.

Schreibe U = {z € K | E}.

Damit wird nur eine Aussage definiert, eine Eigenschaft der Teilklasse U
von K. Der Ausdruck {...|...} erhélt erst in § 7 unter gewissen Zusatzvoraus-
setzungen eine eigenstandige Bedeutung.
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5.5. Sei wieder A€ K, : A— K und P = A x (. Setze eine Aussage E
tber x € A und y € xf8 voraus, d. h.

(%) rc€A und yexf = E ist eine Aussage.

Ein explizit gegebenes E 14t sich leicht in eine Aussage E’ iiber p € P
transformieren. Wire x 4+ y = 3 ein Beispiel fiir F, so wire E' < p; + py = 3.

Ich arbeite lieber mit der Aussage E' <= xz€ A N yeaxf ANE.

Jede Aussage ist eine Aussage iiber p € P. Somit hat P einen Teilbereich
U mit p € U & E’ und folglich

(xx) z€A uwdyeczf = (r,y)eU < E.

Jetzt konnen wir analog 5.2(a) von einer A-S-Aussage/Eigenschaft iiber/von
x € Aund y € xf reden, wenn jedes (xx) geniigende U mit =p vertréiglich ist
und somit zu der Teilklasse U/=p von P fiihrt. Auf diese 148t sich dann Axiom
III anwenden, und daraus ergeben sich gewisse Abbildungen:

5.6. Existenzsatz fiir Abbildungen.
Zu A, 3, E wie eben existiert o : A — K mit zo = {y € 25 | E}.

Existiert zu jedem x € A ein y € 8 mit F, so existiert ein « : A — o,
d.h. ein o : A — S welches jedem x ein y mit E zuordnet:

r€A za=yecxf = FE.
Beides (wie folgendes) gilt auch fiir B € K anstelle 8 (und zf3).
5.6’. Eine meta-mathematische Betrachtung zu 5.6.

Zu jedem z € A sei ein Element f(x) € xf explizit angegeben, und fiir
x' =z gelte f(a') = f(z). Wende 5.6 an mit F <= y = f(x).

Erhalte a : A — § mit za = f(z).

Das vertraute naive ,,Zuordnen* 143t sich also durchaus iiber 5.6 realisieren.

Beispiel: Das Produkt «: ¢ — xajo von o : A — M und oy : M — B.

5.7. Der Fall A= K X « in 5.6.

Sei E’ eine Aussage iiber z; € K, zy € xyy und y € (x,25)5, natiirlich
wieder mit = vetréglich. Arbeite mit der Aussage

1 €K N zy€xy Ny € (x1,22)8 N E
anstelle £. Daraus resultiert ¢ mit
(x17x2)0 = {y € (xth)ﬁ | E/}

und « folgt analog.

5.7". Das (A = K X «y)-Analogon von 5.6.

Sei jetzt zu x; € K und x5 € x17 ein Element f(z,25) € (21, x2)0 explizit
gegeben (die ,, Pseudofunktion“ f wieder mit = vertréglich).

Dann existiert a : A — [ mit (21, z0)a = f(z1, x2).

Arbeite dazu mit F(z) = f(xm, zm,) anstelle f(x).
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5.8. Anwendungen von 5.6.

(a) Seien A, B Klassen und p eine Relation ,zwischen” Az und Bg, d.h. fiir
jedes x € A ist zp ein Teilbereich von B. Auflerdem sei p mit =4, und =g
vertraglich, d.h. firx =2’ in Aund y = ¢’ in B gilt zpy < z'py’.

Wende 5.6 an mit F < zpy. Fir o : A — P(B) gilt zo = zp / =5.

(b) Ein Beispiel fiir p (mit A = B) ist p = =4. Hier ist xzo = {z}, und
a: A— Aist ,die“ identische Abbildung von A: za = x fir alle z € A.
Sie hitte auch gut als Beispiel zu 5.6’ getaugt.

(c) Die Abbildung v : B — A sei surjektiv [zt € A = 3y € B mit yy = z|.
Die B-Version von 5.6, angewandt mit E :& yvy = z, fithrt jetzt zu einem
Linksinversen a: A — B von v (fiir z € A ist zay = x).

(d) Ein Fortsetzungssatz: Setze Klassen A, B voraus sowie Teilklassen U, U’
von Amit A=U UU'. ZuX:U — Bund X : U — B existert dann eine (und
nur eine) Fortsetzung av: A — B von A und \'.

Wende dazu 5.6 anmit £ <= (x €U A zA=vy) V (x €U A zXN =y).

5.9. (a) Zwar steht in einem Standardbeweis die identische Abbildung id 4
einer gegebenen Klasse A zur Verfiigung, auch die einer weiteren Klasse A,
oder noch einer weiteren Klasse Ay, oder ... , aber die generelle Verfiigbarkeit,
sozusagen fiir alle Klassen gleichzeitig, setzt (cum grano salis) eine Funktion
voraus, etwa id, die jedem A sein id4 zuordnet.

Analog briauchte man fiir die universelle Verfiigbarkeit der Abbildung a — b
in 5.3 eine 3-variable Funktion, welche A, B, b diese Abbildung zuordnet.

,Cum grano salis“: Es konnte sich auch um eine Kombination von Funktio-
nen handeln, wie bald in §7.

(b) Ein Existenzbeweis via 5.6 wiirde die Klasse aller Klassen vorausset-
zen, zumindest ihre Existenz, d.h. die Existenz einer Aquivalenzrelation p des
Bereiches K mit ApB < A = B.

Wiirde die Russellsche Antinomie die (Existenz der) Klasse I — genauer
K/p — zulassen? Jedes Kind weifl heutzutage wie sie funktioniert: Die Klasse
R aller Klassen K mit K ¢ K fiihrt zu einem Widerspruch.

Wohl existiert der Teilbereich R von K, aufgrund Axiom I; die Existenz
der Teilklasse R erfordert aber die Vertriglichkeit der Eigenschaft K ¢ K
mit p [5.4], d.h. aus A = Bund A ¢ A miifite auch B ¢ B folgen, was ich nicht
sehe (vgl. mit I1.3.2). Nanu, wére die Klasse K vielleicht doch lebensféhig?

(c) Leider nicht: Mit ihr stiinde auch die Klasse P = P(K) zur Verfiigung.
Die Eigenschaft £ ¢ £ von £ € P ist mit =p vertréiglich. Nach 5.4 existiert
daher die aus allen £ mit £ ¢ £ bestehende Teilklasse R von P. Sie fiihrt iiber
die Liignerregel 1.3(f), mit S :& R € R, zu einem Widerspruch.
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(d) Das erledigt nicht nur K als Klasse, sondern auch noch die hypothetische
Klasse P(K) aller Quasiteilklassen von /C [4.2(f)].

(e) Ein weiteres Opfer Russells ist die hypothetische Klasse F' = F(A,K)
aller o : A — IC, wobei A irgendeine nichtleere Klasse ist [=r geméa8 4.4(c)].

Betrachte, um sie zu einem Widerspruch zu fiihren, zu « € A die nach 5.4
existente Teilklasse R aller v mit o ¢ xa C F' (in der Tat ist diese Eigenschaft
von a € F' mit = vertréglich). Nach 5.3 existiert @ mit xa = R. Wende jetzt
die Liignerregel an mit S < « € R.

(f) Der hypothetische Bereich D aller Dinge, d.h. Objekte, wiirde iiber
Axiom I zu dem Bereich B aller Bereiche fithren, und dieser zu dem Bereich R
aller Bereiche A mit A ¢ A, dieser schlielich iiber die Liignerregel, wiederum
angewandt mit S :& R € R, zu einem Widerspruch.

Die Option, D oder B anzunehmen, ist damit ausgeschlossen. Anders séihe
es allerdings aus, wiirden wir uns mit 5.4 anstelle Axiom I begniigen.

(g) Es ist unfair, ein einzelnes Objekt oder einen Begriff an sich als in
sich widerspriichlich zu diffamieren. Es ist immer ein ganzes Konglomerat von
Begriffen und Voraussetzungen, von menschlichen Denk- und Verhaltensweisen,
das zu einem Widerspruch fiihrt.

Ist meine Verhaltensweise, was den Umgang mit Ezistenz angeht, korrekt?
Wie wire sie allein aufgrund 3.4 (ohne 1.10) zu beurteilen?

5.10. (a) Eine Faktorklasse K/p, genauer Kp/p, einer Klasse K erfordert
eine Aquivalenzrelation p des Grundbereiches K von K. Ohne eine passende
Voraussetzung fithrt kein Weg von einer Klassenrelation p zu der entsprechen-
den Bereichsrelation p' (mit zp'y < xpy, d. h. zp’ = (zp)g).

(b) Deshalb setze ich eine 2-variable Funktion voraus, welche K € K und
p: K — K die Relation ps zu Kz zuordnet mit xps = zpg fir alle x € K.

Schreibe K/p statt Kz/pg, wenn p eine Aquivalenzrelation von K ist.

(c) Sei p wie eben und 7 irgendeine mit p vertrégliche Relation von K.
Nach 5.6 existiert die Relation o (schreibe 7/p) von K/p mit zo = z7/p, d. h.
roy < xTy firalle z,y € K.

(d) Die identische Abbildung x von K ist zugleich surjektiv von K auf K/p,
und nach 5.8(c) existiert ein Linksinverses x': K/p — K.

(e) Der geschmeidige Begriff einer Faktorklasse — und damit die ihn erst
aktivierende Voraussetzung (b) — ist nicht wirklich wesentlich:

Die zu p : K — P(K) gehorige Partition Kp von K kann K/p ersetzen.

K/p als Ersatz fiir Kp anzupreisen ist mir allerdings Herzenssache.

Wesentlich ist alleine die Existenz einer Klasse K’ mit einer 2’ = ' < xpy
geniigenden Surjektion x — z’.

Erlduterung. Kp ist das noch zu ,,definierende“ Bild von K unter p.
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6. Mengen.
Nehme eine Klasse M # () von Klassen an, Mengen genannt, weiter:
1) Die Aussage x = y ist definit fiir Elemente z,y einer Menge.

2) Teilklassen von Mengen sind Mengen ( Teilmengen genannt).
3) Faktorklassen von Mengen sind Mengen (Faktormengen genannt).

5) A x B und A x 8 sind Mengen fiir A, B € M und 8: A — M.

6) Ebenso F(A, B) und F(A4, ).

7) a: A — K surjektiv mit A € M und K € K impliziert K € M.
8) a: K — A injektiv mit A € M und K € K impliziert K € M.

Bezeichne diese ,,Mengenaxiome® mit M, M, ..., Ms.

(

(2)

(3)

(4) Die Klasse P(A) aller Teilmengen einer Menge A ist eine Menge.
(5)

(6)

(7)

(

6.1. Es gibt eine leere Menge (wegen M # (), 5.2(b) und (2)).
6.2. Es gibt eine nichtleere Menge (wegen M # () und (4)).
6.3. Fiir Teilmengen A, B einer Menge ist die Aussage A = B definit [(1)(4)].

6.4. Oben spielt die Klasse M nirgends eine wesentliche Rolle. Es geniigt,
von ,Mengen“ reden zu kénnen (lies A € M wie x € D). Wie wichtig aber M
als Klasse ist, erweist sich an einem einfachen Beispiel:

Geméf 5.6" existiert v : M — M mit Xy = F(X), und ~ darf in jedem
Existenzbeweis vorausgesetzt werden.

Wende nun 5.6 an mit M anstelle A und ~y anstelle 3, sowie der Eigenschaft
E von X € Aund y € Xf, dafl y ,die* identische Abbildung von X ist (laut
5.8(b) existiert zu X immer ein y).

Das Resultat ist die Existenz der Funktion o : M — «, gewdhnlich mit id
bezeichnet, welche jeder Menge X die identische Abbildung idx von X zuordnet.
Sie steht in jedem Standardbeweis zur Verfiigung.

Nebenbei haben wir die typische Art und Weise kennengelernt, wie 5.6’ und
5.7 angewandt werden, ndmlich mit B = M.

6.5. In (7) wie in (8) wiirde die Existenz von A und « geniigen, wenn die
Aussage K € M stabil wiire. So reicht es nur fiir (K € M)/,
Mit 1.5(a) bzw. 6.2 und 5.3 folgt

6.6;; K € K ist eine Menge wenn A und a wie in M; oder Myj existieren.
6.7¢; Jede einelementige Klasse ist eine Menge.

Der Zusatz f f deutet an, dal nicht die zur Schau gestellte Aussage S, hier 6.6
bzw. 6.7, behauptet wird, sondern nur ihr stabiler Abschlu8 S7/.

K einelementig bedeutet neben K # () noch 2 = y fiir alle z,y € K.

Ein a: A — K ist surjektiv wenn A # () und K einelementig ist.
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7. Starke Existenz.

7.1. Das iibliche ,Definieren“ von Mengen und Abbildungen hat zuerst
Zermelo als fragwiirdig erkannt und in einem gewissen Sinne begriindet [20].

Neben Begrifflichem war eine solche Begriindung auch unser bisheriges
Hauptanliegen. Jetzt folgt die Bewéltigung der Probleme, welche die Aufgabe
des obskuren, mit einem naiv-gegensténdlichen Objektbegriff einhergehenden
Begriffes ,,Identitdat“ nach sich zieht.

Im wesentlichen geht es um die Gewohnheit, einem eindeutig existierenden
Objekt nicht nur einen Namen wie a, b, ¢ zu geben, sondern einen wie etwa id g,
AN B, apf, der die Namen von (prinzipiell allen) Objekten involviert, welche
der Existenz zugrunde liegen; der also eine gewisse ,funktionale“ Abhéngigkeit
erkennen 14ft. Einen Losungsweg haben wir soeben anhand idx kennengelernt.
Er wird in §8 weiterverfolgt und entspricht dem im frithen 20. Jahrhundert
vollzogenen Ubergang von , Funktionen“ alten Sinnes zu Abbildungen im mo-
dernen Sinne Dedekinds.

Jetzt setzen wir zwei Funktionen voraus, p und ¢, die jene Gewohnheit und
mit ihr sogar die ganze r.e. M. auf das vollkommenste fundieren.

Axiom It. g ist eine 2-variable Funktion, welche jedem Bereich A und
jeder Aussage S einen Teilbereich SAp von A zuordnet mit

reA = zveSAp & S.
Axiom II*. Fiir jede einelementige Klasse A gilt /(A) € A.

Axiom I erfordert noch eine Voraussetzung: Jede Aussage ist ein Objekt.>”

Und I impliziert I: wende dort It mit x € AA E anstelle S an. Wesentlich
ist allein, dafl U in Axiom I jetzt explizit gegeben ist, etwa als {z € A | £},
und nicht nur existiert.

Die gleich auftretenden vertrauten Bezeichnungen stellen nur eine harmlose
Umbenennung des urspriinglich durch p und ¢ gegebenen dar.

Sich so darstellen zu lassen — via p und ¢ — ist das Wesen ,,starker” Existenz,
allgemeiner iiberhaupt die Moglichkeit einer expliziten Darstellung. Vergleiche
mit dem Begriff ,, konstruierbar® in der r.e. M.%®

*"Das erlaubt, den eigenstindigen Grundbegriff eines Bereiches zu eliminieren:

Verstehe unter einem Bereich eine Abbildung A der Art, dafl zA immer (fiir jedes
Objekt z) eine Aussage ist. Schreibe x € A statt zA.

AuBlerdem ld83t sich 1.7(a)(b) nun so ausdriicken:

Es gibt keine indefinite und keine instabile Aussage.

*Von Artin stammt folgendes Prinzip: Wenn es mdglich ist, durch begriffiiches
Schlieflen die Einzigkeit eines mathematischen Gegenstandes zu beweisen, so ist es
auch mdaglich, ihn explicite formelmdfig anzugeben [H. Zassenhaus: Methoden und
Probleme der modernen Algebra. Jb. d. Dt. Math.-Verein. 96(1994)].
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So wie Axiom I wird I auf den Grundbereich einer Klasse K angewandt.
Das fiihrt zu folgendem Analogon von 5.4:
7.2. Starke Existenz von Teilklassen.

Sei K eine Klasse und E eine K-Aussage iiber x € K [5.3].
Schreibe S fiir x € K A E, und U fiir SKgp. Dann ist U ein unter =g
abgeschlossener Teilbereich von K mit r € K =z € U & E.

Bezeichne die Teilklasse U/ =k mit {z € K | E}.

7.3. Daraus resultieren die folgenden Teilklassen einer Klasse K:

das ,Komplement* K\ A ={z € K | v ¢ A} einer Teilklasse A,
Durchschnitt AN B und Vereinigung A U B von Teilklassen A, B,
Durchschnitt (4 und Vereinigung (J 4 aller A € A, wobei A C P(K),
der Durchschnitt (X) 4 aller A D X in A.

Letzteres ist hauptsichlich dann von Interesse, wenn A schnittabgeschlossen
ist, d.h. jeder Schnitt von Elementen von A liegt wieder in A. Dann ist (X) 4
das A-FErzeugnis von X. Ein schones Beispiel findet sich in 1.5.8.

Der Schnitt AN B ist auch fiir Klassen A, B von Klassen gegeben, und zwar
als Teilklasse von A wie auch von B.

Beispiel: Die Klasse Py (K) = P(K) N M aller Teilmengen von K.

74. Zu o : A — B gehoren

das Urbild Ya=! C A von Y C B, bestehend aus den z € A mit za € Y,
das (volle) Urbild ya=! C A von y € B, bestehend aus den x € A mit za = v,
das Bild Xa C B von X C A, bestehend aus den y € B mit ya=! N X # (.

Die Teilklassen Inj(A, B), Sur(A, B), Bij(4, B) von F(A, B) sollen natiirlich
aus allen injektiven, surjektiven, bijektiven « : A — B bestehen.

7.5. Starke Existenz von Abbildungen mit vorgegebenen Eigenschaften ist
eine typische Anwendung von ¢. Hauptbeispiele sind
idg =L({a € F(K) | xa =z fir alle x € K})
a ' =L({B e F(B,A) | yba =y fir alle y € B})
af =Ll{y e F(AC) | xzy==zxaf firalle z € A})
zu Klassen K, A, B, C sowie o : A — B (bijektiv fiir «=!), und 8 : B — C.
Nach 5.7(b)(c) und 5.6" ist die jeweilige Klasse {... } nicht leer.

Des weiteren ist ) = (({X € M | X = (}) die leere Menge.
Und tiiber 5.3 erhalten wir auch noch die konstanten Funktionen

kap:T—B und kKapp:z—b
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7.7. Jede einelementige Klasse K ist eine Menge (vgl. mit 6.7;¢).
Das folgt aus My, angewandt mit A = P()) und o = k4 -

7.8. Der Regularititssatz: Fiir Elemente z,y und Teilklassen X,Y einer
Klasse K sind die Aussagen x =y, x € Y, X =Y, X CY definit.

Kurz: K ist reguldr.

Beweis. Da {z} eine Menge ist, ist {z} NY = {z} [ = € Y] definit.
Mit {y} anstelle Y folgt: z = y ist definit.
Mit P(K) anstelle K folgt: X =Y ist definit.
Und wegen X CY <& X NY = X ist schlielich auch X C Y definit.

7.9. Uber den Klassenexistenzsatz [7.2] folgt, daf jede K-Aussage E iiber
die Elemente x einer Klasse K definit ist: x € K = E V E7.

Auch jede Relation auf einer Klasse ist definit, und die Génsefiiichen um
das Wort Komplement in 1.3 kdnnen wir jetzt streichen: jedes x € K liegt oder
liegt nicht in A. Somit gilt

K=AUK\A fir ACKEeK,
und was definit ist, ist auch stabil [1.6(b)].

7.10. Ich rede vom +-Modus, wenn die starken Axiome I und II™ vor-
ausgesetzt werden; vom f f-Modus, wenn alle Aussagen stabil und definit sind,
wie in jedem Standardbeweis [1.10]; und ansonsten vom 0-Modus, wenn also
allgemein nur § 1-6 vorausgesetzt wird.

Wenn sich nun im +-Modus die Verhéltnisse in der r.e. M. tatsdchlich ,auf
das vollkommenste“ widerspiegeln, dann muf auch genau wie im f f-Modus ein
als existent notiertes Objekt sofort verwertbar sein [3.5]. Es bietet sich daher
an, II™ allgemein fiir nichtleeres A vorauszusetzen. Dazu zweierlei:

Erstens ist p = ka4 4 eine Aquivalenzrelation von A, die Faktorklasse Alp
einelementig, und somit ist mit £(A/p) ein Element von A explizit gegeben.

Zweitens wird aufgrund 7.8 jede halbwegs normale Behauptung stabil sein,
der Beweis also im f f-Modus stattfinden. In héheren Sphéren mag es Ausnah-
men geben. Eine solche aus dem Bereich Kardinal- und Ordinalzahlen wollte
ich hier eigentlich angeben, darauf beruhend, dafl fiir Klassen K die Aussage
K € M nicht als stabil vorausgesetzt wurde. Sie ist aber doch stabil (sogar
definit), und zwar weil K ein Element und Py (K) = P(K)NM eine Teilklasse
der reguldren Klasse P(K) ist. Wir halten fest:

(+) Kek = KeM iststabil und definit.
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8. Existenz multivariabler Abbildungen.

8.1. (a) Ohne die starken Axiome in §7, besonders IT, liegt jede nicht von
vornherein als stabil erkannte Behauptung aufler Reichweite, und zwar weil
sich im Beweis keinerlei Existenzinformation verwerten 148t [3.5]. In diesem
Abschnitt befassen wir uns also mit Standardbeweisen, mit dem f f-Modus.

(b) Dem liegt der Eindruck zugrunde, das alles, was wirklich zdhlt in der
Mathematik, was mit einigem Recht den Namen , Satz*“ verdient, von Natur
aus stabil ist (bei ,Hilfssétzen“ S lohnt es sich nicht, {iber die Stabilitéit nach-
zudenken, denn S/ geniigt). Das fehlende V in 1.6(d) scheint das in Frage zu
stellen. Die Essenz eines Odersatzes S, etwa U = 17 V T, liegt jedoch in der
Moglichkeit, eine Aussage U = V durch Inspektion der Félle T; zu beweisen,
und dafiir geniigt S//, vorausgesetzt U = V ist stabil, d.h. V ist stabil auf der
Basis von U [1.8]. Bei stabilem Tj ist S/ gleichwertig mit U = T} = T,
[1.5(a)(c)], und durch letzteres wird in der r.e. M. gewohnlich T3 V T, bewiesen.

Jeder Klassifikationssatz, wie der iiber die endlichen einfachen Gruppen, ist
ein Beispiel fiir einen allgemeinen Odersatz S (mit mehreren T}, alle stabil).

Zur Erhellung: Daf eine bestimmte Person P sich in Tokio, Chicago, Oslo,
oder sich in einem von hundert explizit genannten bayerischen Doérfern aufhélt,
interessiert, wenn iiberhaupt, wohl nur insofern, als P jedenfalls (in jedem Falle)
nicht in der ndheren Umgebung von beispielsweise Hamburg anzutreffen ist.

(¢) Um im ff-Modus frei von allen méglichen Objekten reden zu kénnen,
etwa denen in 7.3/4/5, bedarf es geeigneter Funktionen, wie schon in 6.4 und
7.1 angedeutet. Was auch schon durch 6.4 deutlich wird, ist daf§ jede ,,Klasse“
ihre eigene Funktionenwelt hat, wihrend Mengen durchweg variabel sind.

Zum Beispiel wird die zu einer Klasse K gehorige Schnittfunktion N je
zwei Teilklassen A, B den Schnitt AN B € P(K) zuordnen, wéhrend auf der
Mengenebene auch K (€ M) variabel ist.

(d) Deutlichkeitshalber kénnte man ANg B schreiben. Eine solche, auch bei
anderen Beispielen oft bequeme Bezeichnungsweise kann dazu verleiten, auch
auf der Klassenebene frei von ANk B (oder doch wieder kurz AN B) zu reden.
Das ist auch ganz in Ordnung solange nur einzelne ,, Klassen“ K involviert sind,
denn grundsétzlich ist bei jedem K explizit die Existenz der Schnittfunktion
(zunéchst etwa o, dann in N oder Ny umbenannt) zu konstatieren, um dann
3.5 anwenden zu konnen.

(e) Soweit spéter ohne weitere Begriindung von dieser oder jener Funktion
die Rede ist, von ihr Gebrauch gemacht wird, ergibt sich ihre Existenz sofort
aus 5.6, manchmal verbunden mit 5.6, 5.7, 5.7. Immer darauf zu verweisen,
wére einfach zu langweilig (gelegentlich tue ich es aber doch).

Entsprechendes gilt erst recht fiir die Existenz von Teilklassen via 5.4.
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8.2. Die Existenz von Ngk:

(1) Zu A C K, existiert oy : P(K) — P(K) mit
Bay={ye K |ye ANy € B}.

(2) Es gibt ein ay : P(K) — F(P(K)) der Art, daB Aay wie oy in (1) ist.

Dann ist a, die angestrebte Function Ny .

Fiir Mengen K wird in einem weiteren Schritt (3) noch die Existenz einer
Abbildung a3 : M — 7, konstatiert, welche jedem K ein s wie in (2) zuordnet.
Nun liegt ay aber in F = F(P(K), F(P(K))). Deshalb wird genau wie in 6.4
die B-Version von 5.6 benétigt (8 = 7), wihrend fur (1) and (2) die B-Version
reichte. Wir brauchen also die Abbildung 5 : M — M mit K8 = F. Sie
existiert aufgrund 5.6’, wieder mit M anstelle B angewandt.

Die Bezeichnung ag, as, a3 deutet eine gewisse Systematik an. In ihrem
Sinne wire auch (3 anstelle 8, und (n) wiirde (fiir n > 1) immer so aussehen:

(n) 3, : A, — B, der Art, daB za,, immer wie «,,_; in (n-1) ist.

Ich empfehle das Beispiel Xa: Zu kreieren ist eine 4-variable Funktion u,
welche Mengen A, B sowie a: A — B und X C A das Bild Xa C B zuordnet.

Ich schlage auch noch das Kompositum af : A — C vor, eine 5-variable
Funktion soll es Mengen A, B, C sowie a: A — B und 8 : B — C zuordnen.

8.3. Ich selbst werde das Thema so nicht weiterverfolgen. Es gibt ndmlich
eine Alternative zu obigem Vorgehen, und zwar mit Abbildungen auf geeigne-
ten Produktklassen (pc-Funktionen) zu arbeiten statt mit multivariablen Ab-
bildungen im bisherigen Schonfinkelschen Sinne (sf-Funktionen). Damit wird
Nk : P(K) x P(K) — P(K) in einem Schritt , definiert”, via 5.7.

Fiir Mengen K (variabel) braucht man die Klasse P = M xP x~ aller Tripel
(K,A,B),alsomit y: M xP — M, (K,A)y =P(K), existent aufgrund 5.7".

Wende 5.7 dann mit (K, A, B)S = K an. Erhalte o [=N].

Ein einfacheres Beispiel: die Komplementfunktion M x P — ~, v wie eben.

8.4. Jetzt erledigen wir die pc-Version der ersten Aufgabe.
Die aus den Quadrupeln (A, B, «, X) bestehende Produktklasse

P=MxM Xy X
erfordert v : M X M — M mit (A, B)y, = F(A, B)
sowie Yo : M XM x vy - M mit (4, B,a)y, = P(A).
Dann wird noch g : P — M mit (A4, B,«a, X)) = B gebraucht.
Existenz jeweils aufgrund 5.7". Aus 5.7 ergibt sich dann o : P — P(B) mit
(A,B,a,X)o ={y € B | Jexxa =y}, und o ist das erstrebte u.
Variante: Arbeite mit (...)8 = P(B). Gewinne a: P — [ aus 5.7.
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8.5. Objekten xy,zq,x3,...,x, einer gewissen Art soll mittels einer pc-
Funktion p ein Objekt y einer gewissen Art zugeordnet werden.
Das Existenzproblem fiir ;4 wird jetzt in einem gewissen Rahmen gelGst.
Es handelt sich nur um eine meta-mathematische Betrachtung. Sie erklart,
wie die Aufgabe sich im Einzelfall routineméfig erledigen 1d8t. Setze voraus:
1) eine Klasse K; und eine Eigenschaft E; von x; € Kj,
2

(

(2) zu x; mit E; eine explizit gegebene Klasse K, = f1(z1),
(2)" eine Eigenschaft E, von x; (mit E;) und z, € K,
(3)
(3)

3
3

zu x1, Ty mit Ey, Ey eine explizit gegebene Klasse K3 = fo(z1, 22),

!

eine Eigenschaft E3 von x,z, (mit Ey, Ey) und x3 € K3,

(n+1) zu z1,...,x, mit Ey,..., E, eine e. g. Klasse K,, ;1 = fn(z1,...,2Z,),

(n+1)" eine Eig. E,; von xy,...,x, (mit Ey,...,E,) und z,.; € K, ;.

Fiir jedes i sei f; konstant oder f;(...) eine Menge.

Und selbstversténdlich sollen die F; und f; mit = vertréiglich sein.

Die y’s sind die x,,.1 mit E, 1, und deshalb wird noch vorausgesetzt, dafl
zu xq,...,T, mit Ey,..., E, immer ein solches y existiert.

Nach 5.4 existiert K = {z, € K, | E\}.

Dann wird die ,,Pseudofunktion f; in eine richtige Funktion 8, umgemiinzt:
Via 5.3 wenn f; konstant ist, und sonst via 5.6’ (wieder mit B = M).
Auf 8, 1488t sich dann 5.6 anwenden, und wir erhalten

o1: K = K mit x,01 = {xy € Ky | Es}.
Ersetze analog f, durch 5, und erhalte, jetzt via 5.7,
o9 K X 0y — K mit (1, 22)00 = {z3 € K3 | E3}.
So fortfahrend, gelangen wir schliellich zu
On: K X0y X09%X...%X0,_1— Kmit (x1,...,2,)0, = {Tps1 € Kny1 | Eng1}

Eine Auswahlfunktion zu o, ist dann das erstrebte p.

8.6. Die Daten des Beispiels X« in 8.4 (Variante):
Ki=M=K und fi(A)=M=K,

f2(A,B) = F(A,B) = K3

fs(A,B,a) =P(A) = Ky

fi(A,B,a, X) = P(B) = K;

Es(A,B,a, X,)Y) <= Y ={y € K5 | Jpexrza =y}
Zu A, B, a, X existiert ein Y mit E5 aufgrund 5.4.
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Ein etwas komplexeres Beispiel ist der Fortsetzungssatz [5.8(d)| fiir Mengen.
Das Ziel ist jetzt eine 6-variable Funktion p. Sie soll Mengen A, B und weiter
U, \,U', X eine (die) Fortsetzung « zuorden (« existiert).

Wie eben werden triviale, d. h. nicht einschrankende F;’s unterdriickt.

Ki=M=K und fi(A)=M=K,

f2(A,B) = P(4) = Ky

f3(A,B,U)=F(U,B) =K,

[i(A, B,UN) = P(4) = K

Es(A,B,UMNU') < A=UUU

f5(A,B,U\NU") = F(U',B) = Kg

fo(A,B,U XU, \) = F(A,B)

E.(A,B,U\U ,N,a) < a=Xauf U und a = X\ auf U’

Um die beiden Aufgaben in 8.2 zu vereinfachen, kann man die involvierten
Mengen in der Produktklasse M x M bzw. M x M x M zu jeweils einem
Objekt verschmelzen und so die Variablenzahl auf 3 reduzieren.

Analog 148t sich die Situation in 8.5 vereinfachen, indem man alle konstanten
K; (mitsamt K;) zu einem neuen K; zusammenfait. Danach ist f;(...) immer
eine Menge. Das konnte bei einer allgemeineren Aufgabe von Nutzen sein:
Versuche eine pe-Funktion (etwa 4 in 8.5) in eine sf-Funktion zu transformieren.
Der inverse Prozefl ergibt sich sofort aus 5.7’, dazu mufl natiirlich schon eine
Produktklasse vorliegen.

8.7. Jede funktional formulierte Namensgebung fiir ein Objekt lauft auf die
Existenz einer entsprechenden (multivariablen) Funktion hinaus, welche dann
im ff-Modus in dem jeweiligen Rahmen dieses Objekt zur Verfiigung stellt.

Nach einigen exemplarischen Erfahrungen einfach auf 8.5 zu vertrauen,
wiirde ich durchaus als eine natiirliche Haltung ansehen. Auch hiangt die Masse
der stéindig in alles mogliche hineinwirkenden Objekte, wie die in 7.2/3/4,%° nur
von wenigen Parametern ab, und fiir die Existenz der entsprechenden Funktio-
nen gilt das in 8.1(e) gesagte.

Und so wie die fraglichen Definitionen in der r.e. M. aufeinander aufbauen,
so auch die sie fundierenden Funktionen. Es treten jeweils nur wenige neue
Parameter auf. Das Denken wird also nach einer gewissen Gewdhnung mehr
von 8.1(e) beherrscht werden als von 8.5.

1

*oder das Einselement 1 einer Gruppe G, oder das Inverse ' eines Elementes =,

oder der Normalisator N (U) einer Untergruppe U,
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Die beiden Beispiele in 8.6 machen etwas anderes deutlich:

Je komplexer eine multivariable Funktion, desto unbedeutender ist sie:

Waihrend X« alles durchdringt und frei verfiighbar sein muf3, wird in aller
Regel die reine Existenz einer Fortsetzung geniigen. In der r.e. M. redet man
einfach von ,der Fortsetzung a“ oder man sagt ,es gibt (genau) eine Fortset-
zung o, was auf dasselbe hinauslduft. Und es gibt keinen Grund, sich hier
anders zu verhalten. Aufler man arbeitet auf einem Feld, wo man sténdig mit
Fortsetzungen zu hantieren hat und deshalb passende Namen einfiihren méchte.

Der Ordnung halber erwéhne ich noch, dal eine Existenzaussage fiir eine
multivariable pc-Funktion implizit immer die Existenz der zugrundeliegenden
Produktklasse, d.h. ihrer Komponenten, einschlief3t.

8.8. Bevor der Beweis einer stabilen Aussage S beginnt, mufl S erst einmal
formuliert werden, und dafiir steht im 0-Modus nur die in §1-6 entwickelte
Grundprache zur Verfiigung. Als Losung dieses Problem sehe ich die in 5.2(d)
formulierte Konvention (kurz (- Konvention); sie soll natiirlich auch fiir Begriffe
gelten, die aus jenen lediglich existenten Objekten resultieren. Dazu gehoren,
wie wir gleich sehen werden, Begriffe wie Gruppe, Korper, topologischer Raum.

Besonders bequem und fiir Klarheit sorgend ist die Vorstellung, dafl unser
ganzes Tun einem zukiinftigen Standardbeweis dienen soll.

Dann sind wir immer im f f-Modus. Beachte auch die néchste Fufinote.

8.9. Als Beispiel formuliere ich den f-Kettensatz 1.5.5 neu.
Fiir Klassen, als Existenzsatz, inklusive Zusatz, in der ,,Grundsprache“.

Der allgemeine f-Kettensatz:

Sei M eine Klasse, A CP(M), f: A— M und f(A) ¢ A fir A € A

Nenne W € P(M) eine f-Kette, wenn es eine Wohlordnung < auf W gibt,
derart daf§ jeder Abschnitt A # W von W in A liegt, mit f(A) € W und
f(A) <z firalle x € W mit x ¢ A.

Dann existiert eine f-Kette V' ¢ A der Art, dal die f-Ketten genau die
Abschnitte von V sind, und zwar beziiglich jeder f-Ordnung.

Beim f-Kettensatz fiir geordnete Klassen liegt noch eine Ordnungsrelation
< auf M vor, f(A) ist immer eine obere Schranke von A, und die Ordnung
einer f-Kette ist die durch < gegebene.

In Zukunft werde ich mich doch lieber an die (-Konvention halten, bessere
Verstandlichkeit einer formal-oberflichlich gréfieren Prézision vorziehen.

»In Zukunft“: Ich werde also weiter im 0-Modus arbeiten, d.h. mit einem
Minimum an allgemeinen Voraussetzungen, und auf den +-Modus nur hin und
wieder am Rande eingehen. Wer die Dinge lieber in diesem sehen will, moge ein
Auge darauf haben, dafl ,Existenz“ immer auf ,starke Existenz“ hinauslauft.
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9. Mathematische Strukturen.

Gegenstand der Mathematik sind mathematische Strukturen.

Einige Beispiele erkldren, wie die diversen Typen, genauer Klassen, solcher
Strukturen Schritt fiir Schritt entstehen.

Der einzelne Schritt sieht immer so aus: Liegt eine solche Klasse S vor
und eine Funktion p : & — M, so ist S X p eine neue Klasse mathematischer
Strukturen, wie dann auch jede Teilklasse.

Wir beginnen mit § = M und den Funktionen Op und Rel, die einer Menge
M die Mengen F(M x M, M) und F(M,P(M)) aller zweistelligen Operationen
(Verkniipfungen) bzw. aller Relationen auf M zuordnen.

Sie existieren aufgrund 5.6" und stehen im +- wie im f f-Modus sofort zur
Verfiigung. So auch jede geméfl 5.4 explizit angegebene Teilklasse. Das fiihrt
beispielsweise zur Klasse G aller Gruppen, einer Teilklasse von M x Op.

Genausogut konnte man G = M x Op,, definieren, wobei die Funktion Op,,
jedem M die Menge aller Gruppenoperationen auf M zuordnet.

Die wichtigste Teilklasse von M x Rel (Klasse der gerichteten Graphen) ist
die Klasse der geordneten Mengen (Geomengen). Es folgt die Klasse W der
wohlgeordneten Mengen (Womengen, Ketten). Die Klasse der topologischen
Réume ist eine Teilklasse von M x P2, mit P*(M) = P(P(M)).

Auf einer gegebenen Teilklasse A von M X p, mit p : M — M, wird
Op’(A) = Op(A;) [= Op(Am )| definiert und analog Rel’'(A) = Rel(A4,).

Aus der Klasse A der abelschen Gruppen entsteht so die Klasse aller Kérper,
eine Teilklasse von A x Op’, sowie die Klasse aller geordneten Gruppen, eine
Teilklasse von A x Rel’.

Im Vordergrund stehen Strukturen mit einer Grundmenge, die sich also wie
oben aus M entwickeln. Dies kénnte auch in Abhéngigkeit von gewissen vor-
gegebenen Objekten geschehen, wie bei Moduln, insbesondere Vektorrdumen.

Man kann aber beispielsweise auch von M x M ausgehen.

Auf der Klassenebene I3t sich obiges nicht nachvollziehen, es fehlt das
Analogon zu M, die Klasse aller Klassen.

Es 148t sich aber von einzelnen Klassen und einzelnen Verkniipfungen sowie
Relationen reden, unter Verwendung der auf der Mengenebene entwickelten
Terminologie. Wenn beispielweise von einer geordneten Klasse (Geoklasse) K
die Rede ist, so soll damit nur angedeutet sein, dafl zu der Klasse K auch
noch eine Ordnungsrelation < gegeben ist. Und bei einer Pseudogruppe G ist
der Klasse G noch eine Gruppenmultiplikation beigefiigt. Thre ,, Untergruppen*
sind Teilklassen mit gewissen Eigenschaften, Untergruppen einer ,richtigen“
Gruppe (Element von G) dagegen Gruppen mit gewissen Eigenschaften.
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10. Kardinal- und Ordinalzahlen.

10.1. Das Thema gehort in einen allgemeineren Zusammenhang.

Jede Klasse S mathematischer Strukturen geht einher mit dem Begriff eines
Isomorphismus und dem einer Teilstruktur, wofiir es durchaus verschiedene
Moglichkeiten gibt. Die Isomorphie fithrt zu einer Aquivalenzrelation ~ auf S,
und dann existiert eine Klasse K (die Faktorklasse S/ ~ oder das Bild S ~ in
P(S)) mit einer A ~ B < Ay = By geniigenden Surjektion x : § — K.%

Des weiteren existiert ein Linksinverses x’' : K — S.

Den Ursprung von K sollte man zwecks Konzentration auf das wesentliche,
die Essenz der axiomatischen Methode, gleich wieder vergessen. Im 4+ -Modus
aber erst, nachdem K als stark existent (wie alles andere) registriert wurde.

Schreibe A ' B wenn A zu einer Teilstruktur von B isomorph ist. Die
Relation * existiert und fiihrt zu einer reflexiven und transitiven, aber nicht
unbedingt anti-symmetrischen Relation < auf K mit A " B < Ay < By.

10.2. Wir betrachten zwei Beispiele mit folgenden Eigenschaften:

a) < ist eine Wohlordnung von K,

(a)

(b) K ist unendlich ohne Maximum,

(c) fiir jedes x € K ist der (untere) Abschnitt x > eine Menge,

(d) beschrénkte Teilklassen und echte Abschnitte von K sind Mengen,
(e) K ist keine Menge.

10.3. Das erste Beispiel ist S = M, mit den bijektiven Abbildungen und
Teilmengen als Isomorphismen und Teilstrukturen. Die vertraute Notation
|A| = |B| und |A| < |B] steht also fiir Ax = By und Ay < By.

Dafl < auch noch anti-symmetrisch ist, und damit eine Ordnungsrelation,
ist genau der Inhalt des Satzes von Schréder-Berstein [1.6.6]. Um ihn wie um
andere Resultate sowie Notation aus Teil I kiimmern wir uns spéter (in §11).

C steht fiir K, und die Elemente von K heiflen Kardinalzahlen.

Ay ist die Kardinalitdt von A, und xx’ ist eine Menge mit Kardinalitét x.

10.4. Im zweiten Beispiel ist S die Klasse W der wohlgeordneten Men-
gen, mit den (unteren) Abschnitten als Teilstrukturen. Die neue Notation fiir
K, x, X' ist O, w, &', und die Elemente von K = O heiflen Ordinalzahlen.

Dank Cantors Isomorphiesatz 1.6.4 ist < eine lineare Ordnungsrelation, und
zusammen mit Zermelos Wohlordnungssatz 1.5.7 erledigt er auch die Linearitéit
der Woklasse C [1.6.5(a)].

S°Tmplizit ist von einer regulidren Klasse die Rede, und zwar im 0-Modus bei jeder
Klassenexistenzaussage.

Allgemeiner existiert, wenn x ein existentes Objekt ist, ein ebensolches Objekt mit
der Gratis-Zusatzeigenschaft, dafl alle Aussagen stabil und definit sind.

Beispielsweise existiert eine regulire Klasse M’ = M.
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10.5. Im Hintergrund (im 0-Modus) stehen zwei Existenzsétze, die jeweils
die Existenz einer (reguléren) Klasse mit gewissen Eigenschaften behaupten.

Zu diesen Eigenschaften zdhlt die Existenz weiterer Objekte (<, x, x’) mit
gewissen Eigenschaften. Im Hinblick auf (c) kénnte man auch die zu < duale
Relation > einbeziehen, um nicht auf die (-Konvention angewiesen zu sein.

Der Beweis findet dann im f f-Modus statt, wo alles stabil und definit ist,
insbesondere jede Klasse regulér.’ Und wo neben > auch die Relationen <
und > verfiighar sind, sowie die vier Funktionen, welche jeder Teilklasse L die
auf L induzierten Relationen <;, >;, <, > zuordnen.

Im Falle einer Menge L ist das Paar (L,<;) € M x Rel eine ,richtige“
geordnete Menge. Und in diesem Sinne kénnen wir im Zuasammenhang mit
(c) von den geordneten, sogar wohlgeordneten Mengen x > und x > sprechen.

Wir brauchen auch noch die Nachfolgerfunktion x — x* einer Woklasse
[I.5.2]. Sie macht K unendlich wenn es kein Maximum gibt.

Und wir brauchen die Funktionen A, A*: W — W [L5.1].

Die beziiglich C wohlgeordnete Menge A*(W) ist isomorph zu W [1.5.2].

Der angesprochene O-Satz enthélt noch eine weitere Behauptung:

(f) FirWeWundz=Wwist W~z >.

Hilfssatz: Sei A eine Woklasse und « eine homomorphe Surjektion auf eine
Geoklasse B [a < a' = aa < d’al. Dann ist auch B wohlgeordnet.%?

Beweis: Sei Y eine nichtleere Teilklasse von B und X = Ya~! ihr Urbild.
Dieses hat ein Minimum z, und dann ist za minimal in Y.

10.6. Im Falle K = C folgt (c) so: x > ist das Bild My der Menge M =
P(xx') unter Y, ist also nach My eine Menge.

Analog ist z > im Falle K = O als homomorphes Bild Mw der Womenge
M = A(xzw') unter w sogar eine Womenge.

Und es gibt noch eine Besonderheit, mit W und z wie in (f):

Auf A(W) ist w injektiv.

Fiir Abschnitte A, B ist ndmlich A C B oder B C A, und nach Cantors
Isomorphiesatz ist keine Womenge zu einem echten Abschnitt isomorph.

Es folgt A*(W)w = x > und weiter ().

%'Dieses Vorgehen bietet sich generell an, um Stabilitdts, probleme® zu vermeiden
(in 10.2 sind a priori nur (b) und (e) stabil). Insbesondere wenn eindeutige Existenz
behauptet wird. Auf der Klassenebene ist Einzigkeit nicht unbedingt stabil. Deshalb
wurde in die neue Formulierung des f-Kettensatzes auch der ,,Zusatz“ einbezogen.
Letzen Endes ist das ganze Thema ein rein #sthetisches; ob eine Eigenschaft eines
existenten Objektes in die Existenzaussage einbezogen oder separat als ff-Resultat
analog 6.7,, formuliert wird, ist beziiglich der Konsequenzen gleichgiiltig.

%Im 0-Modus miifite B als linear oder regulir vorausgesetzt werden.

Wohlweislich habe ich von vornherein (schon in Teil I) linear in wohlgeordnet einbe-
zogen, denn linear ist als Oderaussage a priori ,,nicht* stabil.
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10.7. Da die Geoklasse O linear ist und z > immer wohlgeordnet, ist auch
O selbst wohlgeordnet: ist L ndmlich eine nichtleere Teilklasse und =z € L, so
ist ein Minimum von L Nz > auch minimal in L.

Dann kann aber O keine Menge sein, denn sonst wire W = (0,<) ¢ W
laut (f) doch zu einem echten Abschnitt isomorph.

Dafl mit O auch C wohlgeordnet ist, ergibt sich aus dem Hilfssatz:

Es existiert die Funktion o« : O — C, welche jedem x € O die Kardina-
litdt der Grundmenge der Geomenge zw’ zuordnet [ra = (a2w');x], und « ist
surjektiv (Wohlordnungssatz).

Und dal mit O auch C keine Menge ist, folgt so:

Andernfalls wire auch die Teilklasse M’ = Cx’ von M eine Menge [M-],
folglich auch M’ x Rel, damit auch die Teilklasse VW und somit auch Ww = O,
ein Widerspruch. Zu ,, Teilklasse W*: Eine zur Grundmenge einer Womenge W
gleichméchtige Menge ist Grundmenge einer zu W isomorphen Womenge.

10.8. Die Implikation (c) = (d) ist trivial (K ist regulér).

Mit C hétte auch O kein Maximum [Wohlordnungssatz], und dafl C tatséch-
lich kein Maximum hat, ergibt sich natiirlich aus Cantors beriihmtem Satz

[M] < [P(M)]

iiber die Potenzmenge einer Menge. Er ist stabil und gilt auch fiir Klassen M:

Zunéchst gilt <, denn die Abbildung = — {z} ist injektiv.

Statt lediglich # wird mehr nachgewiesen, ndmlich £.

Sei also v : P(M) — M injektiv. Nach 5.4 existiert R C M mit

r€R <= z=Ua=2¢U.

Betrachte © = Ra und beachte x = Ua = U = R.
Die Aussage S :< x € R geniigt der Liignerregel [1.3(f)], ein Widerspruch.

10.9. Kronender Abschlufl ist die Isomorphie der Geoklassen C und O.

Sie gilt allgemein fiir Woklassen K, K5, deren echte Abschnitte Mengen
sind, sie selbst aber nicht. Dann kann K; ndmlich nicht zu einem echten Ab-
schnitt von K isomorph sein [Mg]. Jetzt miissen wir nur beachten, da§ Cantors
Isomorphiesatz fiir Woklassen richtig bleibt: es gilt K; * Ky oder Ky 7 K;.

10.10. Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Woklasse K mit den in 10.2
genannten Eigenschaften.

Und ein solches K (regulér!) heie vom Typ IN™.
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11. Riickschau auf Teil I.

Im Sinne des in §7 und 8 ausgefiihrten bleibt mit einigen Modifikationen
alles richtig, in weitem Umfang sogar fiir Klassen.

Hier und da ist ein ff anzufiigen oder eine Formulierung umzugestalten,
klarheitshalber, etwa um die Natur eines Satzes als Existenzsatz herauszuar-
beiten. So wie bei dem schon in 8.9 umformulierten f-Kettensatz, aus dem sich
unmittelbar das Zornsche Lemma und der Wohlordnungssatz ergeben, beide
fiir Klassen. Des weiteren ist 8.7 zu beherzigen: Wie ich es schon in § 10 mit A
und A* gehalten habe, ist in Min(X) die Funktion Min zu sehen, in f(A) die
Funktion f*, bei G+, die Funktion a — G+,, bei AT die Funktion A — A™.

Ich wiederhole mich: Aufler im +-Modus stellt die zur Entwicklung einer
mathematischen Theorie gehtrige Benennung bestimmter Objekte nichts an-
deres dar als eine lange Liste existenter (multivariablen) Funktionen. Es sollte
geniigen, sich dessen bewuft zu sein, im Vertrauen auf 5.6 und 8.5 jede ein-
schléigige ,,Definition“ unausgesprochen so zu verstehen.

Besonders einfache Verhéltnisse liegen beim Satz von Schréder-Bernstein
vor [1.6.6]: Er ist ein Existenzsatz, der Beweis findet also im ff-Modus statt
(sofern nicht im +-Modus), es geniigt also 1.5.8(a) s, und am Ende ergibt sich
~ aus dem Fortsetzungssatz 5.8(d). Und auch er gilt fiir Klassen.

Bei Cantors Isomorphiesatz 1.6.4 — jetzt wiederum fiir Klassen, Woklassen
also — wire jetzt (b);; zu schreiben, wegen ,oder“. Und, wie schon frither
ausgefiihrt (in FuBnote 61), auch (a);;, weil die Gleichheitsbeziehung einer
Klasse nicht stabil zu sein braucht (da im +-Modus alle Klassen regulér sind,
treten solche ff’s nur im 0-Modus auf).

Im Hinblick auf 1.6.1 erfordert der Beweis von (b) die Abbildung, welche
jedem A sein a4 zuordnet. Mehr dazu spéter.

Die Voraussetzung in 1.6.2 ist als Vorgabe einer Abbildung zu verstehen,
welche jedem A eine Abbildung o — a zuordnet. Und wieder im Hinblick auf
[.6.1 erfordert der Beweis eine Abbildung, welche jedem U sein ay zuordnet.

Bei dem eigentlichen Thema ,, Aufbau des Zahlensystems* geht es um eine
Reihe von Existenzsétzen, um die (bis auf Isomorphie eindeutige) Existenz ge-
wisser geordneter Mengen, Gruppen, Ringe und Koérper. Alles, was im Hinblick
darauf nur dienende Funktion hat, kann man also modulo ff betrachten, und
damit findet die gesamte Diskussion de facto im ff-Modus statt (wenn nicht
von vornherein im +-Modus).

Auch der in Richtung IR entscheidende Satz 1.1.4 ist seiner Natur nach ein
Existenzsatz: Es existiert eine vollstdndige Geogruppe G* mit ..., und ein
Monomorphismus v : G — G* mit ... .



98 I11. Bereiche — Klassen — Mengen

Dem genannten Thema liegt eine Voraussetzung zugrunde: Es gibt eine
unendliche Menge. Auf der Klassenebene ist diese Voraussetzung redundant:
Die injektive, aber nicht surjektive Funktion P macht die Klasse M unendlich.

Daraus resultiert eine Pseudozahlenwelt, bestehend aus gewissen geordneten
Klassen, Pseudogruppen, -ringen, -kérpern. Im ersten Schritt erhélt man iiber
die Klassenversion von 1.5.9 aus einer unendlichen Klasse eine Geoklasse W vom
Typ IN, und was alles {iber entsprechende Geomengen sowie endliche Mengen
gezeigt wurde, bleibt auf der Klassenebene giiltig.

Im +- wie im ff-Modus ist jede einelementige (oder leere) Klasse eine
Menge. Per Induktion [I.8.3] folgt das auch fiir endliche Klassen K:

Wir diirfen K als Woklasse voraussetzen, deren echte Abschnitte Mengen
sind. Mit @ = max(K) ist dann M = K \{a} eine Menge, und die Potenzmenge
P = P(M) 1a8t sich ebenfalls wohlordnen. Im Falle K P ist K eine Menge,
da gleichméchtig mit einer Menge (einer Teilmenge von P), und im Falle P " K
ist P~ K oder P M. Letzteres widerspricht aber Cantors Satz 1.10.8.

Um in gewohnter Weise frei endliche Summen bzw. Produkte in kommu-
tativen Halbgruppen bilden zu kénnen, bedarf es nicht nur des Satzes in 1.8,
sondern (im ff-Modus) einer 2-variablen Funktion II, welche W und H ein 7
zuordnet. Diese wird geméf 5.7 auf A = £ x H etabliert, wobei £ die Klasse
der endlichen Mengen ist und H die Klasse der kommutativen Halbgruppen.

Stattdessen 148t sich auch routineméflig mit 8.5 arbeiten.

Die in 1.7 beschriebenen Beziehungen zwischen (un)endlichen Mengen und

einer Womenge W vom Typ IN gelten analog fiir Mengen bzw. Unmengen
(Klassen aufierhalb M) und eine Woklasse W* vom Typ IN* [10.10]:

Eine Womenge ist zu genau einem echten Abschnitt von W* isomorph.

Genau dann ist eine Klasse eine Menge, wenn sie zu einem echten Abschnitt
von W* gleichméchtig ist.

Genau dann ist eine Woklasse eine Unmenge, wenn sie einen zu W* isomor-
phen Abschnitt hat.

Genau dann ist eine Klasse eine Unmenge, wenn sie eine zu W* gleichméch-
tige Teilklasse hat.

Es gibt einen gewichtigen Unterschied: Eine endliche Menge ist nur zu einem
einzigen echten Abschnitt von W gleichméchtig.

Eine Woklasse ist genau dann endlich, wenn sie ein Maximum — und jedes
nichtminimale Element einen Vorgdnger hat. Die Vereinigung der endlichen
Abschnitte von W* ist daher vom Typ IN (mit A ist auch AT = AU {f*(A)}
endlich). Sie ist in allen unendlichen Abschnitten enthalten, ist also ihr Schnitt,
auflerdem der einzige Abschnitt vom Typ IN.
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Wir kehren jetzt zu 1.6.1 zuriick, vor allem um besser mit den beim Ubergang
auf die Klassenebene auftretenden Problemen und ihren Lésungsmoglichkeiten
vertraut zu werden. Wie oben angedeutet, wird implizit eine Abbildung A
vorausgesetzt, die jedem A € B ,sein a4“ zuordnet.

Somit wére ay = A\ mit A : B — v wobei Ay = F(A, M) € K.

In einer Anwendungssituation wie 1.6.2 miiite zuerst die Existenz von ~ :
B — K bewiesen werden, die von A ergibe sich dann routineméfig aus 5.6.

Auf der Mengeneben wére v : B — M, und die Existenz daher kein Problem,
wie wir schon in 6.4 gelernt haben.

Auf der Klassenebene legt der Fortsetzungssatz die folgende Losung nahe:

Arbeite von vornherein mit Abbildungen a4 = A\ von V statt A in M.

Dann vereinfacht sich A zu A : V. — F(V, M) und + tritt nicht auf.

Die Existenz von « (in 1.6.1 neu) ergibt sich dann genau wie vorher aus 5.6,
und zwar ist o eine Auswahlfunkion zu der Abbildung o : V' — P(M) mit

zo={ye M |JA€ B mit x € Aund y =za4}.

Man diskutiere 1.6.2 analog 1.6.1, also mit F, = F(W, M).

Statt einen Satz .S im Beweis eines Satzes T anzuwenden, kann es zweckméflig
sein, auf S ganz zu verzichten und den Beweis fiir S soweit n6tig in den fiir T
zu integrieren, und zwar um damit die Komplexitéit zu verringern, stérende
Existenzfragen fiir Abbildungen zu eliminieren. Beispielsweise 1a8t sich 6.1 im
Beweis von 1.6.4(b);; folgendermafien eliminieren:

Zunéchst existiert o : W — W’ mit

zo={yeW |3UeBund u:U /AW mit x € U und y = zu},
und eine Auswahlfunktion o : W — W' setzt jedes p: U /W' fort.

Wie stellen sich die Dinge im +-Modus dar? Als erstes stellen wir fest, daf3
die dortigen Gegebenheiten mit der Formulierung ,,sei gegeben* in 1.6.1 voll und
ganz harmonieren, denn im +-Modus ist zwar alles mogliche explizit gegeben,
aber nicht durch jeweils eine Funktion analog 8.5, sondern eine Kombination
von Funktionen, was sich nicht allgemein als Aussage formulieren 1d8t. Fiir die
Zweckméafigkeit der gegebenen Formulierung ist also in Kauf zu nehmen, daf§
sie nur meta-mathematisch zu verstehen ist, d. h. grundsétzlich als Anweisung,
wie in einer Anwendungssituation zu verfahren ist. Um etwas konkreter zu
werden: Im Beweis von 1.6.2 bzw. 1.6.4(b) 148t sich a4 bzw. ay explizit als
Hoe F(A,M) | ...} bzw. ¢{6 € F(U,W’) | ...} angeben.
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12. Mengensysteme.

Man lese folgendes im +- oder ff-Modus, oder hier und da modulo ff.

Ein Mengensystem ist eine Klasse von Klassen analog M, ist also ein Ele-
ment des Bereiches P(K) aller Klassen von Klassen, auch Quasiteilklassen von
K genannt. Dieser existiert nach Axiom I als Teilbereich von K.

Die Mengensysteme bilden einen Teilbereich P,,(K) von P(K).

Ein (in des Wortes doppelter Bedeutung) nichtleerer Schnitt von Mengensy-
stemen ist wiederum ein Mengensystem, und man sieht leicht, dafl die endlichen
Mengen ein Mengensystem bilden, etwa € wie oben. Auflerdem ist jede end-
liche Klasse eine Menge. Somit ist £ der Schnitt aller Mengensysteme. Ein
Mengensystem heifle vollstindig, wenn es eine unendliche Klasse enthélt.

Existiert eine unendliche Menge, dann auch ein W wie oben, und dasselbe
gilt fiir jedes Mengensystem. Jede mit W gleichméchtige Klasse ist eine Menge,
und jede Woklasse vom Typ IN ist zu W isomorph. Also ist auch der Schnitt
V aller vollstdndigen Mengensysteme vollstandig.

In welchem Sinne kénnen wir hier und weiter oben iiberhaupt von einem
»Schnitt“ reden? Jedenfalls nicht via (), denn die Klasse P,,(K) ist nicht in
Sicht, und die Klasse P(K) existiert definitiv nicht [5.9(d)].

Man koénnte natiirlich die Klasse aller Mengensysteme einfach postulieren.
Das ist aber nicht notig: Ist A ein Bereich von Mengensystemen, allgemeiner
ein Teilbereich von P(K), so existiert zu A € A der Schnitt geméf 5.4 bzw. 7.2
als Teilklasse von A.

Dies erklart nicht nur die in 7.3 erwdhnte Existenz des Schnittes A N B
von A, B € P(K); es macht auch klar, da A N B nur relativ zu A wie zu B
»gegeben® ist, im Unterschied zum Schnitt zweier Teilklassen einer Klasse.

Dem entsprechend existiert, falls M vollsténdig ist, V im 4 -Modus stark als
Teilklasse von M. Und allgemein existiert V wenn es iiberhaupt ein vollstandi-
ges Mengensystem gibt, und ist dann das kleinste vollstdndige Mengensystem.

Der Bereich P,,(K) ist beziiglich C linear geordnet; liegt néamlich A € M
nicht in einem Mengensystem L, so folgt |A| £ | B| fiir jedes B € L, also |B| < A
und damit B € M. Eine C entsprechende Relation liegt allerdings nicht vor.

Einem Mengensystem £ C M entspricht ein Abschnitt U von W* ohne
Maximum. Seine echten Abschnitte sind diejenigen Abschnitte von W*, welche
zu einem B € L gleichméchtig sind; U ist also die Vereinigung dieser Abschnitte
und verhélt sich zu £ wie W* zu M.






LITERATUR

. Bernays, P.: Hilberts Untersuchungen tiber die Grundlagen der Arithmetik.

Hilberts Ges. Werke III (Springer, Berlin 1935), 197-216.

. —— Erwiderung auf die Note von Herrn Aloys Miiller: ,, Uber Zahlen als Zeichen*.

Math. Ann. 90 (1923), 159-163.

. ——und Fraenkel, A. A.: Axiomatic set theory.

North Holland Publishing Co., Amsterdam 1958.

. Bolzano, B.: Philosophie der Mathematik oder Beitridge zu einer begriindeteren

Darstellung der Mathematik. Verlag Carl Widtmann, Prag 1810.

. Cantor, G.: Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre.

Math. Ann. 46 (1895), 481-512.

. Dedekind, R.: Stetigkeit und irrationale Zahlen. Vieweg, Braunschweig 1872.

. —— Was sind und was sollen die Zahlen? Vieweg, Braunschweig 1888.

8. Fraenkel, A.: Die Gleichheitsbeziehung in der Mengenlehre.

10.

11.
12.

13.
14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

J. f. Math. 157 (1926), 79-81.

. — — Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre.

Math. Z. (1925), 250-273.

Hilbert. D.: Neubegriindung der Mathematik. Erste Mitteilung.
Abh. Math. Sem. Univ. Hbg. 1 (1922), 157-177).

— — Uber das Unendliche. Math. Ann. 95 (1925), 161-190.

— — Die Grundlegung der elementaren Zahlenlehre.
Math. Ann. 104 (1931), 485-494.

— — Beweis des Tertium non datur. Nachr. Ges. Wiss. Goéttingen (1931).

Kneser, H.: Das Auswahlaxiom und das Lemma von Zorn.
Math. Z. 96, 62-63 (1967).

Kronecker, L.: Uber den Zahlbegriff. J. f. Math. 101 (1887), 337-355.
Miiller, A.: Uber Zahlen als Zeichen. Math. Ann. 90 (1923), 153-158.

Schonfinkel, M.: Uber die Bausteine der mathematischen Logik.
Math. Ann. 92 (1924), 305-316.

Wittenberg, A. I.: Vom Denken in Begriffen. Birkh&duser, Basel 1957.
[Untertitel:] Mathematik als Experiment des reinen Denkens.

Zermelo. E.: Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung.
Math. Ann. 65 (1908), 107-128.

— — Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. I
Math. Ann. 65 (1908), 261-281.

— — Uber den Begriff der Definitheit in der Axiomatik.
Fund. Math. 14 (1929), 339-344.

— — Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche.

[Untertitel:] Neue Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre.

Fund. Math. 16 (1930), 29-47.






Dieses Buch ist als eine Neubegriindung der Mathematik zu verstehen.

Mathematische Grundkenntnisse geniigen zum Verstdndnis. In logischer
Hinsicht wird nur der vertraute Umgang mit den Worten und, oder,
wenn /dann vorausgesetzt. Logische Fachkenntnisse sind somit nicht
notig, eher hinderlich.

Die Grundbegriffe Objekt, Bereich, Abbildung sind rein sprachlicher
Natur: Ein Bereich erlaubt, von seinen Elementen (Objekte) zu reden,
eine Abbildung « von dem ,Bild“ za (ein Objekt) eines Objektes z.
Und selbstverstiandlich sind Bereiche wie Abbildungen auch Objekte.

Einhergehend mit Negation wird Ezistenz eingefiihrt, Gleichheit dann
im Zusammenhang mit dem Begriff einer Klasse (Bereich plus
Aquivalenzrelation), und schlieBlich wird die Klasse aller Mengen
vorausgesetzt.

Das Standard-Vorlesungsthema Aufbau des Zahlensystems wird vorweg
auf althergebrachter Grundlage behandelt (Mengen und Abbildungen
im Sinne Dedekinds), in dem vertrauten Rahmen der real existierenden
Mathematik also, aber nicht auf altvertraute Weise.

Der entsprechende, um einiges angereicherte Teil I des Buches ist daher
von unabhéingigem Interesse, wie auch Teil II mit historischen und
mathematikphilosophischen Erorterungen.
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